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Chez  M"^  veuve  COURCIER,  Imprimeur-Libraire  pour 
.    les  Mathématiques,  quai  des  Augustins,  n"  67. 
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Cet  Ouvrage  a  été  écrit  à  roccasion  du  Cours  de 
Mécanique  dont  je  suis  chargé  à  l'Ecole  Polytech- 
nique. On  l'a  déjà  imprimé  sous  un  format  différent, 
et  distribué  aux  Elèves  comme  texte  de  mes  leçons; 
mais  je  ne  considère  cette  première  impression  que 
comme  un  essai  qui  m'a  procuré  l'avantage  de  pou- 
voir consulter  plus  facilement  les  personnes  dont  je 
desirais  les  conseils.  En  le  publiant  aujourd'hui,  je 
n'ai  rien  négligé  pour  le  perfectionner  autant  que 
cela  dépendait  de  moi.  Les  tables  des  matières  qui 
sont  au  commencement  de  chaque  volume,  con- 
tiennent une  analyse  exacte  de  l'ouvrage  entier;  il 
suffira  de  les  parcourir,  pour  connaître  le  plan  que 
j'ai  suivi ,  et  par  là  je  serai  dispensé  d'en  rendre 
compte.  Quant  au  choix  des  démonstrations,  je  ne 
me  suis  assujéti  exclusivement,  ni  à  la  méthode 
synthétique,  ni  à  la  marche  analytique  :  dans  un 
livre  destiné  à  l'instruction,  j'ai  du  rechercher  sur- 
tout la  clarté  et  la  simplicité,  et  préférer  toujours 
les  démonstrations  qui  jettent  le  plus  de  lumière 
sur  les  vérités  qu'on  veut  prouver;  je  me  suis  donc 
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servi  de  tous  les  moyens  qui  m'ont  paru  propres 
à  m'approcher  de  ce  but  5  aussi  trouvera-l-on  sou- 
vent, m  ^ées  dans  une  même  question,  les  consi- 
dérations géométriques  et  les  formules  de  l'Al- 
gèbre; on  jugera  si  j'ai  employé  à  propos  les  unes 
et  les  autres. 

Quoique  cet  Ouvrage  soit  un  traité  complet  de 
mécanique  rationnelle,  il  est  néanmoins  disposé  de 
manière  qu'il  peut  aussi  servir  à  ceux  qui  n'ont 
besoin  que  des  élémens  de  cette  science ^  ou  qui 
n'ont  pas  toutes  les  connaissances  d'analyse  qu'il 
suppose.  Pour  en  faciliter  l'usage  aux  Elèves  qui 
doivent  se  présenter  à  l'Ecole  Polytechnique,  j'ai 
marqué  d'une  %  dans  la  table  du  premier  volume, 
les  articles  de  la  Statique  qui  suffisent  pour  les  exa- 
mens d'admission,  et  qui  forment  environ  72  pages 
du  texte.  On  trouvera  à  la  fin  de  ce  volume,  sous 
le  titre  à' Additions ,  des  notions  élémentaires  sur  les 
machines,  qui  dispenseront  les  candidats  de  recou- 
rir à  d'autres  ouvrages.  Il  faudra,  en  outre,  qu'ils 
substituent  à  la  démonstration  du  parallélogramme 
des  forces,  exposée  dans  les  n°'  i3,  i4,  i5  et  16 
du  texte,  la  démonstration  purement  géométrique 
que  .l'on  a  placée  au  commencement  de  ces  Addi= 
tions.  . 
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de  leurs  coordonnées,  n°  5 

*  Ce  qu'on  entend  par  l'expression  numérique  de  l'intensité 
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CHAP.  IL  De  l'équilibre  d'un  corps  solide ,  psge  ^4 
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La  composition  des  forces  parallèles  se  déduit ,  comme  cas 
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un  même  point,  n"  3i 
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par  une  force  unique,  n"  34 

*  Composition    d'un   nombre    quelconque   de  forces  paral- 

lèles ,  n°  35 

'^  Propriété  remarquable  de  leur  résultante  ;  définition  du 
centre  des  forces  parallèles  ,  fondée  sur  cette  pro- 
priété ,  n"*  36  et  37 
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dans  le  cas  particulier  où  les  points  d'application  des  forces 
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*  Conditions   d'équilibre  des  fo-rces   parallèles  :    1*  quand  il 

n'y  a  aucun  point  fixe  dans  le  sj^stème^   2**  autour  d'un 

point  fixe,  n°*  4^  ^^  4^ 
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Trouver  par  le  calcul  la  grandeur  de  la  résultante  ,  les 
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point  d'application  ?  n°  4^ 

Equation  de  la  droite  suivant  laquelle  la  résultante  est  ài-^ 
rigée ,  .  n*^  4^ 

Cas  dans  lequel  les  forces  données  n'ont  pas  de  résultante  ; 
examen  d'un  autre  cas  particulier  où  la  résultante 
existe  et  se  trouve  parallèle  à  l'un  des  axes  des  coor- 
données ,  ^°^  47  i  4s  ®*  4^ 

Equations  d'équilibre  des  forces  données  :  1°  quand  il  n'y  a 
aucun  point  fixe  dans  le  système  ;  a°  quand  le  plan  qui 
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renferme   les  directions    des   forces    confient   nn   point 

♦  n-  •'•      j         '  nO«5oet5i 
Ueiimtion  des  momem  par  rapport  à  un  point;  différence 

^^entielle  entre   les  momens  de   cette   espèce   et  ceux 

^'^""^^^^  n°52 

^  Théorème  relatif  ànx  moraens  de  deux  forces,  et  de  leur 

résultante ,  pris  par  rapport  à  un  même  point,  n^  55  et  5/ 

Exten^irm  de  ce  théorème  à  un  nombre  quelconque  de  forces 

dirigées  dans  my  même  plan  ,  nos  55  ^^  5^. 

*  Condition  d'équilibre  dans  le  levier,  déduite  du  théorème 

précédent,  ^^.,^^ 

L'équation   qui   renferme   cette    condition  ,    coïncide  avec 

1  équation   d'équilibre    déjà   trouvée   pour  le   même   ca» 

dans  le  n*  5i,  ^o  -o 

S.  ni.   Composition  et  équilibre  des  forces  dirigées  d'une  \rl-. 

niere  q-^elconque  dans   t espace  ,  pg^e  yS 

Décomposition  d'un  pareil  système  de  forces  en  deux  autre«^ 
l'un  composé  de  forces  parallèles  ,   et  l'autre  ,   de  forces 
din.^ées  à'Am  un  plan  donné ,  n^  5 

Les  équations  d'équilibre  des  forces  données,  se  déduisent 
immédiatement  de  cette  décomposition,  n**  60 

Ces  équations,  au  nombre  de  six,  suffisent  et  sont  néces- 
saires a  l'équinbre,  qnand  il  n'y  a  aucun  point  fixe  dans 
le  système  ,  ^,  ^^ 

Elles  se  rédui^ent  à  trois,  lorsque  le    système  renferme   un 

point ,  et  a  une  seule  ,  quand  il  contient  deux  points  fixes 

ou  un  axe  fixe,  n- 62  et  65 

Remarque  sur  l'équation  d'équilibre  autour  d'un  axe  fixe ,  n"  ^ 

Autre  forme  qu'on  peut  donner  à  cette  équation  ,  n«»  65  et  6S 

Equation  d'équilibre   d'un  corps  solide    posé    sur    un    plan 

fixe;    conditions  relatives  à  la  direction  de  la  résultante 

perpendiculaire  à  ce  plan  ,    et  à  la  position  du  point  où 

elle  vient  le  rencontrer ,  ^o  g- 

Deux  forces  non  comprises  dans  le  même  plan,  n'ont  pas 

de  résultante  ,  ^^o  ço 

Equation  qui  doit  'é\re  satisfaite,  en   général  ,  pour  qn'uR, 
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fvstème  de  forces  données  ait  une  récoltante  unique  ; 
cas  d'exception  où  cette  équation  est  satisfaite  sans  qu  il 
existe  une  résultante  ,  ï^*'*  ^9  et  to 

Equations  delà  droite  suivant  laquelle  la  résultante  est  dirigée 
dans  l'espace  ;  autre  manière  de  trouver  réquation  de  con- 
dition nécessaire  pour  que  cette  résultante  existe,   n°  71 

Quand  des  forces  données  et  dij-igées  d'une  manière  quel- 
conque dans  Tespace  ,  ont  une  résultante  ,  trouver  ia  gran- 
deur de  cette  force  ,  et  le  sens  dans  lequel  elle  agit?  n^7a 

Tout  svstème  de  forces  ,  quel  qu'en  soit  le  nombre ,  est  ré- 
ductible à  deux  forces  seulement,  dont  uJje  peut  être 
prise  arbitrairement ,  ^^^  7-^ 

CHAP.  III.    T?Téone  des  moniens ,  page  99 

Objet  de  ce  chapitre,  n^  "4 

Il  existe  une  analogie  remarquable  entre  les  momens  des 
forces  décomposées  suivant  dilFerens  plans ,  et  les  pro- 
jections des  surfaces  planes  dont  on  va  d'abord  exposer 
les  propriétés ,  Ji"'^*  -5  et  ytî 

Ce  qu'on  entend  par  plans  et  axes  primàrfs  :  moyens  qu'on 
emploiera  pour  fixer  la  direction  d'un  plan  quelconque  , 
ou  de  la  droite  qui  lui  e<t  perpendiculaire  ,  n*^  77 

Démonstration  de  diverses  formules  connues ,  dont  on  fera 
usage  par  la  suite  ,  n°^  78  et  79 

"N'aleurs  des  proiections  d'une  surface  plane  sur  les  trois 
plans  primitifs  ,  n'  So 

Ces  valeurs  étant  trouvées ,  en  déduire  la  projection  de  la 
même  surface  sur  tout  autre  plan?  n^  81 

Les  sommes  des  projections  de  plusieurs  aires  planes  sur 
les  plans  primitifs  étant  données  ,  en  déduire  les  sommes 
des  projections  des  mêmes  aires  sur  trois  autres  plans 
rectangulaires ,       .  n*  8:2 

Expression  de  la  plus  grande  somme  des  projections  sur  un 
même  plan,  d'un  nombre  quelconque  d'aires  planes  don- 
nées dans  l'espace;  formules  qui  serv*ent  à  déterminer  la 
direction  du  plan  de  projection,  relatif  àcette  plus  grande 
somme ,  n^*  S5  et  S4 
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plus  grande  projection;  cette  somme  est  nulle  sur  tous 
les  plans  perpendiculaires  à  celui-ci,  n°  85 

Application  des  propriétés  des  projections  à  la  théorie  des 
momens  •  analogie  entre  la  composition  des  momens  et 
celle  des  forces  ;  ce  qu'on  entend  par  moment  principat 
et  plan  principal ,  -  ■.  ri°*  86  et  87 

Nouvel  énoncé  des  conditions  d'équilibre  d'un  corps  so- 
lide ,  n°  88 

On  obtient  aussi  l'équation  de  condition  du  n"*  69,  par  la 
considération  du  moment  principal ,  n°  89 

Déterminer  les  centres  des  momens  qui  répondent  à  la 
valeur  minima  du  moment  principal  ?  Ces  points  sont 
rangés  sur  une  ligne  droite  ,  dont  on  donne  les  équa- 
tions ,  n°*  90  et  91  ' 

CHAP.  IV.  application  des  ptnncipes  précédens  , 
aux  corps  pesans  ^  P^g®  ^  ^  9 

^.  L  Définition  de  la  pesanteur  et  conditions  d'équilibre 
de  ces  corps  ^  ibid. 

*  On  considère  la  pesanteur-  comme  une  force  constante   en 

grandeur  et  en  direction  dans  toute  l'étendue  d'un  même 
corps ,  »°  9  s 

*  Définitions  du  poids  et  de  îa  densité }  équation  entre  le 

poids  ,  le  volume  ,  la  densité  et  la  pesanteur  d'un 
corps  ,  n°*  93  et  94 

*  Définition  du  centre  de  gravité;   propriété  caractéristique 

de  ce  centre  ;  moyen  de  déterminer ,  par  l'expérience ,  le 
centre  de  gravité  d'un  corps  quelconque ,        n°'  96  et  96 

*  Comment  on  appliquera  aux   corps  pesans    les   équations 

d'équilibre  précédemment  trouvées;  conditions  d'équi- 
libre d'un  corps  pesant,  posé  sur  un  plan  incliné  et  sou- 
tenu par  une  force  donnée  ;  rapport  de  cette  force  au 
poids  du  corps ,  n°*  97  et  98 

§.  IL  Détermination  des  centres  de  gravité  j         page  127 
*  Formules  générales  qui  donnent  les  coordonnées  du  centre 
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Û^  gravité  d'un  corps ,  quand  on  connaît  les  centres  de 
gravité  de  toutes  les  parties  de  ce  corps  ;  extension  de 
ces  formules  au  cas  où  le  corps  est  partagé  en  un 
nombre  infini  de  parties  infiniment  petites;  la  recherche 
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Ce  qu'on  entend  par  le  centre  de  gravité  d'une  courbe 
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courbe  située  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace, 
et  donnée  par  ces  deux  équations?  n^  101 

Pour  exemple  ,  le  centre  de  granité  d'une  ligne  droite; 
ce  centre  étant  connu ,  on  en  conclut  celui  du  contour 
d'un  polygone,  n°  102 

Le  calcul  devient  plus  simple,  quand  il  s'agit  d'une  courbe 
plane  donnée  dans  son  plan  par  son  équation  ;  il  devient 
encore  plus  simple ,  si  la  courbe  est  coupée  en  deux  par- 
ties symétriques  par  l'un  des  axes  des  coordonnées,   n°  io3 

Pour  exemples  ,  les  centres  de  gravité  de  l'arc  de  cercle  et 
de  l'arc  de  cycloïde  ,  n°*  104  et   io5 

Trouver  le  centre  de  gravité  de  l'aire  d'une  courbe 
plane?  n°  2c6 

Application  à  l'aire  du  triangle,  n°  107 

*  Démonstration  directe  du  résultat  trouvé  dans  le  jx°  pré- 
cédent ',  centre  de  gravité  d'un  polygone ,  conclu  de  celui 
du   triangle,  n°  ic8 

Centres  de  gravité  du  segment  et  du  secteur  circu- 
laires ,  •      n**»  109  et  iio 

Application  à  l'aire  de  la  cycloïde  ,  -  n°  1  n 

Trouver  le  centre  de  gravité  du  solide  de  révolution ,  en- 
gendré par  l'aire  d'une  courbe  plane  tournant  autour 
d'une  droite  menée  dans  son  plan ,  hors  de  cette  aire , 
et  celui  de  la  surface  qui  recouvre  ce  corps?       n°  113 

Centres  de  gravité  de  la  calotte  sphérique,  et  de  la  sur- 
face engendrée  par  la  derai-cycloïde,  n°  ii3 

Théorème  de  Guldin ,  -  n°  1 14 

Le  moyen  qu'on  emploie  pour  trouver  le  centre  de  gravité 
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d'un  solide  de  révolution,  peut  aussi  servir,  à  trouve? 
celui  de  tout  corps  symétrique  par  rapport  à  un  axe; 
pour  exemples  j  l'ellipsoïde,  et  la  pyramide  à  base  quel- 
conqiie,,  n"''  ii5et  116 

*  Trouver  pap  des  considérations  directes,  le  centre  de  gra- 

vité d'une  pyramide  triangulaire ,  et  ensuite  celui  d'une 
pyramide  à  £)ase  quelconque  ?  n°*  117  et  ii8 

*  En  conclure  le  centre  de  gravité  d'un  polyèdre?       n°  119 
Formules  générales  qui  servent  à  trouver  ,  par  des  intégrales 

doubles  j  le  centre  de  gravité  d'une  portion  déterminée 
d'une  surface  donnée  par  son  équation  ,  et  par  des  in- 
tégrales triples  y  celui   d'un  corps  homogène  ou  hétéro- 
gène, n°'  120  et  121 
Expression  de  l'élément  du  volume,   en  différentielles  des 
coordonnées    polaires  5     formules    pour    déterminer    le 
volume  et  le  centre  de  gravité  d'un  corps  ,  en  partant  de 
cette  valeur  de  l'élément  ,                      n°'  122,  1^3  et  124 
Application  de  ces  dernières  formules  au  secteur  sphérique  , 
composé  de  couches  dont  les  densités  varient  comme  on 
voudra  y  cas  particulier  où  la  densité  est  supposée  cons- 
tante ,  n°  125 
CHAP.  Y.  Du  frottement  ^                                         page  17^ 
Définition  du  frottement  \  son  influence  sur  l'équilibre  des 
corps  gênés  par  des  obstacles  fixes  ;  moyen  qu'on  em- 
ploie pour  le  mesurer  ,                                  n**  126  et  127 
On  fait  connaître  ce  que  l'expérience  a  appris  de  plus  cer- 
tain sur  la  ineïure  du  frottement,                               n°  128 
Conséquence  immédiate  de  ces  résultatsde  l'expérience,  n°  123 
Condition  d'équilibre  du  levier  en  ayant  égard  au  frotte- 
ment qu'il  éprouve  contre  son  point  d'appui  ;  ce  frotte- 
ment ,  en  même  tems  qu'il  facilite  l'équilibre,  diminue  la 
pression  que  supporte  le  point  d'appui,  n^*  100,  i3i  et  i32 
CHAP.  YI.  De  l'équilibre  d'un  corps  flexible  ^        P^ge  184 
Les  conditions  d'équilibre  d'un  système  de  forme  invariable  , 
doivent  se  retrouver  parmi  celles  de  tous  les  systèmes  qui 
ont  moins  de  trois  points  fixes,                               n°i33 
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§.  I.   Equilibre  du  polygone   funiculaire  ;    équation    de 

la  chaînette,  page   iS5 

*  Conditions  que  doivent  remplir  les  forces  appliquées  à  un 

polygone  funiculaire  ,  pour  que  l'équilibre  soit  pos- 
sible ,  n°  i  ?4 

*  Ces  conditions  étant  remplies ,   et  les  forces  et  leurs  direc- 

tions étant  données,  ainsi  que  les  longueurs  des  côtés 
du  polygone,  construire  la  ligure  du  polygone  en  équi- 
libre ?  n°  i35 

*  On  pourrait  aussi  construire  directement  les  dilFérens  som- 

mets du  polygone ,  d'après  leurs  coordonnées  ;  mais  il  est 
plus  simple  de  tracer  successivement,  et  les  uns  au  moyen 
des  autres,  tous  les  côtés  de  ce  polygone,  n°  i36 

*  Mesure    des   tensions   qu'éprouvent  les  diiFérens  côtés    au. 

polygone  funiculaire  en  équilibre,  n°  iS/ 

*  Quand  les  deux    extrémités   du  polygone  sont  des   points 

fixes ,  l'équilibre  est  toujours  possible  quelles  que  soient 
les  forces  appliquées  au  polygone  )  dans  ce  cas ,  on  a 
des  équations  en  nombre  suffisant  pour  déterminer  les 
pressions  que  supportent  les  points  fixes  et  les  directions 
des  côtés  extrêmes  ,  n°  i38 

Lorsqu'une  des  forces  données  est  appliquée  à  un  anneau 
mobile,  il  faut,  pour  nouvelle  condition  d'équilibre,  que 
la  direction  de  cette  force  coupe  en  deux  parties  égales 
les  deux  cotés  adjacens  de  ce  polygone  ^  les  tensions  de 
ces  côtés  sont  alors  égales  entre  elles,  ti°  i?^ 

A  l'occasion  des  anneaux  mobiles ,  on  fait  connaître  une 
condition  générale  qui  s'observe  dans  tout  système  de 
points  en  équilibre  ,  relativement  aux  directions  des  forces 
qui  leur  sont  appliquées ,  n°  i4o 

^  On  considère  en  particulier  le  cas  où  toutes  les  forces  ap- 
pliquées au  polygone ,  sont  des  poids  donnés  ;  tous  ses 
côtés  sont  alors  compris  dans  un  mêine  plan  vertical } 
équations  qui  déterminent  immédiatement  la  tension  et  la 
direction  d'un  côté  quelconque  ,  n°  i4i 

Eu  supposant  que  le  nombre  des  côtés  du  polygone  devienne 
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infini ,  et  les  côtés  infiniment  petits ,  on  est  conduit  à 
réquation  différentielle  de  la  chaînette ,  n°  1 4-a 

Valeur  de  la  tension  en  un  point  quelconque  de  cette  courbe  } 
la  tension  est  la  plus-petite  au  point  le  plus  bas  ,      n°  i43 

Rectification  de  la  chaînette  ;  intégration  de  son  équation 
différentielle ,  n^**  144  ,  i45  et  i/^S 

Détermination  de  deux  constantes  qui  entrent  dans  l'équa- 
tion de  la  chaînette  ,  et  qui  représentent  la  tension  et 
l'inclinaison  de  la  tangente  au  premier  point ,  11°  i47 

Equations  d'équilibre  d'un  fil  dont  tous  les  points  sont  tirés 
par  des  forces  données  en  grandeur  et  en  direction  ;  valeur 
de  la  tension  en  un  point  quelconque ,  n°*  148  ,  149  et  i5o 

On  vérifie  dans  ce  cas  d'équilibre ,  la  remarque  générale  du 
n°  i33  ,  n°  i5i 

§.  II.  Equation  de  la  lame  élastique  en  équilibre  y  page  213 

On  cherche  d'abord  l'équation  d'équilibre  de  la  lame  élas- 
tique, en  la  supposant  assujétie  par  une  de  ses  extré- 
mités, et  ployée  par  une  force  donnée,  qui  agit  à  son 
autre  extrémité  ,  n''*  162,  1 53  et  1 54 

Cette  équation  ,  qui  détermine  la  figure  delà  lame,  est  dif- 
férentielle du  second  ordre  ;  elle  s'intègre  une  première 
fois ,  et  se  ramène  aux  quadratures  ;  la  fo,nction  d'une 
seule  variable  qui  reste  encore  à  intégrer ,  n'est  point 
intégrale  sous  forme  finie ,  n**  i55  et  i56 

H  existe  toujours  une  équation  entre  Vinflexion  totale  de 
la  lame  ,  sa  longueur  et  la  force  qui  lui  est  appliquée , 
d'après  laquelle  on  détermine  la  force  qui  produit  une 
inflexion  donnée ,  ou  l'inflexion  produite  par  une  force 
donnée ,  n°  15/ 

Cas  où  la  lame  n'est  point  assujétie  par  une  de  ses  extré- 
mités,  n°  i58 
Examen  du  cas  particulier  où  l'inflexion  de  la  lame  est  très- 
petite  'y  équation  de  la  courbe  sous  forme  finie  ,         n°  1 5^ 
Ce  qu'on   entend    par   la  force   d'un  ressort  y  mesure   de 
cette  force  ;  diverses  formes  que  prend  un  ressort  plié , 

tuivant 
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suivant  la  grandeur  de  la  force  qui  l'infléchit,  n"' 160  et  iGi 

Equation  de  la  lame  élastique  en  équilibre,  quand  tous  ses 
points  sont  sollicités  par  des  forces  données  en  grandeur 
et  en  direction  ,  et  toutes  comprises  dans  un  même 
plan,  n"  16a 

CHAP.  VIT.  Principe  des  vitesses  virtuelles  ,  page  23 1 

Enoncé  général  de  ce  principe  •  il  fournit  dans  chaque  cas 
toutes  les  équations  d'équilibre  du  système  que  l'on  consi- 
dère ;  ces  équations  sont  en  nombre  égal  à  celui  des  mou- 
Vemens  possibles,  n°  i65 

Application  de  ce  principe  à  l'équilibre  du  levier,      n°  iG4 

Application  à  l'équilibre  du  plan  incliné  (  pour  l'applica- 
tion du  même  principe  à  d'autres  machines  ,  voyez  les 
Additions  à  la  fin  de  ce  volume,  page  5o3)  ,  n°  i65 

On  indique  encore  l'application  de  ce  principe  à  l'équilibre 
d'un  corps  solide  ,  qui  conduirait  aux  équations  du  i^econd 
chapitre ,  n°  16S 

Lemme  relatif  à  la  composition  des  forces  ,  n°  1G7 

Au  moyen  de  ce  lemme,  on  démontre  que  le  principe 
des  vitesses  virtuelles  a  lieu  dans  tous  les  cas  d'équilibre 
d'un  point  matériel ,  n"  1 68 

Notions  générales  sur  les  tensions  et  les  contractions  qu'éprou- 
vent les  fils  ou  les  droites  inflexibles-qui  joignent  les  dilfé^ 
rens  points  d'un  système  en  équilibre;  notation  commode 
pour  représenter  ces  forces  inconnues,  n®*  169  et  170 

Autre  notation  pour  indiquer  les  variations  des  distances 
mutuelles  de  ces  points  ,  provenant  de  leurs  déplacemens 
infiniment  petits,  n°  171 

Démonstration  du  principe  des  vitesses  virtuelles ,  pour  un 
système  de  forme  invariable  et  pour  un  système  de  points 
liés  entre  eux  par  des  fils  flexibles  ,  n°*  172  et  lyS 

On  fera  voir  en  hydrostatique  ,  que  le  même  principe  s'ob- 
serve également  dans  l'équilibre  des  forces  qui  réagissent 
les  unes  sur  les  autres ,  par  l'intermédiaire  d'un  fluide , 
ce  qui  complétera  la  démonstration  précédente,     n°  174 

lléciproquement  quand  le  principe  des  vitesses  virtuelles  u 
1.  b 
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lien  pour  tous  les  mouvemens  compatibles  avec  la  liaison 
des  parties  d'un  système,  on  peut  être  certain  que  ce 
système  restera  en  équilibre ,  n°  175 

Le  centre  de  gravité  de  tout  système  de  corps  pesans,  est 
oi  '^toujours  le  plus  haut  ou  le  plus  bas  qu'il  est  possible  , 
^r-  .quand  ce  système  est  en  équilibre  •  ce  principe  est 
«ne  conséquence  immédiate  de  la  loi  des  vitesses  vir- 
tuelles ,  n°  176 

Trouver  l'équation  de  la  chaînette  en  partant  de  cette  pro- 
priété de  son  centre  de  gravité  ?  n°  177 

Distinction,  entre  l'équilibre  stable  et  celui  qui  n'est  qu  ins- 
tantanée ;  on  vérifie  par  des  exemples,  que  le  centre  de 
gravité  d'un  système  de  corps  pesans  ,  est  le  plus  bas  ou 
le  plus  haut ,  selon  que  l'équilibre  est  stable  ou  ne  l'est 
pas  j  n**  178 

LIVRE    SECOND. 

DYNAMIQUE 

CHAP.   P^ .    i^w   moui^ement    rectiligne   d'un   point 
matériel. 
§.  I.  Mouvement  uniforme ,  page  2G1 

Définition  du  mouvement  uniforme  ;  ce  qu'on  entend  par  la 
'2;z'^^e^5e  du  mobile  ;  équation  de  ce  mouvement  3  remarque 
générale  sur  les  équations  qui  renferment  différentes 
espèces  de  quantités,  îi°  ^79 

Comparaison  de  deux  mouvemens  .uniformes  et  diiré- 
rens,  n^  180 

Remarque  sur  la  mesure  du  tems ,  11°  181 

Propriété  générale  de  la  matière  qu'on  appelle  l'/zier-' 
tie  ,  n°  182 

§.  IL  M ouve-ment  uniformément  varié  j  page  266 

Division  des  forces  en  deux  espèces  distinctes;  définition 
des  mouvemens  7;arze^  en  général;  les  forces  qui  les  pro- 
duisent  s'appellent /brce^;   accélératrices  ;  manière  dont 
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on  peut  envisager  ces  mouvemens,  pour  simplifier  les 
calculs  et  les  démonstrations,  n°'  i83et  184 

Définition  de  la  vitesse  du  mobile  dans  un  mouvement  varié 
quelconque  ;  quand  cette  vitesse  croît  ou  décroît  par 
degrés  égaux  en  teras  égaux  ,  le  mouvement  s'appelle 
uniformément  varié  ^  et  la  force  qui  le  produit  se  nomme 
force  accélératrice  constante ,  n°  1 85 

Equations  qui  donnent,  dans  un  pareil  mouvement,  la  vitesse 
et  l'espace  parcouru  en  fonction  du  tems  ;  la  vitesse  ac- 
quise dans  un  intervalle  de  tems  pris  pour  unité,  est 
toujours  double  de  l'espace  parcouru  dans  ce  même 
tems,  n°^  186  et  187 

Du  mouvement  des  corps  graves  qui  tombent  dans  le  vide  ; 
vitesse  acquise  par  ces  corps  dans  la  première  seconde 
de  leur  chute  ;  expression  de  la  vîtesse  duo  à  une  hauteur 
donnée,  n^*   188  et  189 

Mouvement  des  corps  graves  lancés  de  bas  en  haut  dans  le. 
vide;  pour  élever  un  corps  à  une  hauteur  donnée  il 
faut  lui  imprimer  la  vîtesse  qu'il  acquerrait  en  tombant 
de  cette  hauteur,  n°  iqo 

Mouvement  d'un  corps  pesant  sur  un  plan  incliné  ;  rapport 
de  sa  vîtesse  à  celle  qui  aurait  lieu  sur  la  verticale  •  com- 
paraison des  mouvemens  qui  se  font  sur  difFérens  plans 
inclinés  ,  n°*  191  et  19a 

La  loi  des  vîtesses  propoï-tionnelles  aux  forces  qui  les 
produisent  et  celle  de  l'inertie  de  la  matière,  sont  le$ 
deux  seules  hypothèses  sur  lesquelles  la  dynamique  est 
fondée  ,  n°  195 

D'après  cette  loi,  l'intensité  de  la  pesanteur  dans  les  diffë- 
rens  lieux  de  la  terre  ,  a  pour  mesure  la  vîtesse  que 
^es  corps  acquièrent  dans  la  première  seconde  de  leur 
chute  ;  expression  de  cette  force  à  une  latitude  quel- 
conque ,  n° ig^ 
Les  intensités  des  forces  qui  agissent  instantanément  sur 
les  mobiles ,  sont  aussi  entre  elles  comme  les  vîtesses 
qu'elles  leur  impriment  ^  use  force  d@   cette  esoèce  ue 
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saurait  être  comparée  numériquement  à  une  force  ac- 
célératrice ,  ^°  195 

§.  III.  Formules  générales  du  mouvement  varié  ,  page  281 

èans  un  mouvement  varié  quelconque ,  Tèspàce  parcouru  , 
la  vitesse  acquise  et  la  mesure  de  la  force  accélératrice 
sont  trois  fonctions  du  tems  dont  il  s'agit  de  trouver  le 
rapport ,  n°  196 

La  vitesse  est  égale  au  premier  coeSicient  différentiel  de 
l'espace  parcouru,  n°  197 

La  force  accélératrice  est  égale  au  premier  coefficient  dif- 
férentiel de    la  vitesse ,  ou  au  second  coefficient  différen- 

,  tiel  de  l'espace  parcouru;  cette  mesure  de  la  force  accé- 
lératrice suppose  qu'on  prend  pour  unité ,  la  force  accé- 
iératrice  constante,  qui  produit,  dans  l'unîté  de  tems, 
une  vitesse  égale  à  l'unité  linéaire,  n°  198 

§.  IV.  Application  des  formules  générales  à  différens  pro- 
blèmes ,  page  287 

Les  problèmes  de  dynamique  conduisent  en  général  à  des 
équations  différentielles  du  second  ordre ,  qu'il  s'agit  d'in- 
tégrer, n°  199 

Premier  problème.  Déterminer  le  mouvement  vertical  d'un 
point  matériel  pesant ,  en  ayant  égard  à  la  variation  de  la 
pesanteur  ?  Quand  la  hauteur  de  la  chute  est  très-petite  , 
on  retrouve  les  équations  ordinaires  du  mouvement  des 
corps  graves,  n°^ 200  et  201 

Examen  du  mouvement  qui  aurait  lieu  »  si  le  mobile  péné- 
trait dans  l'intérieur  de  la  terre  ,  n°*  202  et  2o5 

Deuxième  problème.  Déterminer  le  mouvement  rectiligne 
d'un  point  matériel  attiré  vers  deux  centres  fixes?  On 
discute  complètement  toutes  les  circonstances  de  ce 
mouvement ,  n°'  20^ ,  2o5  et  20S 

Troisième  problème.  Déterminer  le  mouvement  vertical 
d'un  corps  pesant^  en  ayant  égard  à  la  résistance  de 
Voir  y  supposée  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse  ? 
On  examine  en  premier  lieu  le  cas  où  le  mobile  tombe 
ver^  la  surface  de  la  terre ,.  a*  ^^7 
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Au  bout  d'un  certain  tems,  le  mouvement  est  sensiblement 
uniforme;  la  vitesse  est  alors  proportionnelle  à  la  racine 
carrée  de  la  densité  du  corps,  n°  208 

En  supposant  la  résistance  nulle  ,  on  retrouve  les  équa^ 
tions  du  mouvement  d'un  corps  grave  qui  tombe  dans  la 
vide ,  n°  209 

Cas  où  le  mobile  est  lancé  de  bas  en  haut  ,  avec  une 
vitesse  donnée  ;  expression  de  la  plus  grande  hauteur  à 
laquelle  il  s'élève,  n°  210 

Mouvement  d'un  corps  pesant  qui  glisse  sur  un  plan  contre 
lequel  il  éprouve  un  frottement  proportionnel  au  carré 
de  la  vitesse,  n°2ii 

CHAP.  II.  Du  mouvement  curviligne  d'un  point 
matériel  libre, 

§.  P"".  Théorie  générale  de  ce  mouvement ,  page  3o8 

Déterminer  en  grandeur  et  en  direction  la  vitesse  d'un 
mobile  ,  soumis  à  l'action  simultanée  de  deux  forces 
données?  n°2ia 

Construire  le  polygone  que  décrit  un  point  matériel ,  d'après 
les  actions  successives  de  différentes  forces  données  ?  Ce 
polygone  devient  une  courbe  ,  quand  les  forces  agissent 
d'une  manière  continue  ,  n^aiS. 

Pour  déterminer  de  la  manière  la  plus  simple  ,  le  mouve- 
ment d'un  point  matériel  dans  l'espace ,  il  faut  exprimer 
les  trois  coordonnées  en  fonction  du  tems  ;  la  valeur  de 
chaque  coordonnée  fait  connaître  le  mouvement  de  la 
projection  du  mobile  sur  l'axe  correspondant;  composi- 
tion des  valeurs  des  trois  coordonnées ,  d'après  les  vitesses 
qui  sont  imprimées  au  mobile  parallèlement  aux  trois 
axes,  n°' 214  et 21 5 

L'inspection  de  ces  valeurs  conduit  à  un  théorème  fonda- 
mental, au  moyen  duquel  on  formera  les  équations  an 
mouvement  de  chaque  projection  ,  quand  les  forces  qui 
agissent  sur  le  mobile,  seront  données;  exemple  très-simple 
de  l'application  de  ce  théorème  ,  n°*  21 G  et  217^ 

Conséquence  immédiate  du  même  théorème ,  qui  prouve  psj? 
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son  accord  avec  l'expérience,  que  la  loi  des  forces  pro- 
portionnelles aux  vitesses ,  a  effectivement  lieu  dans  la 
nature ,  -  n°  2i8 

Equations  différentielles  du  mouvement  curviligne,  soit  dans 
l'espace,  soit  dans  un  plan  donné ^  comment  on  déduira 
de  leurs  intégrales  ,  les  équations  de  la  trajectoire  du 
mobile,  n°  219 

Examen  du  cas  particulier  où  le  mobile  n'est  sollicité  par 
aucune  force  accélératrice  ;  composition  et  décomposition 
des  vitesses  ,  n°220 

Déterminer  à  un  instant  quelconque  la  direction  etla  vitesse 
du  mouvement  rectiligne  et  uniforme,  qui  succéderait  à 
■un  mouvement  curviligne,  si  les  forces  qui  agissent  sur  le 
mobile  ,  cessaient  tout-à-coup  leur  action?  n*^*  221  et 222 

Ce  qu'on  entend  par  la  vitesse  dans  le  mouvement  curvi- 
ligne ;  elle  est  dirigée  suivant  la  tangente  à  la  trajectoire 
et  égale  au  premier  coefficient  différentiel  de  l'arc  de 
cette  courbe ,  considéré  comme  une  fonction  du  tems  ; 
la  force  accélératrice  décomposée  suivant  cette  tangente , 
est  ézale  au  second  coefficient  différentiel  de  la  même  fonc- 
tion ,  n°  223 

Les  équations  du  mouvement  curviligne  ont  dans  un  cas 
très-étendu ,  une  intégrale  première  qui  d5^ne  la  vitesse 
en  fonction  des  trois  coordonnées  du  mobile  *,  ce  cas  a  lieu 
toutes  les  fois  que  les  forces  qui  agissent  sur  le  mobile 
sont  dirigées  vers  des  centres  fixes  et  fonctions  des  dis- 
tances à  ces  centres,  n°^ 224  et  226 

Quand  il  n'existe  qu'une  seule  force  dirigée  vers  un  centre 
fixe  ,  on  obtient  immédiatement  trois  autres  intégrales 
premières  des  équations  du  mouvement,  n°226 

Enoncé  d'un  théorème  remarquable  compris  dans  ces  in- 
tégrales ;  démonstration  directe  et  synthétique  de  ce 
théorème  ,  n°'  227  et  328 

§.  n.  Mouvement  des  projectiles  dans  le  vide  et  dans  un 
milieu  résistant ,  page  336 

Mouyement  curviligne  d'un  corps  pesant  dans  le  yide  ',  la 
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tî-ajectoire  est  une  parabole,  n^  229 

E:?fpressions  de  la  hauteur  et  de  l'amplitude  du  jet;  un  but 

étant  donné ,  on  peut  l'atteindre ,  en  général ,  en  tirant  sous 

deux  directions  différentes  ,  n''  23o 

Equations  différentielles  du  mouvement  dans  un  milieu  ré- 
sistant; expression  de  la  résistance  supposée  proportion- 
nelle au  carré  de  là  vitesse  ,         ,  n°'  23i  et  202 

Intégration  de  ces  équations;  les  différentielles  premières 
des  deux  coordonnées  du  mobile  et  du  tems  s'expriment 
sous  forme  finie  au  moyen  d'une  quatrième  variable  ,  et 
la  solution  complète  du  problème  est  ramenée  aux  qua- 
dratures, n°  235 

Construction  de  la  trajectoire  par  points;  valeur  de  la  vi- 
tesse en  un  point  quelconque  de  cette  courbe,      n'^234 

La  branche  descendante  de  la  trajectoire  a  toujours  uns 
asimptote  verticale  ;  quand  le  projectile  retombe ,  le  mou- 
vement approche  de  plus  en  plus  de  devenir  vertical  et 
uniforme  ;  la  limite  de  sa  vitesse  est  la  même  qu'on  a  déjà 
trouvée  dans  le  n°  208 >  n^*  235  et  206* 

Examen  du  cas  particulier  où  le  mobile  ne  s'élève  qu'à  une 
très-petitehauteur  au-dessus  de  la  droite  horizontale  menée 
par  son  point  de  départ  ;  équation  de  la  partie  de  la  tra- 
jectoire située  au-dessus  de  cette  droite;  calcul  de  l'am- 
plitude et  de  la  hauteur  du  jet ,  n°  237 

§.  IIL  Mouvement  elliptique  des  planètes  ,  page  353 

Enoncé  des  trois  lois  de  Kepler  ,  n°  23S 

On  conclulrdes  deux  premières  lois  que  la  force  qui  retient 
les  planètes  dans  leurs  orbites,  est  constamment  dirigée 
vers  le  centre  du  soleil,  et  que  pour  une  même  planète, 
cette  force  varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance 
à  cet  astre ,  n°'  239  et  24^5 

Au  moyen  de  la  troisième  loi,  on  démontre  qu'à  égalité 
de  distance  ,  cette  force  est  la  même  pour  toutes  les- 
planètes  3  analogie  qui  en  résulte  entre  cette  force  et  la 
pesanteur  terrestre  ,  n"  il^i 

On  reprend  le  problème  dans  im  ordre  inverse ,  et  en  sup— 
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posant  la  force  connue  en  grandeur  et  en  direction ,  otI 
détermine  la  trajectoire  de  la  planète  ,  pour  laquelle 
on  trouve  réquatioii  d'une  section  conique  quel- 
conque ,  jf*  242  >  243  et  244 
Détermination  des  constantes  arbitraires  contenues  dans  cette 
équation;  condition  pour  que  la  planète  décrive  celle 
qu'on  voudra  des  trois  sections  coniques  ,  n°  2^6 
On  détermine  en  fonction  du  îems ,  les  valeurs  des  coordon- 
nées polaires  de  la  planète  ,  d'aprèa  lesquelles  on  pourra 
fixer  à  chaque  instant  sa  position  dans  le  plan  de  son 
orbite  ,                                                                 n''*  246  et  247 

Ge  qu'on  entend  par  équation  du  centre;  examen  du  mou- 
vement de  la  planète  pendant  une  révolution  entière  autoivr 
du  soleil  ,  n°  248 

CHAP.   KL    Du  moiwement  d'un  point  matériel 

sur  une  coUrhe  donnée  ,  P^g^  ^7^^ 

§,  I®"^.    Théorie  générale  de  ce  mouvement. 

iia  résistance  que  la  courbe  donnée  oppose  au  mouvement 
du  mobile ,  équivaut  à  une  force  normale  à  la  courbe 
et  du  genre  des  forces  accélératrices ,  n°  249 

En  joignant  cette  force  inconnue  en  grandeur ,  aux  autres 
forces  données  qui  agissent  sur  le  mobile,  on  forme 
immédiatement  les  trois  équations  diiTérentielles  de  son 
mouvement,  n°  260 

On  en  déduit  facilement  une  équation  indépendante  de  la 
force  inconnue  ;  cette  équation  prouve  que  la  force  accé- 
lératrice du  mobile  ,  décompoï^ée  suivant  la  tangente  à 
la  trajectoire,  est  égale  au  second  coefficient  différentiel 
de  l'arc  de  cette  courbe,  considéré  comme  une  fonction 
du  tems,  n°  25i 

Cas  dans  lequel  cette  équation  a  une  intégrale  première  in- 
dépendante des  équations  données  de  la  trajectoire  ;  cette 
intégrale  fait  connaître  la  vitesse  en  un  point  quelconque 
de  la  courbe;  elle  montre  que  la  vitesse  est  constante  , 
quand  le  mobile  n'est  sollicité  par  aucune  force  accélé-^ 
ratrice;  autre  conséquence  importante  qui  en  résulte  par 
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Mpport  à  cette  vitesse ,  n^'252 ,  253  et  264 

Détermination  directe  de  la  pression  qui  a  lieu  sur  chaque 
point  de  la  courbe  donnée;  la  partie  de  cette  pression 
qui  est  due  à  la  vitesse  dont  le  mobile  est  animé ,  se 
nomme  la  force  centrifuge  ;  cas  dans  lequel  la  trajectoire 
est  une  courbe  plane,  "  n°*  255  et  256 

Déterminer,  d'après  les  équations  du  mouvement,  la  ré- 
sistance normale  de  la  courbe ,  et  le  sens  suivant  lequel 
elle  s'eXerce  ?  n^  257 

On  vérifie  que  cette  résistance  est  égale  et  directement 
opposée  à  la  pression  trouvée  plus  haut ,  n°  258 

§.  II.  Examen  de  la  force  centrifuge  dans  le  cercle ,  p.  585 

Mesure  de  la  force  centrifuge  dans  le  cercle  |  comment 
cette  mesure  peut  s'étendre  à  une  courbe  quelconque, 
par  la  considération  de  son  cercle  osculateur ,        n°  25^ 

Comparaison  de  la  force  centrifuge  dans  le  cercle  à  la  pe- 
santeur, n°2So 

La  force  centrifuge  est  en  raison  directe  du  rayon  et  in- 
verse du  carré  du  tems  employé  à  décrire  la  circonférence 
entière ,  n"*  2G1 

jLa  force  centrifuge  due  au  mouvement  de  rotation  de  la 
terre,  diminue  la  pesanteur  des  corps  placés  à  sa  sur- 
face; à  l'équateur  cette  diminution  est  ^  de  la  pesan- 
teur totale  )  c'est  en  ce  lieu  que  son  effet  est  le  plus 
grand  ,  n""*  2G2,  265  et  264 

§.  III.  Oscillations  du  pendule  simple ,  P^ge  ogS 

Définition  du  pendule  en  général ,  et  en  particulier ,  du 
pendule  simple ,  n®  265 

Considérations  générales  sur  le  mouvement  d'un  corps  pesant 
sur  une  courbe  quelconque  ;  expression  de  la  vitesse  en  un 
point  quelconque ,  n°  a^Q 

Expression  de  la  différentielle  du  tems ,  qu*il  faudra  intégrer 
quand  l'équation  de  la  courbe  sera  donnée  ;  remarque 
générale  sur  la  vaîetir  du  tems  en  fonction  de  l'arc  par- 
couru ,  n°*  267  et  ^^68 

Application  au  cercle;  dans  quel  cas  le  mobile  oscillera,  et 
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dans  quel  cas  il  parcourra  la  circonférence  entière  ,  ff*  2G9 

Théorie  des  petites  oscillations  du  pendule  simple  dans  le 
vide,  n°' 270  et  271 

Le  teras  de  l'oscillation  entière  est  indépendant  de  son 
amplitude  ;  il  dépend  de  la  longueur  du  pendule  et  de 
l'intensité  de  la  pesanteur;  usage  du  pendule  pour  mesurer 
cette  intensité  en  différens  lieux  de  la  terre  ,  n°  273 

Théorie  des  petites  oscillations  du  pendule  simple  dans  un 
milieu  résistant  ,  n*^^  273  et  274 

La  résistance  du  milieu  n'altère  pas  la  durée  des  oscillations 
entières;  elle  diminue  la  durée  de  la  demi  -  oscillation 
descendante^  mais  elle  augmente  d'autant  la  durée  de  [a 

'   demi-oscillation  ascendante ,  n^  276 

Elle  diminue  l'amplitude  des  oscillations ,  et  finit  par  les 
anéantir,  n°  27G 

Expression  en  série  du  tems  de  l'oscillation  entière  dans  le 
vide  ,  l'amplitude  n'étant  pas  supposée  très-petite  ,  n°  277 

Correction  due  à  la  longueur  de  l'arc  parcouru  ,  à  laquelle 
il  faut  souvent  avoir  égard;  influence  de  la  résistance  du 
milieu  sur  cette  correction  ,  n®  278 

Remarque  générale  sur  les  oscillations  infiniment  pe- 
tites, n°  279 

§.  IV.  Mouvement  d'un  point  matériel  pesant ,  sur  la 
cyclo ïde  ,  P^ge  4 1  ^ 

Le  tems  de  la  chute  sur  une  cycloïde  à  base  horizontale  , 
est  rigoureusement  indépendant  de  la  longueur  de  l'arc 
parcouru,  pourvu  que  cet  arc  aboutisse  toujours  au  point 
le  plus  bas  de  la  courbe  ,  n"*  280 

Description  du  pendule  cycloidal^  fondé  sur  cette  pro- 
priété, ii°28i 

Le  tems  de  l'oscillation  sur  la  cycloide  est  le  même  que 
celui  des  petites  oscillations  d'un  pendule  ordinaire,  égal 
en  longueur  à  la  moitié  de  la  cycloïde  entière  ,        n''  282 

Ce  qu'on  entend  par  courbe  tautochrone;  la  cycloïde  à  base 
horizontale  est  la  seule  tautochrone  dans  le  vide  ,  du  moins 
quand  on  ne  coAsidère  que  des  courbes  planes ,  •  if  28^ 
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Cette  cycloïde  enveloppée  sur  un  cylindre  vertical  à  base 
quelconque  j  forme  touteslestautochrones  à  double  cour- 
bure qui  peuvent  exister ,  n*  284 
Problème  de  la  hrachystochrone  :  on  appelle  ainsi  la  courbe 
qu'un  corps  pesant  doit  suivre  pour  aller  d'un  point  à  un 
autre  ,  dans  le  tems  le  plus  court ,                               n*^  285 
On  rappelle  les  formules  du  calcul  des  variations  y  néces- 
saires à  la  solution  de  ce  problème ,             n"^^  286  et  287 
La  courbe  de  la  plus  vite  descente  est  une  cycloïde  à  base 
horizontale  ,  dont  l'origine  est  au  point  de  départ  du  mo- 
f             bile ,  et  dont  le  plan  est  vertical  ,                                 n°  288 
Digression  sur  la  variation  des  points  extrêmes  des  courbes 
qui  jouissent  d'une  propriété  de  maximum  ou  de  mini^ 
TTium;  formule  d'après  laquelle  on  déterminera   le   maxi" 
mum  ou  le  minimum,  en  ayant  égard  à  la  variation  de 
ces  points,                                                           n"  289  et  290 
Application  de   cette  formule  à  la  courbe  de  la  plus  vite 
descendante  ,                                                                    11°  291 
Au  moyen  de  cette  formule ,  on  étend  la  solution  du  problème 
de  la  brachystochrone ,  au  cas  où  les  points  de   départ  et 
d'arrivée  du  mobile,  doivent  être  pris  sur  des  surfaces  ou 
sur  des  courbes  donnés,                                   n*^^  292  et  293 
CHAP.  lY.    Du  mouvement  d'un  point  matériel   sur  une 
surface  donnée  ,                                                          P3ge  44^ 
Equations  différentielles  de  ce  mouvement,                  t°  2g4 
Mouvement  d'un  point  matériel  pesant  sur  une  sphère;  la 
solution  complète  du  problème  se  ramène  dans  ce  cas  à 
intégrer    deux   fonctions   d'une   seule    variable ,    qui  ne 
sont  point  intégrables   sous  forme    finie  ;    ce    problème 
comprend  la    théorie  du   pendule    simple    à  oscillations 
coniques  ,                                              n°'  296 ,  296 ,  297  et  298 
Calcul  de  la  pression  que  la  sphère  éprouve  en  chaque  point; 
on  détermine  aussi  le  sens  dans  lequel  elle  s'exerce;  dans 
le  cas  du  pendule,  cette  pression  devient  la  tension  ou 
la  contraction  du  fil  de  suspension,                            ^° '^.99 
Equation  qui  a  lieu  dans  le  mouvement  d'un  point  matériel , 
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sollicité  par  des  forces  d'attractions  dirigées  vers  des 
centres  fixes  ,  soit  qu'on  le  suppose  libre ,  ou  assujéti  à 
rester  sur  une  courbe  ou  sur  une  surface  donnée  \  cette 
équation  donne  la  vitesse  du  mobile  indépendamment  do 
la  courbe  décrite  par  le  mobile^  conséquence  qui  en 
résulte  par  rapport  à  cette  vitesse ,  n°  3oo 

Quand  la  vitesse  est  ainsi  connue  en  fonction  des  coor- 
données du  mobile ,  il  est  aisé  de  trouver  les  équations 
dififérentielles  secondes  de  la  trajectoire,  n°3oi 

Détermination  directe  de  la  pression  normale  que  la  sur- 
face  donnée  éprouve  en  chaque  point,  et  du  sens  dans      i 
lequel  elle  s'exerce ,  n°  3oâ 

Un  point  matériel  qui  n'est  sollicité  par  aucune  force  accé- 
lératrice, et  qui  est  forcé  de  se  mouvoir  sur  une  surface 
donnée,  suit  toujours  la  ligne  la  plus  courte  sur  cette 
surface  pour  aller  d'un  point  à  un   autre,  n°  5o3 

Autre  propriété  générale  du  mouvement  d'un  point  maté- 
riel ,  à  laquelle  on  a  donné  le  nom  de  principe  de  la 
moindre  action  ,  n°  3o4 

Usage  de  ce  principe  pour  trouver  les  équations  de  la  tra- 
jectoire du  mobile  -,  pour  exemple ,  le  mouvement  d'un 
point  matériel  attiré  vers  un  centre  fixe ,  n°  3o5 

Application  du  même  principe  au  mouvement  de  la  lu- 
mière dans  diîFérens  milieux  ,  n°  3oS 

On  en  déduit  les  lois  connues  de  la  réfraction  ordinaire 
et  de  la  réflexion  de  la  lumière ,  n°'  Scj  et  3o8 

ADDITIONS ,  page     4fS 

*  Démonstration  du  parallélogramme  des  forces ,  ibid. 

*  Des  cordes^  ^77 
"^  Du  Levier  y  479 

*  De  la  poulie  et  des  moufles ,  4^2 

*  Du  treuil  et  des  roues  denté.^s ,  4^^ 

*  Du  plan  incliné  et  de  la  vis  ,  49^ 

*  Du  coin  f  5oi 
Loi  générais  de  T équilibre  dans  les  machines  ,               5o3 

FIN   DE   LA    TABLE   DU   PREMIER   VOLUME. 
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Pag.    Lign. 


Gr,  i8,     an  lieu  de  ^'A',  lisez  j?'i^. 

Ga,  '2'i,     au  lieu  de  la  droite  ^£',  lisez  la  droite ^E"  prolonge*. 

63,  3      en  remontant,  au  lieu  de  X.  hl ,  lisez  X.  Ol. 

S2,  6,     au  lieu  de  n*^  4^,  lisç^  n°  43. 

98,  23,     au  lieu  dea,è,c,  lisez  a^ ,  b\  c^. 

io3,  21,     an    lieu    de    L.cos.q ,    L.cos.q^,  Z.cos.^",  liseï    7i. cos.q 

h.cos.q',  h.cos.q". 

126,  I  et  3  en  remontant ,  remplacez  la  ligne  ^C  par  ^2». 

Î27,  10,     idem.  -, 

143,  2       en  remontant,  au  lieu  de  ^B ,  lisez  ^C^ 

248,  19,     an  lieu  de  xx  ,  mettez  xdx. 

îSo,  2,      au  lieu  de  dx ,  mettez  xdx. 

î52,  12,     au  lieu  de  I,  lisez  -j^. 

i53,  I  r,     au  lieu  de  f^,  mettez  x. 

178,  20,     au  lieu  de  mA\  m.A'\  lisez  mfA',  m!' A", 

igS,  2  et  3  en  remontant ,  au  lieu  de  Ox  et  de  Of,  lisez  Kx  et  Ky^ 

206,  16,     au  lieu  de  (6)  ,  lisez  (è). 

207,  /^<èl  ^  en  remontant,  au  lieu  de  K  et  de  KQ^,  lisez  ^'  et  K'Q\ 
217,  I,     au  lieu  de  le  point  K,  lisez  le  point  K  (fig.  3g). 

226,  10,     aulieudeZ=i,  lisez  ï=  i. 

1 1.,     au    lieu   de    è  =  —  ,  lisez  C  =r  —. 

a  a 

,.        ,     l\/~^      ,.        /V/2 
*27,       7,     au    lieu  de  — ^ —  ,    lisez  — ^^ —  . 

"Xa  "XTT 

294,       4      ^ïi  remontant,  au  lieu  de  D,  lisez  5. 

296,  4  ^^^  5;  au  lieu  de  è  étant  ia  plus  grande  des  deux  quantités  et  a 
e'tant  h,  lisez  les  deux  quanti te's  a  et  b  e'tant  sup- 
posées positives. 

J?oo,     ar,     au  lieu  de  sa  densité  est  celle,  lisez  sa  densité  et  celle. 

35o,       I       en  remontant,  au  lieu  de  dp,  lisez  ds. 

399,      12,     au  lieu  de  C/?,  lisez  mp. 

485,       4  Cl  5  en  rem.,  au  lieu  de  B^K'  et  de  B"K'\  lisez  B^K  et  B"K'. 

i>i^j     23,     au  lieu  de  sur  uiij  lisez  sur   un  pian 


TRAITÉ 

DE  MÉCANIQUE. 


NOTIONS  PRELIMINAIRES. 

I .  U  N  corps  est  en  mouvement  lorsqu'il  occupe 
successivement  difFe'rens  lieux  de  l'espace.  Si  nous 
le  considérons  à  l'instant  de  son  passage  de  l'ëtat 
de  repos  à  l'état  de  mouvement^  nous  observons 
que  ce  changement  d'état  est  toujours  l'effet  d'une 
cause  particulière  qui  agit  à  cet  instant  sur  le  mo- 
bile :  c'est,  par  exemple,  le  choc  d'un  autre  corps 
déjà  en  mouvement,  qui  vient  déplacer  celui  que 
nous  considérons ,  en  vertu  de  leur  impénétrabilité 
réciproque.  Il  peut  nous  sembler  quelquefois  que 
la  matière  se  met  d'elle-même  en  mouvement;  mais 
en  y  réfléchissant  davantage,  nous  reconnaissons 
que,  dans  ce  cas,  la  cause  qui  produit  ce  mouve- 
ment, agit  d'une  manière  permanente  sur  le  mobile  ; 
que  son  effet  est  empêché  par  quelque  circonstance, 
et  qu'il  se  manifeste  aussitôt  que  cette  circonstance 
I.  I  . 
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cesse  d'avoir  lieu.  C'est  ainsi  qu'un  corps  pesant,' 
placé  sur  un  plan  horizontal ,  tombe  vers  la  surface 
de  la  terre,  dès  l'instant  que  l'on  retire  le  plan  qui 
suspendait  TefTet  de  la  pesanteur. 

La  cause  quelconque  qui  met  un  corps  en  mou-^ 
•vement,  est  ce  qu^on  appelle  xxnQ force;  la  dlrectioiz 
d'une  force  est  la  droite  qu'elle  tend  à  faire  décrire 
au  point  du  corps  auquel  elle  est  appliquée. 

2.  Lorsque  plusieurs  forces  sont  appliquées  à  la 
fois  à  un  même  corps ,  elles  se  modifient  récipro-- 
quement,  en  vertu  de  la  liaison  qui  existe  entre  les 
difîérentesparties  du  corps,  et  qui  empêche  chacune 
d'elles  de  prendre  le  mouvement  que  la  force  à 
laquelle  elle  est  soumise,  tend  à  lui  imprimer.  S'il 
arrive  que  ces  forces  se  détruisent  totalement,  de 
sorte  que  le  corps  reste  en  repos,  on  dit  que  les 
forces  se  font  équilibre  ^  ou  autrement,  que  le  corps 
est  Qu  équilibre  sous  l'action  de  ces  forces. 

La  Mécanique  est  la  science  qui  traite  de  l'équi- 
libre et  du  mouvement  des  corps.  La  partie  dont  le 
but  est  en  général  de  découvrir  les  conditions  de 
Féquilibre,  se  nomme  Statique,  On  appelle  Dyna-* 
mique  l'autre  partie,  qui  a  pour  objet  de  déterminer. 
le  mouvement  que  prend  un  mobile,  quand  les 
forces  qui  lui  sont  appliquées,  ne  se  font  pas  équi- 
libre. Les  lois  générales  de   la  statique  et  de  la 
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dynamique  comprennent  les  fluides  dans  leurs  ap- 
plications ;  mais  à  cause  des  difficulte's  particulières 
que  pre'sente  ce  genre  de  corps,  on  a  coutume  de; 
considérer  d'une  manière  spéciale,  la  Mécanique 
des  fluides  où  l'on  distingue  aussi  deux  parties,  l'une 
qui  traite  de  leur  équilibre  et  qu'on  nomme  Hj- 
drostatique  y  l'autre  qu'on  appelle  Hjdrodjnamicju& 
et  qui  est  relative  à  leur  mouvement. 

Les  géomètres  sont  parvenus  à  ramener  toutes 
les  questions  de  dynamique  à  de  simples  questions 
d'équilibre:  c'est  donc  la  résolution  de  celles-ci 
qu'il  nous  faudra  d'abord  exposer;  mais  auparavant 
il  est  nécessaire  de  convenir  des  moyens  que  nous 
emploierons  dans  cet  Ouvrage,  pour  déterminer  le 
point  d'application  d'une  force  ^  son  intensité  et 
sa  direction,  qui  sont  les  trois  seules  choses  que  l'on 
ait  à  considérer  dans  chaque  force. 

5.  Tous  les  corps  sont  des  assemblages  de  points 
matériels,  liés  entre  eux  de  différentes  manières 
dans  les  corps  d^espèces  différentes.  En  premier  lieu,' 
nous  considérerons  ces  points  matériels,  isolément 
et  sous  le  seul  rapport  qu^ils  servent  de  points 
d'application  aux  forces;  ensuite  nous  les  réuni- 
rons pour  former  des  corps  solides^  fluides  ou  sim- 
plement flexibles,  et  nous  chercherons  les  condi- 
tions d'équilibre,  ou  les  lois  du  mouvement  dans 
chaque  espèce  de  corps. 


I . 
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La  position  dans  l'espace  ,  du  point  d'applî* 
cation  d'une  force ,  se  déterminera  au  moyen  de 
trois  coordonne'es  parallèles  aux  intersections  de 
trois  plans  rectangulaires  ,  choisis  arbitrairement. 
C'est  le  moyen  gëne'ralement  connu  qu'on  emploie 
en  Géométrie  pour  fixer  la  position  des  points  d'une 
courbe  ou  d'une  surface  ^  et  l'on  sait  qu'il  ne  laisse 
aucune  indécision  ,  quand  on  a  égard  à  la  fois 
au  signe  et  à  la  grandeur  de  chaque  coordonnée. 

4.  Les  forces  ne  peuvent  se  mesurer  qu'en  pre- 
ssant pour  unité  une  force  convenue ,  et  en  cher- 
chant le  rapport  des  autres  forces  à  celle-là  ;  mais 
d'après  leur  définition  ,  les  forces  étant  toutes  les 
causes  quelconques  de  mouvement  qui  existent  dans 
la  nature  5  on  ne  voit  pas  d'abord  comment  on  peut 
comparer  ces  causes  entre  elles,  et  encore  moins 
leur  assigner  un  rapport  numérique.  Pour  s'en 
former  une  idée  nette  ,  il  convient  d'établir  avec 
précision,  ce  qu'on  doit  entendre  ^SiY force  égate,  et 
par  force  double,  triple  ^  cjuadruple  y  .,...  d'une 
autre. 

Deux  forces  sont  égales ,  lorsqu'étant  appliquées 
en  sens  contraire  l'une  de  l'autre,  à  un  même  point 
ou  aux  extrémités  d'une  même  droite  inextensible  , 
elles  se  font  équilibre. 

Si  après  avoir  reconnu   que  deux  forces   sont 
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égales ,  on  les  applique ,  dans  la  même  direction , 
à  un  même  point^  on  aura  une  force  double  ;  si  oa 
reunit  trois  forces  égales,  on  aura  une  force  triple; 
si  on  en  réunit  quatre ,  on  aura  une  force  cfuadruple  ; 
et  ainsi  de  suite. 

Ainsi  ^  toutes  les  fois  que  nous  dirons  qu'une  force 
cstun  certain  multiple  d'une  autre,il  faudra  entendre 
que  la  première  peut  être  regardée  comm^  formée 
par  la  réunion  d'un  certain  nombre  de  forces  égales 
à  la  seconde  et  agissant  suivant  une  même  di^ 
rection. 

De  cette  mapière ,  les  forces  deviennent  des  (|uan-^ 
tités  mesurables  que  l'on  peut  représenter  par  des 
Bombres  ou  par  des  lignes,  en  les  rapportant  à  une 
unité  de  leur  espèce  ;  car  si  dans  une  question  on 
considère  plusieurs  forces  q.ui  soient  des  multi- 
ples donnés  d'une  autre  force ,  en  prenant  celle-ci 
pour  unité  ,  les  forces  que  l'on  considère  devront 
être  représentées  dans  le  calcul,  par  des  nombres 
égaux  à  ces  multiples  ,  et  dans  les  constructions 
géométriques,  par  des  lignes  proportionnelles  à 
ces  nombres.  Ordinairement  on  prend  la  ligne  qui 
représente  l'intensité  d'une  force,  sûr  la  direction 
même  de  cette  force  ,  a  partir  de  son  point  d'ap^ 
plication.  Nous  ferons  souvent  usage  de  cette 
construction ,  dont  l'avantage  est  de  simplifier 
ïénoncé  des  théorème^. 
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5.  Voyons  maintenant  par  quel  moyen  nous  fixe- 
rons la  direction  d'une  force  dans  l'espace. 

Pour  cela,  soit  772  (fig.  P^)  son  point  d'application, 
mD  sa  direction,  de  sorte  que  la  force  tende  à 
faire  avancer  le  point  7?z,  de  772  vers  D;  parle  point  m, 
menons  trois  axes  rectangulaires  mA ,  772^ ,  mC , 
qui  seront,  si  Ton  veut,  parallèles  à  ceux  des  coor- 
données, et  dirigés  dans  le  sens  des  coordonnées 
positives  ;  désignons  par  a ,  ê ,  ^ ,  les  angles  aigus 
ou  obtus  que  la  direction  mD  fait  avec  ces  axes  , 
c'est-à-dire  ,  supposons 

^mD  =  et ,     BmD  =  C ,     CmD  =  y  : 

je   dis   que  cette  direction  sera  complètement  dé- 
terminée^ quand  ces  trois  angles  seront  donnés. 

En  effet,  en  ayant  seulement  égard  aux  angles 
et  et  ê,  il  faudra  que  la  ligne  77zZ>  se  trouve  en 
même  temps  sur  deux  cônes  à  base  circulaire ,  dont 
le  sommet  commun  est  au  point  772 ,  et  qui  ont  pour 
axes ,  les  lignes  7?z^  et  mB  ;  il  faudra  donc  que  ces 
angles  soient  tels  que  les  deux  cônes  puissent  se 
couper,  ce  qui  aura  lieu  suivant  deux  arêtes  situées 
dans  un  même  plan  perpendiculaire  au  plan  AmB  y 
et  qui  feront  avec  l'axe  mCj  l'une  un  angle  aigu 
et  l'autre  un  angle  obtus.  La  direction  de  la  force 
pourra  donc  encore  avoir  deux  positions  différentes 
dans  l'espace;  mais  l'angle  y  étant  aussi  donné,  on 
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saura  s'il  est  aigu  ou  obtus,  et  l'on  pourra  choisir 
entre  ces  deux  positions,  celle  qui  convient  à  la 
ligne  mD, 

6.  Dans  cette  construction,  les  angles  a,  ê,  y 
doivent  s'étendre  depuis  zéro  jusqu'à  200°  ('*')  inclu- 
sivement, pour  qu'on  puisse,  par  leur  moyen,  repré- 
senter  la  direction  d'une  force  quelconque  dans  toutes 
ies  positions  possibles  autour  de  son  point  d'appli- 
cation. Par  exemple,  dans  notre  figure  où  l'axe 772(7 
est  au  dessus  du  plan  des  deux  autres,  l'angle  y 
devra  être  plus  petit  ou  plus  grand  que  1 00°,  selon 
que  cette  direc  tion  tombera  au  dessus  ou  au  dessous 
de  ce  plan  :  quand  la  ligne  niD  coïncidera  avec  la 
ligne  rnC ,  cet  angle  sera  nul ,  et  il  sera  égal  à  200% 
quand  cette  ligne  coïncidera  avec  le  prolongement 
mCdewCLes  cosinus  des  angles  a,  ê,  ^pourront 
donc  être  positifs  ou  négatifs  ;  mais  leurs  sinus  seront 
toujours  positifs,  parce  que  ces  angles  ne  dépasseront 
jamais  200'. 

7.  Si  nous  considérons  le  prolongement  mU  de 
la  ligne  inD ,  il  est  évident  que  les  angles  qu'il 
fait  avec  les  axes  niA ^  mB  ^  mCy  sont  supplémens 


(*)  Nous  adopterons,  dans  ce  Traité,  la  division  de  Tangl 
droit  en  loo  degrés,  du  degré  en  loo  minutes,  et  de  la  aiinu 
en  ioo  secondes. 
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des  angles  a^'  S  ^   yi  de  sorte  qu'en  supposant 

on  aui'a 

a'  =  200°  —  et^      C':=20Q<'— Ç,       5^'=:200°— ^^ 

et  par  conséquent 

cos.ct' rr:— ?.cos..c6,     eos.C'=  —  cos.C,     cos.y' :=:—^cos.y  % 

d'où  il  suit  que  deux  forces  dont  les  directions  sont 
contraires,  ou  qui  agissent  suivant  une  droite  et 
son  prolongement 5  se  distingueront  l'une  de  l'autre, 
en  ce  que  les  angles  relatifs  a  la  direction  de  l'une 
seront  supplëmens  de  ceux  qui  se  rapportent  à  la  di- 
rection deTautre^ce  qui  fait  que  les  cosinus  des  pre- 
miers seront  égaux  et  de  signes  contraires  aux  cosi- 
nus des  seconds. 

8.  On  voit  aussi,  par  la  construction  précédente 
(n""  5),  que  les  angles  a  ^  S  y  y  doivent  être  liés 
entre  eux,  et  ne  peuvent  pas  être  pris  tous  troi$ 
au  hasard.  Il  existe  effectivement  entre  leurs  cosinus 
une  équation 

ços^.  fit  4- cos'^.^-l-co.s*.^  r=  î  , 

qui  a  lieu  toutes  les  fois  que  a ,  ?  ,  }/  sont  les  angles 
qu'une  même  droite  fait  avec  trois  axes  rectangu- 
laires. 

Pour  la  démontrer ,  il  suffira  de  preiidre  sur  la  di-? 
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i^ction  mD ,  à  partir  du  point  m  ,  une  ligne  égale  à 
l'unité,  et  de  former  ensuite  le  parallélépipède  rec- 
tangle, dont  cette  ligne  est  la  diagonale  et  dont  les 
trois  côtés  adjacens  sont  pris  sur  les  trois  axes  Am^ 
Bniy  Cm;  il  est  aisé  de  voir  que  ces  trois  cotés 
exprimeront  les  cosinus  des  angles  AmD ,  BmD  , 
CmD;  or,  d'après  un  théorème  connu ,  le  carré  de 
la  diagonale  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des 
trois  côtés,  ce  qui  donne  l'équation  qu'on  veut  dé- 
montrer. 

9.  Quand  toutes  les  forces  que  l'on  considère 
dans  une  question ,  sont  dirigées  dans  un  même  plan, 
on  peut  prendre ,  dans  ce  plan ,  deux  des  trois  axes 
auxquels  on  rapporte  leurs  directions,  et  alors  l'angle 
relatif  au  troisième  axe ,  est  droit  pour  toutes  les 
forces.  En  supposant  que  y  soit  cet  angle,  on  aura 
cos.5/=:o,  et  l'équation  de  condition  se  réduira  à 

cos''.  et  4"  cos^ .  S  z=  1 . 

On  pourrait ,  dans  ce  cas,  n'employer  qu'un  seul 
axe  et  un  seul  angle  pour  déterminer  la  direction 
de  chaque  force ,  pourvu  que  l'on  fît  croître  cet 
angle  depuis  zéro  jusqu'à  400°.  C'est  pour  conserver 
l'analogie  avec  le  cas  général,  que  nous  continuerons 
de  faire  usage  des  deux  angles  et  et  €,  assujétis  à  ne 
pas  dépasser  200°  et  liés  entre  eux  par  cette  dernière 
équation. 
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10.  Si  toutes  les  forces  sont  parallèles  entre  elles  , 
on  peut  supposer  que  l'un  des  axes  leur  soit  aussi 
parallèle.  Alors  deux  des  angles  ol,  ë^y  deviennent 
droits;  supposant  donc  f=ioo°,  5/=:iOO%  l'équa- 
tion de  condition  se  réduit  à 

cos*.ct=  1  ; 
d'où  l'on  tire 

ctr=o,         OU     «=200°. 

'  De  cette  manière  ,  la  direction  d^une  force  serait 
donnée  en  disant  qu'elle  fait ,  avec  l'axe  un  angle 
nul  ou  un  angle  de  200^;  mais  dans  ce  cas  parti- 
culier, il  sera  plus  simple  de  déterminer  cette  direc- 
tion par  le  signe  de  la  force  ,  en  regardant  comme 
positives  les  forces  qui  agissent  dans  un  sens  ,  et 

comme  négatives,  celles  qui  agissent  dans  le  sens 
opposé. 

Au  reste ,  le  cas  des  forces  parallèles  sera  le  seul 
ou  nous  considérerons  des  forces  positives  et  des 
forces  négatives  :  dans  tous  les  autres  cas  ,  les  quan- 
tités qui  représenteront  les  forces  dans  le  calcul, 
seront  positives,  et  la  variation  de  signe  tombera 
sur  les  cosinus  des  angles  que  leurs  directions  font 
avec  les  axes  des  coordonnées. 
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STATIQUE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DE  L'ÉQUILIBRE  D'UN  POINT  MATÉRIEL. 

II.  JLjorsqu'uin'  point  matériel  est  soumis  à  Faction 
«imultanëe  de  plusieurs  forces  qui  agissent  sur  lui 
dans  des  directions  différentes  et  qui  ne  se  font  point 
équilibre,  il  est  évident  qu'il  doit  se  mouvoir  dans 
une  certaine  direction  ,  et  que  rien  n'empêche  d'at- 
tribuer le  mouvement  qu'il  prend  à  une  force  unique, 
agissant  sur  lui  dans  cette  direction.  Cette  force 
est  ce  qu^on  appelle  la  résultante  de  celles  qui  ont 
mis  le  corps  en  mouvement,  et  celles-ci  sont  nom- 
mées les  composantes  de  la  première.  La  propriété 
caractéristique  de  la  résultante  est  de  pouvoir  rem-^ 
placer  identiquement  les  composantes,  et  par  con- 
séquent, de  leur  faire  équilibre,  quand  on  l'applique 
au  point  matériel,  en  sens  contraire  de  sa  direction; 
car  alors  ce  point  est  dans  le  même  état  que 
s'il  était  sollicité  par  deux  forces  égales  et  directe- 
ment opposées.  Déterminer  en  grandeur  et  en  direc- 
tion, la  résultante  de  plusieurs  forces  données,  est 
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lin  point  fondamental  de  la  statique  dont  nous  allons 
d'abord  nous  occuper. 

12,  Si  toutes  les  composantes  sontdirige'es  suivant 
une  même  droite  et  suivant  son  prolongement,  la  ré- 
sultante sera  égale  à  la  somme  de  celles  qui  agissent 
dans  un  sens,  moins  la  somme  de  celles  qui  agissent 
en  sens  contraire;  elle  agira  dans  le  sens  de  la  plus 
grande  somme  :  quand  ces  deux  sommes  seront 
égales ,  elle  sera  nulle  et  les  forces  données  se  feront 
équilibre. 

Cette  proposition  est  une  conséquence  immédiate 
de  la  notion  que  nous  avons  donnée  plus  haut  (n**  4)^ 
du  rapport  numérique  des  forces. 

i5.  Lorsque  deux  forces  égales  agissent  sur  un 
même  point ,  suivant  des  directions  différentes,  il 
n'y  a  aucune  raison  pour  que  leur  résultante  se  rap- 
proche plus  de  l'une  que  de  l'autre;  elle  doit  donc 
couper  l'angle  compris  entre  leurs  directions,  en 
deux  parties  égales;  de  sorte  que  sa  direction  est 
connue,  et  qu'il  ne  s'agit  plus  que  de  déterminer  sa 
grandeur. 

Soit ,  pour  y  parvenir ,  jjiJ!  et  mB  (  {\g.  2  ) ,  les 
directions  des  composantes  dont  la  valeur  com- 
mune sera  représentée  par  P;  2X^  l'angle  AïiiB  ; 
mCy  la  direction  de  la  résultante  ;  de  manière  que 
AmC^=-BmCz=^x,  Son  intensité  ne  peut  dépendre 
que  des  quantités  P  et  .r ,  dont  elle  est  une  fonction 
inconnue  ;  désignant  donc  par  R  \^  valeur  de  la  ré^ 
sul tante,  nous  auj^ons 
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Dans  celte  équation,  i?  et  P  sont  les  senks  quan- 
tités dont  l'expression  numérique  varie  avec  l'unité 

de  force  que  l'on  choisit;  leur  rapport  -p  est  indé- 
pendant de  cette  unité;  d'où  l'on  peut  conclure  qu'il 
doit  être  une  simple  fonction  de  a?,  et,  par  consé- 
quent, que  la  fonction  y/  Py^  )  est  de  la  forme 
P  ,(fx.  Ainsi  l'on  a 

et  la  question  est  réduite  à  déterminer  îa  forme  de 
la  fonction  (px. 

Pour  cela^  je  mène  arbitrairement  par  le  point  niy 
les  quatre  lignes  m/4\  mA\  mB' ^  mB'  ;  je  suppose 
les  quatre  angles  A'mA^  A'mAy  B'iuB^  B''mBy  égaux 
entre  eux,  et  je  les  représente  par  z;  cela  fait,  je 
décompose  1^  force  P  dirigée  suivant  mA  ^  en  deux 
forces  égales  dirigées  suivant  mA'  et  mA' ^  c'est-à- 
dire,  que  je  regarde  cette  force  P  comme  la  résul- 
tante de  deux  forces  égales  dont  la  valeur  est  in-- 
connue,  et  qui  agissent  suivant  les  lignes  données 
tnA'  et  mA" .  En  désignant  par  Ç  ,  cette  valeur^ 
j'aurai 

car  il  doit  exister  entre  les  quantités  P^Q  et  z^  la 
même  relation  qu'entre  les  quantités  B^P  et  x.  Je 
décompose  de  même  la  force  P  dirigée  suivant  niBy 
en  deux  forces  Q  dirigées  suivant  mB'  et  mB^  ;  de 
cette  manière,  les  deux  forces  P  se  trouvent  rem- 
placées par  les  quatre  forces  Ç  :  la  résultante  de 
celles-ci  doit  donc  coïncider,  en  grandeur  et  en  di- 
rection ,  avec  la  force  B ,  résultante  des  forces  P, 
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Or^  en  appelant  Q'  la  résultante  des  deux  forces  Q 
dirigées  s'nivant  m^é^  et  mB\  et  observant  que 
A'mC=^B'mC=^x — 2,  cette  force  Ç'  sera  dirigée 
suivant  mCy  et  Ton  aura 

De  même  la  résultante  des  deux  autres  forces  Q  qui 
agissent  suivant  mA"  et  mB\  sera  dirigée  suivant 
mCy  puisque  cette  ligne  coupe  l'angle  A"mB"  en  deux 
J>arties  égales,  et  à  cause  de  A''7nCz=zB"mCz=:x-^Zy 
on  aura 

Q"  désignant  cette  résultante.  Les  deux  forces  Q  et 
Q'  étant  dirigées  suivant  la  même  ligne  mC y  leur 
résultante,  qui  est  aussi  celle  des  quatre  forces  Ç, 
sera  égale  à  leur  somme  ;  on  doit  donc  avoir 

mais  on  a  déjà  R=P*(px=Q.^z,(pœ  ;  substituant 
cette  valeur  de  B  et  celles  de  Q'  et  Q"y  et  suppri- 
mant ensuite  le  facteur  Ç,  commun  à  tous  les  termes 
de  Féquation ,  il  vient 

çx.çz^=(p(x — z)  -^-çÇx-^z). 

C'est  cette  équation  qu'il  nous  reste  a  résoudre 
pour  en  déduire  la  valeur  de  cpjc,  ou ,  ce  qui  revient 
au  même,  celle  de  (pz.  On  y  parvient  d'une  manière 
fort  simple ,  par  les  considérations  suivantes. 

14.  Développons  (pÇa: — z)  et  (p(x+:s),  suivant  les 
puissances  de  :3,  au  moyen  du  théorème  de  Taylor; 
substituons  ces  deux  séries  dans  notre  équation,  et 
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divisons  tous  ses  termes  par  (fjo^  nous  aurons 


çz- 


/         d^'.çx      z^       S.(px         ^^      _,  \ 


Or,  (pz  ne  devant  pas  contenir  ^,  il  faut  que  x 
n'entre  pas  dans  les  coefficiens. 

d'^.<px  d^.(px  ,   ' 

1 —         1 etc.  • 

çx.dx^'       çx,dx^*         *' 

il  faut  donc  que  toutes  ces  quantités  soient  cons- 
tantes y  c'est  -  à  -  dire,  indépendantes  des  variables 
X  et  z.  Soit  b  la  valeur  de  la  première;  on  aura 

^\  çx      , 
d'où  l'on  tire,  par  des  différentiations  répétées, 

dx^  dxf-    -^•?'^'      ^x.dx^~^  ' 

dx^  dx"-  '     '       çx.dx"^  ' 

etc.  ; 

et  par  conséquent 

ou  bien,  en  remplaçant  b  par  une  autre  constanfa 
—  «*j  ce  qui  est  permis, 

,.^.^x-_.+  __-«___+etc.). 

On  reconnaît  sans  peine  dans  la  série  comprise 
entre  les  parenthèses,  le  développement  de  cos.  az; 
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donc  (ps==2.cos.as^  et  en  mettant  x  h.  la  place  de  s^j 

ç>a?=i  2.  cos  ax-j 
d'où  il  résulte 

R  z=  9.P .  cosaoc. 

Pour  déterminer  la  quantité  a ,  qu'on  sait  être  in- 
dépendante de  JOy  j'observe  que  quand  j^==ioo'*^  les 
deux  forces  P  sont  directement  opposées  j  leur  ré-* 
sultante  R  est  donc  nulle  j  ainsi  l'on  doit  avoir 

COS.  (a.  100°)  =  o; 

ce  qui  exige  que  a  soit  un  nombre  entier  impair* 
Je  dis  de  plus  qu'on  a  a=:ï  •  car  si  l'on  avait  «>i, 
par  exemple  az=z5,  la  résultante  R  deviendrait  nulle 
pour  x=^^  ;  les  deux  forces  P  se  feraient  donc 
équilibre  sans  être  directement  opposées  |  ce  qui  est 
impossible.  On  aura  donc 

R:=2P.   COS.  X. 

Si  Ton  prend  sur  les  lignes  rn^  et  mB  des  parties 
égales  mk  et  mh  pour  représenter  les  forces  P; 
que  l'on  achève  ensuite  le  lozange  mkrhy  et  qu'on 
mène  la  seconde  diagonale  kh  qui  coupe  à  angle 
droit  la  première  au  point  n  y  on  aura 

mn  =:nr:=^  mk .  cos .  kmr  ; 
par  conséquent 

Tnrr=z  2 .  771.^ .  cos .  kmr  ; 

comparant  cette  équation  à  la  valeur  àe  R  ^  et  ob- 
servant qu«  kmr  =  Xy  on  en  conclut 

R\  P  \:  mr  :  mk; 

donc  la  résultante  R  des  deux  forces  P  est  repré- 
sentée 
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sentée  par  la  diagonale  mr  du  lozange  construit  sur 
les  lignes  mk  et  mh  qui  représentent  ces  forces. 

Il  nous  sera  aise  maintenant  d'étendre  ce  théorème 
à  deux  composantes  inégales,  en  commençant  par 
le  cas  où  leurs  directions  font  un  angle  droit. 

i5.  Soit  dans  ce  cas  mA  et  mB  (ûg,  5),  les  di- 
rections des  deux  forces  appliquées  au  point  ??i; 
supposons  que  ces  forces  sont  représentées  par  les 
lignes  mp  et  ^7^^,  prises  sur  leurs  directions  (n°  4); 
construisons  sur  ces  deux  lignes  ,  le  paraîlélo- 
gramme  rectangle  mprq y  et  menons  ses  deux  diago- 
nales mr  et  pq  qui  se  coupent  au  point  n  ;  par  le 
point  m  y  menons  aussi  la  ligne  pq\  parallèle  sl  pcj  ^ 
et  par  les  points/?  et  q  ,  les  droites  pp'  et  qq\  paral- 
lèles à  m?'  et  qui  rencontrent  la  ligne  p'q'  aux  points 
p'  et  q\  Les  deux  parallélogrammes  mnpp\  mnqQ^ 
sont  des  lozanges;  car  Fangle  pmq  étant  droit  et 
le  parallélogramme  mprq  étant  un  rectangle  par  hy- 
pothèse, il  s'ensuit  mr-=::pq  et  mn=zpn  =  qn^  et  par 
conséquent  mp' :=.  nui  y  mq  z^imn.  On  peut  donc  , 
d'après  le  théorème  précédent ,  regarder  la  force 
mp  ('^),  comme  la  résultante  de  deux  forces  égales 
mp'  et  mn  y  et  la  force  mq  ^  comme  la  résultante  de 
la  force  mq'  et  d'une  seconde  force  mn*,  donc  au  lieu 
des  deux  forces  données  mp  et  mq ^  nous  avons  les 
deux  forces  m/?' etm*^',  et  les  deux  forces  mn-,  les  deux 


(■*')  Par  force  mp,  on  entend  une  force  représentée  en 
grandeur  et  en  direction  par  la  ligne  mp.  C'est  une  expression 
abrégée  que  l'usage  a  consacrée. 
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premières  se  détruisent,  comme  étant  égales  et  di^ 
rectement  opposées,  tandis  que  les  deux  autres  s^ar 
ioutent  et  donnent  là  force  2.mn,  ou  mr;  il  s'ensuit 
donc  que  la  résultante  de  deux  forces  quelconques 
mp  et  r?iq y  dont  les  directions  font  un  angle  droit, 
€St  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  là 
>cliagonale  Jnr  du  rectangle  7?iprq  construit  sur  €es 
ÉbrceSo 

16.  Maintenant  supposons  que  les  directions  des 
lieux  composantes  fassent  un  angle  quelconque  AmB 
(fig.  4)>  6t  soient  toujours  mp  etmq  les  lignes  qui  re- 
présentent ces  forces.  Construisons  sur  cesdeuxlignes 
le  parallélogramme  mprq  ;  par  le  point  m ,  menons  la 
perpendiculaire  pqk  la  diagonale  mr;  abaissons  des 
points  p  et  q^  les  perpendiculaires  pp'  et  qq'  sur  pq'y 
'eïpp"  et  qq"  sur  nir;  nous  aurons  les  deux  rectangles 
vippp"  et  mqqq" y  dont  les  côtés  mp'  et  mq^  sont 
^gaux  comme  étant  les  hauteurs  de  deux  triangles 
égaux,  mpr  et  mqr;  et  en  vertu  du  dernier  théorème, 
la  force  mp  sera  la  résultante  des  forces  mp'  et  mp'^^ 
et  la  force  mq  sera  celle  des  forces  mq'  et  mq";  de 
sorte  que  nous  pouvons  substituer  les  quatre  forces 
mp  ymp\  mq\  mq"  y  aux  deux  forces  données  mp  et  mfj; 
lOVyinp  eXmq  se  détruisent,  puisqu'elles  sont  égales  et 
contraires;  mp"  et  /;z<^" s'ajoutent, parce  qu'elles  agissent 
suivant  îa  même  droite  ;  et  leur  somme  est  égale  à  la 
'diagonale  mr  y  car  il  est  aisé  de  voir  que  mq"  =:p"r-^ 
bar  conséquent  mr  est  la  résultante  des  deux  forces 
tfip  "et  mq, 

C-oacluons  donc  que  la  résuïlanie  de  deux  force 
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quelconques  y  appliquées  en  un  même  point  etrepré-^ 
sentées  par  des  lignes  pjùses  sur  leurs  directions  a 
partir  de  ce  point  ,  est  représentée  en  grandeur  et  eu, 
direction,  par  la  diagonale  du  parallélogramme  cons-^ 
fruit  sur  ces  forces . 

17.  Au  moyen  de  ce  théôrèiiie  ,  toutes  les  crues- 
lions  qu'on  peut  proposer  sur  Ibl composition  de  deux 
forces  en  une  seule,  et  sur  la  décomposition  d'une 
force  en  deux  autres,  sont  ramenées  à  la  résolution 
d'un  triangle.  En  effet ,  la  résultante  et  les  deux 
composantes  sont  représentées  par  les  trois  côtés 
mr  y  mp  et  pr  du  triangle  mpr-,  les  angles  de  ce 
triangle  sont  les  angles  compris  entre  la  résultante 
€t  les  composantes  ,  et  le  supplément  de  l'angle 
compris  entre  les  deux  composantes;  il  s'ensuit  donc 
que  trois  de  ces  six  choses,  les  trois  forces  et  les 
trois  angles  compris  entre  leurs  directions  ,  étant 
données^  on  trouvera  les  trois  autres  en  résolvant  le 
triangle  mpr\  ce  qui  suppose  ime  force  au  moins  au 
nombre  des  données. Par  exemple,  soient  Pet  Q\qs 
valeurs  des  deux  composantes ,  ni  l'angle  compris 
entre  leurs  directions;  on  demande  leur  résultante 
et  l'angle  qu'elle  fait  avec  la  force  P.  On  trouvera 
d^abord  cette  équation 

qui  fera  connaître  la  résultante  i?;  et  appelant  oc 
l'angle  demandé ,  on  aura  pour  le  déterminer^  cettQ 
proportion 

/i  :   ()  :  :  sin .  771  :  sin .  or, 

18.  Si  l'équilibre  a  lieu  entre  trois  forces  P,  Ç,  S 

2. . 
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appliquées  au  point  m  (fig.  5)^  suivant  les  directions 
mpf  77iq,  nîSy  il  faut  que  l'une  quelconque  des  trois 
soit  égale  et  directement  opposée  à  la  résultante 
des  deux  autres  ;  et  comme  cette  résultante  est  com- 
prise dans  le  plan  de  ces  deux  forces,  il  s'ensuit 
d'abord  que  les  trois  forces  doivent  être  dans  un 
même  plan.  Soit  ??zr  le  prolongement  àQins;  la  résul- 
tante RàeP  et  Q  sera  dirigée  suivant  /?2/',  et  l'on  aura 
Pl=  s.  Mais  d'après  le  n°  précédent,  on  a^  en  compa- 
rant cette  résultante  à  chacune  de  ses  composantes  ^ 

R  l  Q  II  sin.pm^  l  sin, pmr, 

R  l  P  II  sin.pmq  l  sïn.qmri 
de  plus, 

sin  .pmr  ■=■  sin  \pTns ,      sin .  qinr  2=  sm*qms  ^ 
on  aura  donc 

Si  Q  l  P  II  sin.pmq  l  sin,pms  l  sin. qms; 

résultat  qui  nous  montre  que  quand  trois  forces  s& 
font  équilibre  autour  d'un  même  point ,  chacune  d^  elles 
■peut  être  représentée  par  le  sinus  de  V angle  compris 
entre  les  directions  des  deux  autres. 

19.  La  résultante  de  deux  forces  étant  connue, 
il  est  aisé  d'en  déduire  celle  d'un  nombre  quelconque 
de  forces  appliquées  à  un  même  point,  et  situées 
ou  non  situées  dans  un  même  plan  :  on  prendra 
d'abord  la  résultante  de  deux  de  ces  forces,  ensuite  on 
composera  cette  résultante  avec  une  troisième  force, 
puis  cette  seconde  résultante  avec  une  quatrième 
force;  on  continuera  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuisé 
toutes  les  forces  données  :  la  dernière  résultante  que 
l'on  obtiendra,  sera  celle  de  toutes  ces  forces.  Gctt@ 
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règle  donne  lieu  à  une  construction   géométrique 
qui  mérite  d'être  remarquée. 

Représentons  les  forces  données  par  des  lignes 
mA y  mA'j  mA"^  mA"',  etc.,  prises  sur  leurs  direc- 
tions à  partir  du  point  d'application,  qui  est  ici 
le  point77z(fig.  6).  Par  le  point  ^^  menons  une  ligne 
AB  égale  et  parallèle  à  mA^  ;  par  le  point  By  menons 
«ne  ligne  BC^  égale  et  parallèle  a  mA";  par  le  point 
Cy  menons  de  même  une  ligne  CD  y  égale  et  pa- 
rallèle  à  mA"';  et  ainsi  de  suite.  Nous  formerons 
de  cette  manière  une  portion  de  polygone  dont  le 
nombre  de  côtés  sera  égal  à  celui  des  forces  données  t 
en  joignant  l'extrémité  de  son  dernier  côté  et  le 
point  m  par  une  droite,  cette  ligne  représentera  en; 
grandeur  et  en  direction  la  résultante  cherchée. 

En  effet  la  ligne  inB  exprime  la  résultante  des 
forces  jTiA  et  mA'  ;  la  ligne  mC  représente  celle  des^ 
forces  mB  et  m  A"  y  ou  des  trois  forces  mAy  m  A'  et 
mA" ;  la  ligne  77zZ^  représente  la  résultante  des  forces 
mC  et  mA"'y  ou  celle  des  quatre  forces  mAy  mA^\ 
m  A"  y  mA'";  et  ainsi  de  suite.  L'ordre  dans  lequel  on 
prend  les  forces  est  absolument  indifférent;  on 
pourra  former,  en  changeant  cet  ordre,  différent 
polygones  ;  mais  la  ligne  qui  joint  l'extrémité  du 
dernier  côté  au  point  m ,  sera  la  même  en  grandeur 
et  en  direction  dans  tous  ces  polygones. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  forces  données 
sont  au  nombre  de  trois,  non  situées  dans  un  même 
plan ,  la  résultante  est  en  grandeur  et  en  direction  , 
la  diagonale  du  parallélépipède  construit  sur  ces  trois 
forces,  comme  côtés  adjacens.  Ainsi,  par  exemple. 
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il  est  aisé  de  voir  que  la  ligne  mC ^  qui  représenta 
la  résultante  des  trois  forces  mA  ^  mA\  inA" ^  est  la 
diagonale  du  parallélépipède  que  l'on  construirait eri 
prenant  ces  trois  lignes  pour  cotés  adjacens. 

20.  Cette  construction  est  peu  propre  à  donner 
3a  valeur  de  la  résultante  d'un  nombre  quelconque 
de  forces,  et  les  valeurs  des  angles  qui  déterminent 
sa  direction,  en  fonction  de  cesniêmes  forces;  mais 
on  y  parvient  très-simplement,  en  considérant  en 
particulier  le  cas  de  ti^ois  forces  rectangulaires, 
auquel  on  peut  ramener  tous  les  autres^  comme 
310US  le  ferons  voir  ensuite. 

Soient  X,K,Z,  les  trois  composantes;  iZ,  leur 
résultante;  a,è,c,*les  trois  angles  que  fait  la  direc- 
tion de  la  force  it,  avec  celles  des  forces  X,F,Ze 
D'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  i?  est  la  diagonale 
du  parallélépipède  dont  X^Y^Z  sont  les  trois  côtés; 
or,  ce  parallélépipède  étant  rectangle^  il  s'ensuit  qu'on 
aura 

i?^  r=  X^  4-  F^,  +  Z-^  (î) 

Il  s'ensuit  aussi  que  si  l'on  joint  l'extrémité  de  la 
diagonale i?, à  celles  des  trois  cotés  X^Y^X^  on  forr- 
niera  trois  triaiigles  rectangles  dont  i?  sera  rhypor» 
thénuse  conniiune;  d'oii  l'on  conclura 

A'=/i  cos.a,     F=:H.cos.Z>,     Z=3  7?.cos.c;       (2) 

équations  qui  s'accordent  avec  la  précédente  ,  a 
cause  que  a,  Z»,  c  sont  liés  entre  eux  (n°  8)  par  Gçllê 
équation  de  condition 
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Lorsque  les  composantes  X^Y ^Z  seront  données,, 
Fëquation  (i)  fera  connaître  la  valeur  de  la  résul- 
tante ,  et  les  équations  (2)  en  détermineront  la  di- 
rection,  au  moyen  des  angles  a^h^c.  Si,  au  con-- 
traire,  la  force  R  est  donnée,  et  qu'il  s'agisse  de  la 
décomposer  en  trois  forces  rectangulaires  X,Y^7j  ^ 
qui  fassent  avec  elle  des  angles  donnés  a,h^c ^  les 
valeurs  des  forces  demandées  seront  immédiatement 
déterminées  par  les  équations  (2). 

Si  l'une  des  composantes,  par  exemple,  la  force  X^ 
est  nulle,  i?  n'est  plus  la  résultante  que  des  deux 
forces  X  et  Y -^  elle  est  comprise  dans  leur  plan  ^ 
et  sa  direction  dépend  seulement  des  deux  angles 
/^  et  h.  Ces  anfifles  et  la  valeur  de  i?  sont  alors  déter- 
minés  par  ces  équations 

K^r~X^-hr%      /i.COS.G==X,      R.ZO^.h—Y, 

qui  se  déduisent  des  précédentes  en  y  faisant  Z===:o..^ 
c  =  100%  et  que  l'on  peut  aussi  obtenir  direc-^, 
tement  par  la  considération  du  parallélogramme  reç-, 
tangle  dont  Xet  Y  sont  les  côtés  et  i?  la  diagonalcc 

21.  Supposons  actuellement  que  m  (  fig.  i  )  soifc. 
le  point  d'application  d'un  nombre  quelconque  da 
forces  données  en  grandeur,  et  en  directian.  Repré-, 
sentons  ces  forces  par  P,  P' ^  P\  etc.  ;  et,  pour  fîxen 
les  idées ,  supposons  que  la  ligne  mD  soit  la  direc- 
tion de  la  force  P  :  les  directions  des  autres  forceS; 
sont  inutiles  à  indiquer  dans  la  figure.  Soient  ct^  èy  y^ 
les  angles  que  fait  la  direction  mD  avec  les  axes  rec-  ' 
tangulaires  mA^  mB,  mC ;  désignons  de  même  par 
o! ^^\y\  les  angles -que  fait  la  force  P-  avec  ces  axes^,. 
par  oL^S^^y''^  ceux  qui  se  rapportent  à  la  force  P'^  etç^ 
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Tous  ces  angles  sont  donnés  et  doivent  s'étendre 
depuis  zéro  jusqu'à  :200°  inclusiveinent  (n°  6),  afin 
que  les  forces  P^  P'^  P"^  etc.  puissent  avoir  toutes  les 
positions  possibles  autour  du  point  m. 

Décomposons  chacune  de  ces  forces  en  trois 
autres  dirigées  suivant  les  axes  mA  y  mB ,  inC  : 
P. COS. ^5  P.cos.ê  ,  P. COS. 5/,  seront  les  com- 
posantes de  P;  P\cos,ct\  P'.cos.ê',  P'.cos.y^ 
seroat  celles  de  P'^  etc,  Ces  composantes  agi- 
ront suivant  les  axes  ou  suivant  leurs  prolonge- 
mens  y  selon  qu  elles  seront  positives  ou  négatives. 
Par  exemple,  la  direction  mD  tombant  au-dessus  du 
plan  j4mB^  la  composante  P .  cos .  y  de  la  force Ptend 
à  élever  le  poiot  m  y  c'est-à-dire,  qu'elle  agit  suivant 
l'axe  jnC'^  et,  dans  ce  cas,  P.cos.^^  est  une  quantité 
positive,  puisqu'on  a  }  <^ioo°.  Au  contraire,  si  cette 
direction  tombait  au-dessous  de  ce  plan ,  on  aurait 
alors  ^^loo*;  la  composante  P. cos. ^  serait  néga- 
tive ,  et  en  même  tems  elle  tendrait  à  abaisser  le 
point  m  y  c'est-à-dire,  qu'elle  agirait  suivant  le  pro- 
longement mO  de  l'axe  mC,  En  ayant  donc  égard  aux 
signes  des  composantes,  on  voit,  d'après  ce  qui  a 
été  dit  dans  le  n°  12,  que  toutes  les  forces  dirigées 
suivant  un  même  axe  et  son  prolongement,  se  ré- 
duisent à  une  seule,  égale  à  leur  somme. 

De  cette  manière,  les  forces  données  P,  P',  P^,  etc. 
sont  remplacées  par  trois  forces  rectangulaires;  et 
en  désignant  celles-ci  par  X,   F,  Z,  on  aura 

X.=  /'.cos.««-f-P'.cos.^'-}-P".cos.a"4-€tc., 
r=P. COS. C  +  P'. COS. C''  -f-P\cos.r  +etc., 
Z=:P.ccs.p/-|-F.cos.y-f-  P".cos.>"-|-  etc. 
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Ces  valeurs  de  X,  F,Z  pourront  être  positives  ou 
négatives,  et  leurs  signes  désigneront  le  sens  dans 
lequel  ces  forces  agissent  :  si  la  force  X  est  posi- 
tive, c'est  qu'elle  agit  suivant  l'axe  mj4  ^  ou  dans  le 
sens  des  composantes  P .  cos  .ctyP\  cos .  a'_,  etc.  qui 
sont  positives;  si  elle  est  négative,  il  en  faut  con- 
clure que  la  force  X  agit  suivant  le  prolongement 
de  m^ y  ou  dans  le  sens  des  composantes  négatives; 
et  de  même  pour  les  forces  V  et  Z. 

Cela  posé,  soit  R  la  résultante  de  toutes  les  forces 
PyF\P"y  etc.,  ou  des  trois  forces  X^VyZ;  soient 
aussi  a^byCy  les  angles  que  sa  direction  inconnue  fait 
avec  les  axes  /?^^,  mBj  mC^  nous  aurons,  d'après 
le  numéro  précédent, 

X  ,        Y  Z 

cos,a:=  ^  j         cos, o=z  —,         cos.c=:  — . 
ri  ix  J\ 

Au  moyen  de  ces  valeurs,  la  grandeur  et  la  di- 
rection de  la  résultante  sont  complètement  déter- 
minées. En  construisant  cette  direction,  comme  il 
a  été  dit  précédemment  (  n°  5)^  il  faudra  faire  at- 
tention aux  signes  de  cos.^,  cos.Z»,  cos.c^  qui 
décideront  si  les  angles  a,  b,  c  sont  aigus  ou 
Gbtus.  Comme  la  force  B.  est  une  quantité  positive, 
ces  cosinus  seront  respectivement  de  même  signe 
que  XyVyZ. 

,-22.  Pour  que  les  forces  P^,  P'^  P"^^  etc.  ,  soient 
eu  équilibre,  il  suffit  que  leur  résultante  soit  nulle; 
mais  l'équation 
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ne  peut  avoir  lieu ,  à  moins  qu'on  n'ait  séparément 

x=o,   y—o,   z  =  o, 

4i'est-à-dire , 

P  .CQS.  a. r-^-  P\  COS.  ct^ -^  P".  COS.  et" -\- etc.  ■=:0,     \ 

P.cos.e+P'.cos.C'-f-P".cos.r -}-etc.=:o,    [(5) 
P.cos.>'4-P'.cos.^'-j-P".cos.y-f  etc.  =  o.    J 

Telles  sont  les  équations  d'équilibre  d'un  système 
de  forces  quelconques,  appliquées  à  un  même  point 
que  l'on  suppose  entièrement  libre.  Dans  un  pareil 
système,  l'une  des  forces  doit  être  éfifale  et  directe- 
ment  opposée  à  la  résultante  de  toutes  les  autres  y 
e'€st  en  effet  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier  de  cette 
manière  : 

Soit  R'  la  résultante  des  forces  P'j>  P^j,  etc.  ;  d^  />V  > 
les  angles  qu'elle  fait  avec  les  axes  auxquels  on  rap- 
porte lejs  directions  de  ces  forces;  et  faisons,  pour 
abréger, 

X  z=  P'.cos.a'  +  P". COS. Ci"  -f  etc. , 
r=P'.cos.r+P".cos.r  -f  etc., 
Z'=  P'.cos.y  "f-  P'.cos.y" -f  etc.  • 

îîous  aurons,  d'après  le  numéro  précédent,^ 

X'=R\cos.a,     r=zR\cos.b\     Z' =  Fx  .cos.c' -,  ' 

et  par  conséquent ,  en  vertu  des  équations  d  équi-^ 

libr^_, 

P.  COS.  et  =  —  K  .cos.a\ 

P.cos.C  =- —  R\cos,b\ 

P.cos.y=z  —  R\cos.c. 

En  ajoutant  les  carrés  de  ces  équations,  il  vient 
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à  cause  que  (n°  8) 

cos^flt4-cos^^-|-co3^>'=M  ,      cos^a'+cos^è'+cos''■.c  =ii 

On  aura  donc  Pz^dniR  ;  mais  comme  ces  forces 
doivent  être  toutes  deux  des  quantités  positives,  il 
feut  qu'on  ait  F=^R.  Les  équations  précédentes  se 
réduisent  alors  à 

CGS.ctrr=' — COS.  a',    COS.  Cm COg.è'',   COS,  ^  ==  "— '  COS.  c' * 

d.'oii  l'on  conclut 

«6  =  200°  —  a' f       C  :=.  0.00° -r- h^ i     5/ ==200° — Cy 

or,  les  supplémens  des  trois  angles  a^  U ^  Cj  répon-^ 
dent  (n*'  7)  à  une  force  dont  la  direction  coïncide 
avec  le  prolongement  de  celle  de  R ;  il  s'ensuit  donc, 
que  la  force  P  est  égale  et  directement  opposée,  à 
la  résultante  R. 

25.  Si  le  point  772  auquel  sont  appliquées  les  forces 
Py  P/  P"^  etc.,  est  assujéti  à  rester  sur  une  surface 
donnée,  il  ne  sera  plus  nécessaire  pour  l'équilibre^ 
que  la  résultante  de  ces  forces  soit  nulle  ;  il  suffira 
qu'elle  soit  noi^male  à  la  surface,  afin  que  le  point  m 
ne  puisse  glisser,  dans  aucun  sens,  sur  cette  surface J 
La  force  normale  sera  détruite  par  la  résistance  de 
la  surface  ;  par  conséquent  cette  résistance  équi-* 
vaudra  à  une  force  égale  et  contraire  à  la  force  dé- 
truite. On  conçoit  donc  que  l'on  peut  faire  abstrac-. 
tion  de  la  surface  donnée,  et  considérer  le  point 
matériel  comme  libre,  pourvu  que  l'on  ajoute  aux; 
forces  P^  P'j  P"^  etc.^  qui  agissent  sur  ce  point  ^  uîiâ 


^S  TRAITÉ  DE  MÉGANIQUE. 

nouvelle  force  de  grandeur  inconnue,  et  perpendi-* 

culaire  à  la  surface  donnée. 

Soit  N^  cette  force  ;  £,  «',  g",  les  angles  qu  elle  fait 
^vec  les  axes  niA^  mBj,  mC;  chacune  des  équations 
fi'équilibre  qu'on  vient  de  trouver  sera  augmentée 
4'un  nouveau  terme;  de  sorte  qu'elles  deviendront 

iV.  COS.£  +  P.  COS.  fit -f-P'.  COS.  et'  -}-  etc.=  O,      "J 

i\^cos.£'-fP.cos.C  +  P'.cos.^'4-etc.  =  o,     >  (4) 
iV.cos.g"4-P«cos.^+  P'.  COS. y  +  etc.  r=  o.     J 

Les  valeurs  de  cos .  e,  cos .  £',  cos .  é' se  déduiront  de 
l'équation  de  la  surface  :  en  la  désignant  par  Z  =:  o  ; 
par  X,  y  y  z  les  coordonnées  du  point  771^  rapportées 
à  des  axes  parallèles  a  771 A ^  ttiB^  mC^  on  aura,  d'après 
les  formules  connues, 

^_.  -  cLLi  I        __,     (tLi  I,        — -    ClLi 

COS.S=/^.    -7-,         C0S.g=/^.    -7-,         C0S.£'  =  A^.  -7-, 

dx  dy'  dz, 

«n  faisant ,  pour  abréger  , 


L'un  de  ces  deux  signes  se  rapporte  à  la  partie  de 
la  normale  qui  tombe  dans  la  concavité  de  la  sur- 
face, et  l'autre  est  relatif  à  la  partie  de  cette  droite 
qui  tombe  hors  de  la  concavité.  Comme  on  ne  sait 
pas  d'avance  le  sens  dans  lequel  la  force  N  exerce 
son  action.,  on  ne  peut  pas  décider  lequel  de  ces 
deux  signes  on  doit  employer;  mais  si  l'on  substitue 
ces  valeurs  de  cos.g,  cos.e',  cos.e"  dans  les  équa- 
tions (4),  et  que  l'on  élimine  e^tre  elles,rinconnue  iV, 
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îl  est  évident  que  la  quantité  F  s'en  ira  en  même 
tems  :  il  restera  deux  équations  de  condition  qui  se-» 
rontles  équations  d'équilibre  des  forces  P^P'^P^^qIc^ 
Si  la  position  du  point  ?n  n'était  pas  donnée  sur 
la  surface 5  que  l'on  demandât,  au  contraire,  où  ce 
point  doit  être  placé  sur  cette  surface  pour  s'y  tenir 
en  équilibre  sous  l'action  des  forces  P^P'^P"^  etc.  : 
les  deux  équations  de  condition,  résultant  de  l'éli- 
mination de  N j  jointes  à  Téquation  Z=o,  déter-î 
mineraient  les  trois  coordonnées  du  point  cherché. 

24«  Lorsque  le  point  m  sera  seulement  posé  sur 
la  surface,  il  ne  suffira  plus  que  les  deux  équa- 
tions d'équilibre  soient  satisfaites  par  les  forces 
Py  P' y  P" y  etc. ,  ou  par  les  coordonnées  de  ce  point 
matériel  :  il  faudra  encore  que  la  direction  de  la  ré- 
sultante de  ces  forces  soit  telle  qu'elle  appuie  le 
point  sur  la  surface  donnée,  à  laquelle  elle  est  nor-' 
maie;  or,  cette  résultante  étant  égale  et  contraire  à 
la  force  /v^  (  n°  25  ),  on  s'assurera  que  cette  con** 
dition  est  remplie^  en  cherchant  le  sens  dans  lequel 
cette  dernière  force  agit. 

Pour  cela  ,  supposons  que  l'axe  mA  auquel  Se 
rapportent  les  angles  6,  a,  a',  c/,  etc. ,  coïncide  avec 
là  partie  de  la  normale  qui  tombe  dans  la  concavité 
de  !:>  sur&ce.  Les  deux  autres  axes  mB  et  mC  seront 
din'  3S  daus  le  plan  tangent;  nous  aurons  €'=ioo% 
ê'^^tzi  s  oo°  :  i'a  igle  Ê  sera  nul  ou  égal  à  200°,  selon  que 
la  force  inconnue  N  agira  suivant  cette  partie  de  la 
normale ,   ou   en  sens   contraire.    Ainsi  Ton  aura 
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G6s.62=dzi  5  le  signe  supérieur  ayant  lieu  dans  le 
premier  cas^  et  l'inférieur^  dans  le  second.  Les 
équations  (4)  deviendront  donc 

d:  A^-j-P.cos.^t  +  P'.cos.fifc'  +  etc.  =  o, 
P .  cos . ^  +  P' .  cos . é' 4- etc.  =  o ^ 
P, COS. y-j-P^ COS. y -^  etc.  =z  o. 

Lès  deux  dernières,  dans  lesquelles  n'entre  plus 
l'inconnue  iV^  sont  les  équations  d'équilibre.  Elles  ex- 
ipriment  que  les  composantes  des  forces  P^P^^JPf^  etc. , 
dirigées  dans  le  plan  tangent  à  la  surface  donnée,  se 
détruisent  entre  elles,  indépendamment  dés  com- 
posantes normales  ;  ce  qui  est ,  en  effet ,  la  condi- 
tion nécessaire  pour  que  le  point  d^applicatiori  ne 
puisse  pas  glisser  sur  la  surface  donnée. 

La  première  déterminera  la  valeur  de  iV^,  et  fera 
en  même  tems  connaître  le  sens  dans  lequel  cette 
force  agit.  En  efîet,  le  signe  de  chacune  des  com^ 
posantes  P.cos.^,  P'.cos.à',  etc.  est  déterminé* 
celui  de  leur  somme  l'est  donc  aussi  ;  or  la  valeur 
de  JV  devant  être  une  quantité  positive,  il  faut  qu'elle 
soit  précédée,  dans  cette  première  équation,  d'un 
signe  contraire  à  celui  de  cette  somme  ;  d'où  il  suit 
que  la  force  iV  agira  suivant  la  partie  de  la  normale 
qui  tombe  dans  la  concavité  de  la  surface  donnée, 
quand  la  somme  des  composantes  normales  sera  né- 
gative ,  et  suivant  l'autre  partie,  quand  cette  somme 
sera  positive  ;  car,  dans  le  premier  cas,  JY  devra 
être  précédée  du  signe  +  ,  ce  qui  exige  qu'on  ait 
Cos.g  =  -f- 1  ^  et  dans  le  second  cas,  JV  devra  être 
précédée  du  signe  — ^ce  qui  suppose  cos. £;==;;— i* 
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Dans  Fim  et  l'autre  cas,  elle  sera  égale  à  cette  somme> 
abstraction  faite  du  signe. 

La  résultante  des  forces  P^  P' ^  P\  etc.  ,  qui  est 
égale  à  la  force  N,  sera  donc  égale  à  la  somme  des 
composantes  normales  qui  agissent  dans  un  sens , 
moins  la  somme  de  celles  qui  agissent  en  sens  con^ 
traire  ;  et  elle  agira  dans  le  sens  de  la  plus  grande 
somme  :  résultat  évident  en  lui-même ,  puisque  \^^ 
composantes  dirigées  dans  le  plan  tangent  se  dé- 
truisent entre  elles. 

Cette  résultante  est  la  mesure  de  la  pression  que 
supporte  la  surface  donnée.  Si  le  point  matériel  sur 
lequel  elle  agit  est  placé  dans  la  concavité  de  la  sur- 
face, il  faudra  que  cette  pression  s'exerce  de  dedans 
en  dehors  ;  s'il  est  posé  sur  la  convexité^  la  surface 
devra  être  pressée  de  dehors  en  dedans. 

25.  Supposons  maintenant  le  point  matériel  sur 
lequel  agissent  les  forces  P,  P\  P" ^  etc.  ,  assujéti  à 
rester  sur  deux  surfaces  données,  ou  sur  leur  courbe 
d'intersection.  Il  suffira  pour  l'équilibre,  que  la  résul- 
tante de  ces  forces  puisse  se  décomposer  en  deux 
forces  perpendiculaires  aux  surfaces  données,  et  qui 
seront  détruites  parleur  résistance.  En  ajoutant  donc 
aux  forces  Pj  P",  P\  etc.,  deuxnouvelles  forces  nor- 
males à  ces  surfaces ,  mais  inconnues  en  grandeur, 
on  pourra  faire  abstraction  des  surfaces,  et  consi- 
dérer le  point  matériel  comme  libre. 

N  et  W  étant  ces  nouvelles  forces;  g,  g',  î! ^  les 
^angles  qui  déterminent  la  direction  de  N^  par  rap- 
|)ort  aux  axe§  mA^  mB^  mCi  o^  çp'^  (p\  ceux  qui  dé- 
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terminent  la  direction  de  N  par  rapport  aux  mêmes 
axes;  les  équations  (5)  du  n*'  17  deviendront 

A^cos.ê  +  iV'. COS. <p-|-P. COS. c6-|-P'. COS. c6'-|- etc.  ==0,  -j 
À^cos./-f.A''.cos.(p'+P.cos.^-f.P'.cos.C'-f  etc.  =  o,   [  (5) 
iV.cos.g"-f-iV"^cos.(?)''+jP.cos.>+P'.cos.y4.etc.  =  o.   i 

D'ailleurs,  en  représentant  par  Z=o,  Z'=:o,  les 
équations  des  deux  surfaces  données  ;  par  oc  ^  y,  s  , 
les  coordonnées  du  point  m,  rapportées  à  des  axes 
parallèles  à  mA^  mBy  mC ^  on  aura 

-^  dh  f       -^    dL  „       ^^    dLt 

€OS.g=  A^.  -j— .         COS.è  =:/^.  ~^-,         COS.è   =/^.    -r-    ; 

ax  dy  dz 

en  faisant,  pour  abréger. 


SuLstltuant  ces  valeurs  dans  les  trois  équations 
précédentes  ,  et  éliminant  ensuite  N  et  W  entre 
elles ,  ce  qui  fera  aussi  disparaître  K  et  V\  on  aura 
l'équation  d'équilibre,  à  laquelle  devront  satisfaii-e 
les  forces  P,  P\  P\  etc.  ;  ou  bien ,  si  la  position 
de  leur  point  d'application  n'est  pas  donnée  sur  l'in- 
tersection des  deux  surfaces,  cette  équation  de  con- 
dition et  les  équations  de  ces  surfaces  détermineroitt 
les  coordonnées  de  ce  point. 

a6. 
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^ô.  On  oLtient  immédiatement  l'ëquation  d'équi- 
libre des  forces  P,  P',  P"y  etc. ,  en  prenant  les 
«xes  ?nB  et  niC ^  auxquels  se  rapportent  les  angles 
e\  (p\  èy  S^y  etc.  ;  ê'',  ç",  y^  y,  e*c.,  dans  le  plan 
des  normales  aux  deux  surfaces  données.  Le  troi- 
sième axe  mA  tombe  alors  sur  la  tangente  à  la 
courbe  d'intersection  ;  il  est  donc  perpendiculaire 
aux  forces  normales  N  et  W;  de  sorte  qu'on  a 
6=  loo*,  (p  =  100%  et  par  conséquent 

P  .  COS  .CL  -\-  P\  COS.  cl'  +  etc.  rrr  O  , 

pour  l'équation  d'équilibre  demandée. 

Celte  équation  exprime  que  la  somme  des  com- 
posantes des  forces  P,  P' ^  P\  etc. ,  tangentes  à  l'in- 
tersection des  surfaces  données ,  est  égale  à  zéro  ; 
ce  qui  est  en  effet  la  condition  nécessaire  pour  que 
le  point  m  ne  puisse  pas  glisser  sur  cette  courbe. 
Après  s^étre  assuré  qu'elle  est  remplie,  on  déter- 
minera les  valeurs  des  forces  N  et  N\  et  le  sens 
dans  lequel  elles  agissent ,  au  moyen  des  deux  der- 
nières des  équations  (5).  Si  l'on  prend  ensuite  des 
forces  égaies  et  contraires  à  N  et  N\  et  qu'on  les 
réduise  en  uneseule^  parla  règle  du  parallélogramme 
des  forces  (  n°  i6),  celle-ci  sera  la  résultante  des 
forces  Py  P' y  P" y  etc. ,  et  la  mesure  de  la  pression 
qui  s'exerce  sur  la  courbe  donnée,  à  laquelle  ell€ 
est  pei'pendiculaire. 


^  '  5 
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CHAPITRE  n. 

DE  L'ÉQUILIBRE  D'UN  CORPS  SOLIDE. 

27.  \jE  qui  précède  renferme  toute  la  statique  d'un 
point  matériel.  Nous  allons,  dans  ce  chapitre,  cher- 
cher les  conditions  d'équilibre  d'un  système  de  points 
liés  entre  eux  d'une  manière  invariable,  et  soumis  à 
l'action  de  forces  quelconques.  Mais  pour  procéder 
Au  plus  simple  au  plus  composé,  nous  examinerons 
d'abord  deux  cas  particuliers;  celui  où  les  forces 
données  sont  toutes  parallèles  entre  elles,  et  celui 
où  elles  sont  toutes  dirigées  dans  un  même  plan. 
Nous  ferons  voir  ensuite  que  le  cas  général  peut 
toujours  se  ramener  à  ces  deux  systèmes  de  forces. 

^.  I.   Composition  et  Équilibre  des  Jbrces parallèles,' 

^8.  Maintenant  que  nous  allons  considérer  des 
forces  agissant  sur  différens  points ,  nous  aurons 
souvent  besoin  de  déplacer  les  points  d'applicatioa 
d'une  ou  de  plusieurs  de  ces  forces.  Or,  on  ne  change 
rien  à  l'action  d'une  force  en  transportant  son  point 
d'application  en  un  point  quelconque  de  sa  direc- 
tion, pourvu  que  ce  second  point  soit  censé  attaché 
au  premier  par  une  droite  inflexible ,  et  que  l'in- 
tensité et  la  direction  de  la  force  soient  restées  les 
mêmes.  Ainsi,  par  exemple,  si  une  force  donnée  F 
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agît  au  point  m  ,  suivant  la  direction  inA  (  fîg.  y  )^t 
on  peut  lui  substituer  une  force  e'gale  et  de  même 
direction,  applique'e  au  point  ni  que  je  prends  au 
hasard  sur  la  ligne  inA y  et  que  je  suppose  lié  au 
point /w  par  la  droite  inflexible  mm\  En  effet,  il  est 
permis  d'appliquer  au  point  m\  deux  forces  égales 
entre  elles  et  agissant  en  sens  contraire,  savoir, 
l'une  dans  la  direction  mm^  et  l'autre  dans  la  di- 
rection m  A  ;  car  ces  deux  forces  se  détruisent  im- 
médiatement ,   et  le  système  dont  la  force  P  fait 
partie  reste  le  même  qu'auparavant;  mais  si  Ton 
suppose  de  plus  que  chacune  des  forces  ajoutées 
est  égale  à  la  force  P,  il  arrivera  que  la  force  ajoutée 
qui  agit  au  point  m  suivant  la  direction  niuiy  détruira 
la  force  donnée  qui  agit  au  point  m  dans  la  direc- 
tion înm'  y  puisque  ces  deux  forces  égales  agissent 
en  sens  contraires  aux  extrémités  d'une    droite   in- 
flexible ;  il  restera  donc  l'autre  force  ajoutée^  agis- 
sant au  point  /?z'  suivant  la   direction  niA^  et  qui 
peut  être  considérée  comme  étant  la  force  donnée  jP 
dont  on  a  transporté  le  point  d'application  de  m 
en  m'  sans   changer  sa  direction.  Nous  avons  sup- 
posé que  le  point  ni    était  pris  sur  la  ligne  m  A  ;  il 
pourrait  se  trouver  sur  son  prolongement ,  comme 
le  pointa,  par  exemple,   et  Ton  prouverait,  par 
un  raisonnement  semblable  ,   qu'il   est  permis  d'y 
transporter  le  point  d'application  de  la  force  P  :  la 
direction  de  cette  force  serait  alors  la  ligne  KA. 

Dans  un  grand  nombre  de  cas ,  les  forces  agissent 
sur  les  corps  qu'elles  mettent  en  mouvement  ou 
qu'elles  tendent  k  mouvoir^  soit  en  les  tirant  par  1@ 
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moyen  d'un  fil  qui  leur  est  attaclié,  soit  en  te§ 
poussant  par  Tintermecliaire  d'une  droite  inflexible j 
appuyée  sur  leur  surface  ;  ce  fil  ou  cette  droite  re- 
présente alors  la  direction  de  la  force,  et  ne  change 
lien  à  soii  action  qui  reste  la  même,  d'après  ce  que 
nous  venons  de  prouver,  que  si  la  force  était  immé- 
diatement appliquée  au  point  du  mobile  auqtielle  fil 
QVL  la  droite  vient  aboutir. 

2Q.En  déplaçant  ainsi  les  points  d'application,  nous 
pouvons  étendre  la  règle  du  parallélogramme  des 
forces  au  cas  de  deux  forces  dirigées  dans  un  même 
plan  et  appliquées  aux  extrémités  d'une  droite  in- 
ilexible. 

En   effet,   soient   jnn   cette  droite   (fîg.  7),  mÂ 
et   nB   les    directions  des    deux   forces    données  ; 
je  les  prolonge  jusqu'au  point  K  où  elles  se  coupent, 
et  en  supposant  ce  point  fixement  attaché  à  la  ligné 
mriy  je  puis  le  prendre  pour  le  point  d'application 
commun  aux  deux  forces  ;  portant  donc  à  partir  dé 
ce  point ,  sur  les  directions  K^  et  KB^  des  lignes 
ka  et  Kh  qui  soient  entre  elles  comme  les  forces 
données,  et  achevant  le  parallélogramme  Kacb,  la 
diagonale  Kc  représente ,  en  grandeur  et  en  direc- 
tion ,  la  résultante  demandée.    Le  point  O,  oii  le 
prolongement  de  cette  ligne  coupe  la  droite  mn, 
est  le  point  d'application  de  cette  résultante  sur  cette 
droite,  et  la  ligne  OC  représente  sa  direction. 

5o.  Désignons  par  P  et  Ç  les  deux  composantes  ; 
la  proportion  supposée 
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peut  être  changée  en  celle-ci 

P:  Ç  ::  s\n,BKC\  ûn.AKC-, 

mais  si  l'on  abaisse  du  point  O  de  la  re'sultante ,  des 
perpendiculaires  Op  et  Oq  sur  les  directions  des 
forces  P  et  Ç^  on  aura 

Op=:KO,ûn.AKC,     Og  =  KO.sia.BKC; 

d'où  l'on  conclut 

P  :  Q  ::  Oq:  Op; 

donc  les  deux  composantes  sont  entre  elles  en  raisoa 
inverse  des  perpendiculaires  abaissées  sur  leurs  di-r 
rections,  d'un  point  quelconque  de  la  résultanteu 
On  démontrerait  semblablementque  la  résultante 
et  l'une  des  composantes  sont  entre  elles  en  raison 
inverse  d^s  perpendiculaires  abaissées  sur  leurs  di- 
rection&jj  d'un  point  quelconque  de  l'autre  compo- 
sante. 

5i.  Ce  théorème  ayant  lieu,  quelque  petit  que 
soit  l'angle  AKB  des  deux  composantes,  il  s'en- 
suit qu'il  subsiste  encore  à  la  limite,  où  l'angle 
devient  nul  et  où  les  forces  deviennent  paralîèiesL, 
Ainsi,  supposons  que  la  direction  de  la  force  Q 
tourne  autour  du  point  tï,  jusqu'à  ce  qu'elle  tombe 
sur  la  ligne  nB'  parallèle  à  la  direction  iiiÂ  de  la 
force  P;  de  sorte  que  ces  forces  soient  maintenant 
parallèles  et  dirigées  dans  le  même  sens;  dans  cet 
état  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  O  sur  la 
direction  nB'  sera  le  prolongement  Oq'  de  la  ^ex" 
pendiculaire  Op  ^   abaissée  du  même  point  si^rlj^ 
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direction  mj4 ;  et  il  sera  toujours  vrai  de  dire  que 
les  forces  P  et  Q  sont  entre  elles  comme  les  per- 
pendiculaires Oq'  et  Op;  de  manière  que  le  point  O 
par  âge  la  ligne  pq\  en  deux  parties  réciproque- 
îiîent  proportionnelles  à  ces  forces. 
On  conclut  de  là,  cette  proportion  : 

P:P-hQ  ::  Oq'  :  Oq' -f  Op; 

si  donc  on  appelle  a  la  droite  pq^    qui  mesure  la 

distance  mutuelle  des  deux  parallèles  mA  et  nB\ 

on  aura 

a  =  pq  =  Oq'  +  Op  > 

€t  par  conséquent 

or,  cette  ligne  Oq  exprime  la  distance  d'un  point 
quelconque  de  la  résultante  à  la  droite  nB'  '^  sa  va- 
leur, qui  ne  dépend  que  des  quantités  données  ci^P, 
(Qy  est  la  même  quel  que  soit  ce  point  ;  il  s'ensuit 
donc  que  la  direction  de  la  résultante  est  une  droite 
OC\  parallèle  à  nB\  ou  à  la  direction  des  com- 
posantes. 

La  valeur  de  cette  force  est  une  conséquence 
de  sa  direction.  En  effet,  les  lignes  7iB^  et  OC^  étant 
parallèles,  la  ligne  0/  perpendiculaire  à  la  pre- 
mière, l'est  aussi  à  la  seconde;  mais  en  étendant  le 
théorème  du  numéro  précédent  au  cas  des  forces 
parallèles,  la  résultante  et  la  composante/^  doivent 
être  entre  elles  en  raison  inverse  des  perpendicu- 
iaires  abaissées  du  point  q'  de  la  composante  Ç,  sur 
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leurs  dîrecllons;  d'où  l'on  conclut ^  R  étant  la  ré- 
sultante , 

P:R  ::  Oq'  Ipq'; 

donc  à  camse  Ae  pq' :=■  Oq'  •+-  Op  j  celte  propor- 
toon  comparée  à  la  précédente,  donne 

On  voit  donc,  I*.  que  la  résultante  de  deux  forces 
parallèles  ^  agissant  dans  le  même  sens^  partage  la  dis^ 
tance  mutuelle  des  composantes  en  deux  parties  réci^ 
proquement  proportionnelles  a  ces  forces ,  1^.  que  cette^ 
résultante  est  parallèle  aux  composantes  ;  3°.  quelle 
est  égale  à  leur  somme.. 

52,  Il  était  bon  de  montrer  comment  la  compo-» 
sîtion  des  forces  parallèles  est  comprise,  comme  cas 
particulier,  dans  celles  des  forces  qui  concourent 
vers  un  point  ;  et  quoique  nous  n'ayons  considéré 
que  le  cas  de  deux  forces  agissant  dans  le  même 
sens,  il  n'est  pas  difficile  de  voir  que  le  même  rai- 
sonnement pourrait  s'étendre  au  cas  où  les  compo- 
santes agissent  en  sens  contraires;  mais  nous  croyons 
plus  utile  de  faire  connaître  un  moyen  de  trouver 
ïa  résultante  de  deux  forces  parallèles,  qui  pourra 
nous  servir  dans  plusieurs  autres  occasions. 

Soient  donc  P  et  Ç  les  deux  composantes,  agis- 
sant aux  points  m  et  n  âe  la  droite  f?27i  (  fîg.  S  ) , 
suivant  les  directions  m^  et  nBy  parallèles  et  de 
même  sens.  On  ne  changera  rien  à  ce  système  de 
forces,  en  appliquant  aux  extrémités  de  cette  droite, 
deux  forces  égales,  dirigées  en  sens  contraires  l'une 
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de  l'aulre  ,    suivant  ses  prolongemens  miri    et  nri  ^ 
et  dont  l'intensité  comrxiune  sera  représentée  par^S'j 
la  résultante  des  deux  forces  S  et  des  forces  P  et  Ç, 
sera  la  résultante  cberchée;  or,  si  Ton  compose  en- 
semble les  forces  S  et  P,  appliquées  au  point  m  y 
on  aura  une  force  que  j'appellerai  P' ^  dirigée  sui- 
vant une  certaine  droite  iiiA'  comprise  dans  Tailgle 
m  m  A  ;  de  même  la  résultante  des  forces   Ç  et  S^ 
appliquées  au  point  n^  sera  une  force  Ç' ,   dirigée 
duns  l'angle  nnB  ^  suivant  une  droite  telle  que  iiB'  -, 
ces  deux  droites  niA^  et  nB'  n^étant  pas  parallèles, 
se  couperont  en  un  point  K  ^  et  il  est  permis  de  le 
prendre  pour  le  point  d'application,  commun  aux 
deux  forces  P'  et  Ç'  (  n°  28  ).  Par  ce  point,  je  mène 
les  lignes  nirt    et  KC^    parallèles  à  la    droite    mn 
et  à  la  direction  des  forces  PyQ;  puis  je  décompose 
les  forces  P^  et  Q^  suivant  ces  parallèles  :  il  est  évi- 
dent qu'on  retrouvera  de  cette  manière  les  compo- 
santes P  et  S  y  dirigées  suivant  KC  et  Kin^   et  les 
composantes  Q  et  iS',  dirigées  suivant  KC  et  Kué 
Nous  avons  donc  les  quatre  mêmes  forces  qu'aupa- 
ravant, mais  appliquées  toutes  quatre  au  point  K  : 
en  supprimant  les  deux  forces  6*,  égales  et  contraires, 
il  restera  les  forces  P  et  Ç,   dirigées  suivant  une 
même  droite  KC^  et  dont  la  résultante  est  égale  à 
jP+O  ,•  d'où  il  suit  que  la  résultante  cherchée  est 
parallèle  aux  composantes  et  égale  à  leur  somme. 

Pour  déterminer  le  point  O  011  sa  direction  KC 
coupe  la  ligne  77271  y  je  prolonge  les  lignes  Am  et  Brz 
jusqu'à  ce  qu'elles  rencontrent  la  ligne  in'n  aux 
points  ni  et  n" i  les   deux    quadrilatères  mm" KO  et 


LIVRE  I.  STATIQUE.  '41 

nfi'KO,  sont  des  parallélogrammes;  si  donc  on  prend 
la  diagonale  Km ,  pour  représenter  la  force  P'y  ses 
composantes  S  et  P  seront  entre  elles  comme  les 
côtes  7?i'K  et  KO-^  et  de  même,  si  l'on  représente 
la  force  Ç'  P^^'  ^^  diagonale  Kn^  ses  composantes 
S  et  Q  seront  proportionnelles  aux  côtés  Ji^K  et 
KO;  donc,  à  cause  de  n/K  z=,  mO^  tiK  ==  nO^  oi| 
aura  ces  deux  proportions  : 

S\P  ::  mO\Ko , 
S:Q::nO:KO; 

d'où  Ton  conclut 

P:  Q  ::nO:  mO-, 

ce  qui  montre  que  le  point  O  coupe  la  ligne  mn 
en  deux  parties  mO  et  nO^  réciproquement  propor- 
tionnelles aux  forces  P  et  Ç,  ce  qui  servira  à  dé^ 
terminer  sa  position  sur  la  ligne  mn. 

On  peut  observer  que  cette  proportion  est  indé- 
pendante de  l'angle  sous  lequel  la  ligne  nui  coupe 
les  parallèles  mA  et  niB  de  manière  qu'elle  a  lieu 
pour  toute  droite  menée  au  hasard  par  le  point  O, 
et  aboutissant,  de  part  et  d'autre^,  à  ces  deux  lignes. 

Cette  proportion  donne  ces  deux  autres  : 

P:  P4-  Q::  nO\  mn, 
Q  :  p  -f  Q  ::  mO  :  mn; 

donc^  à  cause  que  la  résultante  H  est  égale  à  P^Q^ 
on  aura 

P:  ç:/i  :;  nO\  mO  :  mn-, 


"43  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 

où  l'on  voit  que  chacune  des  trois  forces  P^Q^R  est 
proportionnelle  à  la  partie  de  la  ligne  miiy  comprise 
entre  les  directions  des  deux  autres. 

55.  Ce  dernier  résultat ,  énoncé  de  cette  manière, 
convient  également  au  cas  oii  les  composantes  PelQ 
sont  dirigées  en  sens  contraires.  En  effet,  soit,  dans 
ce  cas,  mJl  et  nB  (  fig,  9  ),  les  directions  de  ces 
forces ,  et  pour  fixer  les  idées ,  supposons  Qy>P, 
Décomposons  la  force  Q  en  deux  forces  parallèles  , 
agissant  dans  le  même  sens,  dont  l'une  soit  égale 
et  contraire  à  la  force  P,  et  dont  Tautre  soit  une 
force  inconnue.  La  direction  de  la  premièi^  sera  la 
ligne  my^^  ;  représentons  par  OC  la  direction  in- 
connue de  la  seconde  ,  et  sa  grandeur  par  R,  La 
force  Q  étant  la  résultante  des  forces  P  et  Ry  qui 
agissent  dans  le  même  sens,  on  aura,  d'après  ce  qui 
précède,  ' 

Q=zP^R,      ou      7?zr=Ç  — P; 

et,  de  plus, 

P  :  R  i  Q  ::  nO  :  mn  :  mO. 

Or,  en  substituant  à  la  force  Q  ses  deux  com- 
posantes, les  deux  forces  données  P  et  Ç  se  trou- 
veront remplacées  par  trois  forces ,  savoir,  les  deux 
forces  P  appliquées  au  point  m  ^  et  la  force  R  ap- 
pliquée au  point  O  :  les  deux  premières  se  détrui- 
sent ;  il  ne  reste  que  la  force  R ,  qui  équivaut  à  elle 
seule,  aux  deux  forces  données,  et  qui  est  par  con- 
séquent leur  résultante.  Donc,  dans  le  cas  que  nous 
examinons,  la  résultante  est  égale  à  la  différence 
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des  deux  composantes  ^  elle  agit  dans  le  sens  de  la 
plus  grande,  et  l'on  a  entre  ces  trois  forces  et  les 
droites  mO^  nO^  mn^  interceptées  entre  leurs  direc- 
tions, les  mêmes  rapports  que  précédemment. 

54.  On  résoudra  maintenant ,  sans  peine,  tous  les 
problèmes  qu'on  peut  proposer  sur  la  composition 
et  ia  décomposition  des  forces  parallèles,  et  nous 
croyons  superflu  d'entrer  dans  aucun  détail  à  ce 
sujet;  mais  le  cas  des  forces  qui  agissent  en  sens 
opposés,  présente  une  circonstance  particulière  qu'il 
est  important  de  faire  remarquer. 

Dans  ce  cas,  la  proportion 

Pi  R::  nO  :  mn, 
donne,  en  y  mettant  pour  R  sa  valeur  Ç — P, 

p 

nO=  ---—-p.mji-, 

or,  celte  valeur  de  nO  fait  voir  que  quand  les  forces 
Q  et  P  sont  dirigées  en  sens  contraires,  le  point  O, 
qui  est  le  point  d'application  de  leur  résultante  sur  îa 
droite  mn^  s'éloigne  indéfiniment  à  mesure  que  la 
force  Q  approche  d'être  égale  a  la  force  jP;  en  même 
tenis  la  résultante  diminue ,  et  enfin ,  lorsqu'on 
a  Qz=:Py  le  calcul  donne  une  résultante  nulle,  placée 
à  une  distance  infinie  des  composantes. 

Mais  dans  la  réalité,  deux  forces  parallèles,  égales 
et  contraires,  mais  non  directement  opposées^ 
n'ontpasde  résultante  ;  et  en  effet,  si  elles  pouvaient 
être  remplacées  par  une  force  unique,  il  n'y  aurait 
pas  de  raison  pour  que  celle-ci  agit  plutôt  dans  le  sens 
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de  Tune  des  forces  égales  qne  dans  le  sens  de  l'autre; 

car  tout  est  absolument  semblable  par  rapport  à  ees 

deux  forces.   Au  reste,  ce  cas  est  le  seul  où  deux 

forces  parallèles  ne  puissent  pas  être  réduites  en  une 

seule. 

35»  Considérons  actuellement  un  nombre  quel-^ 
conque  de  forces  parallèles  dont  une  partie  agit  dans 
un  sens  et  l'autre  dans  le  sens  opposé,  qui  sont 
situées  ou  non  situées  dans  un  même  plan ,  et  ap- 
pliquées à  des  points  invariablement  liés  entre  eux, 
par  exemple,  à  différens  points  d'un  corps  solide. 

En  composant  deux  de  ces  forces  en  une  seule  , 
puis  celle-ci  et  une  troisième  encore  en  une  seule  , 
et  ainsi  de  suite  ,  on  parviendra  a  déterminer  la 
grandeur  et  la  position  dans  l'espace  de  la  résul- 
tante de  toutes  les  forces  données,  à  moins  que  les 
deux  dernières  forces  qu'on  aura  à  considérer,  ne 
tombent  dans  le  cas  d'exception  du  numéro  précé^ 
dent.  Cette  résultante  sera  évidemment  parallèle  à 
la  direction  commune  des  composantes;  de  plus, 
elle  sera  égale  à  la  somme  de  celles  qui  agissent  dans 
un  sens,  moins  la  somme  de  celles  qui  agissent  en 
sens  contraire,  et  elle  agira  dans  le  sens  de  la  plus 
grande  somme.  Si  donc  on  regarde  les  unes  comme 
positives  et  les  autres  comme  négatives  (  n°  lo  )^  et 
qu'on  les  représente  toutes  par  P,  P'y  P%  etc.,  et 
leur  résultante,  par  J?,  on  aura  toujours 

36.  Si  les  forces  données  viennent  à  tourner  au^ 
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ïoviY  de  leurs  points  d'application^  sans  cesser  d'être 
parallèles,  la  résultante  tournera  pareillement  autour 
d'un  des  points  de  sa  direction  ;  car  son  point  d'ap-  . 
plication  qu'on  trouve  en  composant  deux  a  deux 
les  forces   données,  ne  dépend  en  aucune  manière 
de  la  direction  commune  de  ces  forces;  de  sorte 
xju'il  reste  le  même  quand  cette  direction  vient  à, 
changer. 

Ainsi  y  par  exemple,  supposons  que  les  forces  pa- 
rallèles sont  au  nombre  de  trois,  P,  P'  et  P",  dirigées 
suivant  les  droites  772^^,  m'^'  elni'A"  (fîg.  10);  soit 
d'abord  nB  la  direction  de  la  résultante  de  P  et  P'^ 
qui  sera  égale  à  P-\-P^  ;  soit  ensuite  7/B'  la  direc- 
tion de  la  résultante  des  forces  P-^-P'  et  P^,  et  ob- 
servons que  la  figure  suppose  que  P"  agit  en  sens 
contraire  de  P  et  de  P',  et  qu'on  a  P'  "^  P  -{-  P^, 
Maintenant ,  concevons  que  les  trois  forces  P,  P^ 
et  P*  tournent  autour  des  points  myid ^ni! ^  en  con- 
servant leur  parallélisme  et  le  sens  dans  lequel  cba- 
îcune  d'elles  est  dirigée,  et  soient  ma^  nïd ^  riici'j  leurs 
nouvelles  directions.  ï)ans  ce  nouvel  état,  la  résui- 
étante  des  forces  P  et  P'  rencontrera  la  droite /?z/7z' au 
même  point  n  qu'auparavant,  puisque  la  position  de 
ce  point  ne  dépend  que  du  rapport  des  composantes 
€t  est  indépendante  de  l'angle  que  la  droite  mni  iail 
avec  leur  direction  (n°52).  Parla  même  raison  ,  la 
résultante  de  P  +  P'  et  P"  rencontrera  toujours  le 
prolongement  de  la  droite  mii  au  même  point  n-y  par 
conséquent  les  trois    forces  données,  tournant  au- 
tour des  points  m,  m  et  m  ,  leur  résu-ltante  tournera 
é.%  même  autour  du  point  n\ 


4S  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

37.  Nous  appellerons  centre  des  forces  parallèles^ 
3e  point  dans  lequel  yiennent  se  couper  toutes  les 
tllrec lions  successives  de  la  résultante  j  quand  les 
composantes  tournent  autour  de  leurs  points  d'ap- 
plication respectifs. 

D'après  cette  définition ,  il  est  eSident  que  si  un 
corps  solide  est  sollicite  par  un  nombre  quelconque 
de  forces  parallèles,  que  l'on  détermine  le  centre  de 
ces  forces  et  qu'on  le  suppose  fixe,  l'ëquilibre  aura 
lieu  dans  toutes  les  positions  que  le  corps  peut 
prendre  autour  de  ce  point,  pourvu  que  les  forces 
données  restent  toujours  parallèles  et  appliquées  aux 
îiiémes  points  du  corps;  car  alors  leur  résultante 
passera  constamment  par  le  point  fixe,  ce  qui  suffît 
pour  qu'elle  soit  détruite. 

On  verra,  par  la  suile,  combien  le  centre  des 
forces  parallèles  est  important  à  considérer  dans  les 
questions  relatives  à  l'équilibre  et  au  mouvement  des 
corps  pesans.  En  attendant ,  nous  allons  déterminer 
ses  trois  coordonnées  en  fonction  de  celles  des  points 
d'application  des  composantes. 

58.  Désignons  par  m^  m\  ui'y  etc.  (  fîg.  ii  ),  les 
points  d'application  des  forces  P,  P',  F" y  etc.  ;  me- 
nons arbitrairement  trois  axes  rectangulaires  Ojc^ 
Ovy  Oz y  qui  seront  ceux  des  coordonnées;  soient 
ccyj,  Zy  les  coordonnées  du  point  m  y  respective- 
ment parallèles  à  ces  axes;  od ,  f  y  z  y  celles  de  ?n  ; 
Xyj\  z\  celles  de  m";  etc.  Toutes  ces  quantités 
sont  données,,  et  peuvent  être  positives  ou  négatives 
suivant  la  position  des  points  m  y  in  y  in^  etc. ,  par 
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rapport  aux  plans  des  coordonnées.  De'siguons  en- 
core par/?,  p\  p\  etc.  5  les  projections  de  m  ^ 
771  y  771  y  etc.  y  sur  le  plan  des  Xyj  ;  de  sorte  qu'où  ait 

z=zmp,  ' z^:::^m^p\     z"=m"p",     etc. 

Enfin, représentons,  parx^,  j"^,  z^y  les  coordonnées 
du  centre  des  forces  parallèles,  dont  il  s'agit  de 
trouver  les  valeurs. 

Considérons  d'abord  les  deux  forces  P  et  P\  Soit 
Tiy  le  point  où  leur  résultante  coupe  la  droite  7ifird ^ 
soit  aussi  q^  la  projection  du  point  tz,  sur  le  plan  des 
Xy  j)  par  le  point  7?2,  menons  une  parallèle  à  la  ligne 
pp\  qui  rencontre  la  ligne  nq  ^  en  un  point  a  ^  ^X 
la  ligne  Tiïp  ^  en  un  point  h  :  nous  aurons 

Tîim  l  rnn  \\  m'b  ',  na. 
Or,  d'après  le  n°  52  ,  nous  avons 

m!m\nm',\P-\'P' '.P'; 
de  ces  deux  proportions,  on  conclut 

{P^P').naz=.pr.mrb^^  ^^^    , 

mais,  à  cause  de  â?^  :==^/?' == /w/r,  o'it  à  Féquation 
identique 

(P  +  p')  ,aq.  rzzzP.mp-^-P',  hp'  y 

ajoutant  ces  deux  équations,  il  vient 

iP  \P"),nq,-P .mp-^  P^m'p' ^Pz-^^P't! ,     (i) 

La  figure  suppose  les  deux  forces  P  et  P'  diri-' 
gées  dans  le  même  sens,  et  les  trois  points  7n^77Ï  et  «, 
au-dessus  du  plan  xOj'^  mais  si  ces  forces  agissaient 
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en  sens  contraire  Tune  de  l'autre ,  ou  bien  que  ces 
points  tombassent  de  différens  côtes  du  plan  ^  il  est 
aise  de  s'assurer  que  l'ëquation  (i)  subsisterait  éga- 
lement, en  ayant  égard  aux  signes  des  quantités 
qu  elles  renferment. 

Cela  posé,  joignons  le  point  n  au  point  ni  ^  et 
soit  Tij  le  point  d'application  de  la  résultante  des 
forces  P+P'  et  P"„  sur  la  droite  nm"  ;  soit  de  plus 
^%  la  projection  de  ce  point  sur  le  plan  des  x,  j  ; 
l'équation  (i)  deviendra,  relativement  à  ces  forces 
et  à  leur  résultante  P  +  P'-f-P*, 

JoignonS'éïieore  le  point  n^  au  point  nf  ;  soit  n''y 
le  point  où  la  résultante  des  forces  P^P^-^P"  et  P% 
coupe  la  droite  nm"\  et  ^%  sa  projection  sur  le  plan 
des  oc  y  y  '.  nous  aurons,  en  vertu  de  l'équation  (i) 
appliquée  à  ces  forces , 

Pour  fixer  les  idées ,  supposons  que  les  forces  pa-^ 
rallèles  que  l'on  considère  sont  au  nombre  de  quatre; 
en  sorte  que  n'  soit  le  centre  des  forces  parallèles 
dont  on  cherche  les  coordonnées  ,  et  qu'on  ait 
riq^z=.z^.  En  ajoutant  les  trois  dernières  équations,  il 
vient 

(P  4-  P'  -f  P"  +  P'O  .Z^  —  PZ-^  P't!  4.  i>"2," 4- iP V, 

équation  qui  donne  la  valeur  de  z^ ,  et  qu'on  peut 
étendre  à  un  nombre  quelconque  de  forces  parallèles 
P,  F  y  P"  y  F"  y  etc. ,  positives  ou  négatives,  aussi  bien 


LIVRE  I.  STATIQUE.  % 

que  les  coordonnées  z,  z,  z" y  etc.  En  substituant 
dans  son  premier  membre,  la  résultante  R  à  la  place 
de  la  somme  des  composantes,  nous  aurons  gënë- 
ralement 

Rz^  —  Pz-^  P'z  4-  P"z"  4-  etc. 

3g.  On  appelle  moment  d'une  force  par  rajjvort  a 
un  plan,  le  produit  de  cette  force  parla  perpendi- 
culaire abaissée  de  son  point  d'application  sur  ce 
plan.  Ainsi  5  i^s^,  Pz^  P^Zy  etc.  sont  les  momens 
des  forces  Ry  P,  P\  etc.,  par  rapport  au  plan  xOj^ 
et  l'équation  qu'on  vient  de  trouver  renferme  ce 
théorème  : 

Le  moment  de  la  résultant.e  d'un  nombre  quelconque 
de  forces  parallèles ,  par  rapport  à  un  plan  choisi 
arbitrairement  y  est  égal  a  la  somme  des  momens  de 
ces  forces  y  par  rapport  au  même  plan. 

Ces  momens  peuvent  être  positifs  ou  négatifs  :  ils 
sont  positifs,  quand  la  force  et  l'ordonnée  de  son 
point  d'application  sont  de  même  signe;  négatifs, 
dans  le  cas  contraire. 

4o.  En  prenant  de  même  les  momens  des  forces 
P^  P'j  P" y  etc.,  par  rapport  aux  plans  des  x,  2  et 
des^,  js,  on  aura 

■Ry^  ^Py'\-  P'y'  +  P"f  -f-  etc. 
iîx,  =  i>a;+ iP'o:' +  P V -f- etc. 

Ces  deux  équations.  Jointes  à  la  précédente,  dé- 
termineront, dune  manière  fort  simple,  la  position 
du  centre  des  forces  parallèles,  c'est-à-dire,  les  va- 

''  4 
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leurs  de  ses  trois  coordonnées  œ^,j^,  %^.  En  menant^ 
par  ce  point,  une  parallèle  à  la  direction  commune 
des  forces,  on  aura  la  position  de  leur  résultante;  le 
signe  de  la  valeur  trouvée  plus  haut  (n°55),  fera  con- 
naître le  sens  dans  lequel  elle  agit  suivant  cette  ligne. 
La  somme  des  niomens  des  forces  P,  P',  etc.  est 
îiulle  par  rapport  à  tout  plan  passant  par  le  centre 
des  forces  parallèles;  car  en  prenant  ce  plan  pour 
celui  des  oc^jy  on  devra  avoir  z^  =  0j  d'où  l'on 
conclu  l 

p^i  -f.  pv  +  PV-ri-  etc.  =  o. 

Au  reste,  le  centre  des  forces  parallèles  suppose 
toutes  les  forces  données ,  réductibles  à  une  seule  ; 
il  n'existe  pas  quand  ces  forces  se  réduisent  à  deux, 
égales  et  contraires,  mais  non  directement  opposées; 
et  en  effet,  le  calcul  donne,  dans  ce  casj  des  va- 
leurs infinies  pour  les  coordonnées  x^ ,  j ^  ,  z^  ^ 
puisqu'alorsîa  somme  des  quantités  P,  P\  P%  etc. 
est  égale  à  zéro^  ce  qui  rend  nul  le  dénominateur  B. 
commun  à  ces  valeurs. 

4ï.  Lorsque  tous  les  points  d'application //z ,  ;r/j 
W^,  etc.  sont  situés  dans  un.  plan  donné ,  le  centre 
des  forces  parallèles,  s'il  existe,  est  aussi  compris 
dans  ce  plan,  et  sa  position  ne  dépend  plus  que  de 
deux  coordonnées.  On  peut  prendre  le  plan  donné 
pour  celui  des  oc  ^  j  )  on  a  alors  5  =  0,  s'  =  o, 
s''  =  o ,  etc.  ;  par  conséquent  s^  =  o ,  et  les  valeurs 
de  x^  et  f ^  sont  déterminées  paries  deux  équations 
'du  vl    précédent. 

^i  tous  ces  points  m^  m  y  ni,  etc.  sont  rangés  sur 
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bae  même  droite,  cette  ligne  contiendra  le  centré 
tles  forces  parallèles,  et  pour  le  trouver,  il  suffira 
de  déterminer  sa  distance  à  un  point  de  cette  même 
droite.  En  la  prenant  donc  pour  l'axe  Ojc,  on  aura 
j-=o,  j^'=  o,  etc.  ;  3=0,  i3'==o,  etc.  ;  donc 
j-r=o,  z^=Oy  et  la  valeur  de  j?^  sera  donnée  par 
cette  équation 

Px^  =  Po:  +  P'x  -h  P"x"  -f  etc. 

Supposons,  par  exemple,  que  les  forces  P,  P\  P^^ 
letc.  sont  au  nombre  de  cinq,  disposées  comme  dans 
la  fisrure  12;  si  nous  rei^ardons  les  distances  Om  ^ 
Onij,  Om\  ou  X y  x\  x" ^  comme  positives ,  il  faudra 
regarder  les  distances  Oin\  Om^^ ^  o\xx'\  x^^^  comme 
négatives;  et  de  même  les  forces  P,  P",  P^"  qui 
agissent  suivant  les  droites  niA ^  nvA",  w'^^'%  étant 
positives,  les  forces  P^  et  P'"  qui  agissent  dans  le 
^ens  opposé,  suivant  les  droites  mA\  m" A'" ^  seront 
négatives.  Soit  en  outre 

Om—\,      Om—3,      Om"z=S,      Om"=—Q,      Oni''''——3^ 

P-i,    P— --5,      J^".^6,       P"'=z^4^       P''  =  4, 

îes   valeurs  numériques  de    ces   forces   et   de   ces 
lignes;  nous  aurons 

«t  de  plus 

2jr^  =  1  —  i5-|-3o+8  —  12  =:  12; 

doii  Ton  tire  x^  =  6.  Prenant  donc^  à  partir  dâ 

4.. 
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point  O,  du  côte  des  distances  positives,  une  ligne 
On  égale  à  6,  ou  sextuple  de  Om  ^  le  point  n  sera 
le  centre  des  forces  parallèles,  c'est-à-dire,  le  porat 
où  la  résultante  vient  couper  la  ligne  On.  La  valeur 
de  R  étant  positive,  la  résultante  agira  dans  le  sens 
des  forces  P,  P',  P%  ou  suivant  la  droite  nB  ;  et 
comme  elle  est  représentée  par  le  nombre  2. ,  il 
s'ensuit  qu'elle  est  double  de  la  force  P,  prise  pour 
unité. 

42.  Les  conditions  d'équilibre  du  système  des 
forces  parallèles  P,  P\  P\  etc.,  se  déduiront  aisé- 
ment de  la  théorie  qu'on  vient  d'exposer.  En  effet, 
s'il  n'existe  aucun  point  ï\^^  dans  le  système,  il  faut 
pour  l'équilibre  qu'eu  séparant  une  de  ces  forces  , 
par  exemple ,  la  force  P,  toutes  les  autres  aient  une 
résultante  égale  et  directement  opposée  à  cette 
force.  Soit  donc  Bl  la  résultante  des  forces  P", 
P",  etc.;  puisque  les  forces  P  et  K  sont  égales  et 
dirigées  en  sens  contraires,  les  quantités  P  et  B^ 
doivent  être  égales  et  de  signes  différens;  on  doit 
donc  avoir  P  -j-  jR'  =  o  ;  mais  B  est  égale  à  la 
somme  des  composantes  P\  P",  etc.  (q°  55)  :  donc 
on  a^  pour  première  équation  d'équilibre, 

II  reste  encore  à  exprimer  que  ces  deux  forces  Bt 
et  P  sont  directement  opposées. 

Pour  cela,  soit  (X,  é",  y^  les  coordonnées  du 
centre  des  forces  parallèles  P'^  P'\  etc.,  de  manière 
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qu  on  ait 

R'a.  —  P'x  -f  P"x"  -f-  etc. , 
'    B!Q  =  Py  -f  P'>"  +  etc. , 
R'y  =  P'z'  4-  P  V  +  etc. 

Ce  centre  est  le  point  d'application  de  la  re'suï- 
tante  K  ;  il  est  donc  nécessaire  qu'il  se  trouve  sur 
la  direction  de  la  force  P,  pour  que  K  soit  direc- 
tement opposée  à  cette  force;  ou,  ce  qui  revient  au 
même ,  ce  centre  et  le  point  m ,  auquel  est  appli- 
quée la  force  P^  doivent  être  sur  une  même  droite 
parallèle  à  la  direction  commune  des  forces  données. 
Si  donc  on  preiid^  pour  simplifier,  le  plan  des  jr,  j- 
perpendiculaire  à  cette  direction^  il  faudra  que  ces 
deux  points  soient  situes  sur  une  même  perpendi- 
culaire à  ce  plan;  ils  auront  alors  la  même  projec- 
tion sur  ce  plan  ;  par  conséquent  leurs  coordonnées 
parallèles  aux  axes  des  x  et  desj^,  seront  les  mêmes, 
c'est-à-dire,  qu'on  aura 

Substituant  donc  x  et  j'y  à  la  place  de  cl  et  ë  y  dans 
les  deux  premières  équations  précédentes,  et  obser- 
vant que  K  =z  —  P,  il  vient 

p^  -f  p'jc'  -f-  P"x"  +  etc.  =  o , 


Py  4-  py  4-  p"y"  ^  etC 


.  =  o  ;      J 


équations  qui  signifient  que  la  somme  des  momens 
des  forces  P,  P\  P",  etc.  est  nulle^  par  rapport  aux 
plans  des  x,  z  et  desjr,  z,  qui  sont  parallèles  à  leur 
direction. 
Ainsi  l'équilibre  de  ces  forces  exige  que  l'équa- 
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lion  (i)  et  les  équations  (2)  aient  lieu  en  même 
temps.  Réciproquement  quand  ces  trois  équations 
sont  satisfaites,  l'équilibre  existe;  car  si  l'on  consi- 
dère la  résultante  If  de  toutes  ces  forces  moins  une ^^ 
on  aura,   en  vertu  des  équa lions  (2), 

€t  en  vertu  de  l'équation  (i), 
par  conséquent 

d'où  Ton  peut  conclure  que  cette  résultante  est  égale 
et  directement  opposée  à  la  force  P  qu'on  avait 
omise. 

Concluons  donc  que  pour  ^équilibre  d'un  sys-^ 
tème  de  forces  parallèles,  il  est  nécessaire  et  il  suOît 

1°.   Que  la  somme  de  ces  forces  soit  égale  a  zéro; 

:2°.  Qiie  la  somme  de  leurs  momens  soit  nulle ,  par 
rapport  à  deux  plans  parallèles  à  leur  direction, 

45.  Si  la  seconde  condition  était  seule  remplie  ^ 
les  forces  données  auraient  une  résultante  égale  à 
leur  somme  j  dont  la  direction  coïnciderait  avec  l'in- 
tersection des  deux  plans  ;  car  si  l'on  cherclie  sa 
distance  à  chacun  de  ces  plans,  on  la  trouvera  nulle, 
en  vertu  des  équations  (2).  En  supposant  donc  que 
cette  intersection  contienne  un  point  fixe,  la  résul- 
tante sera  détruite  et  l'équilibre  aura  lieu;  d'où  il, 
suit  que  quand  un 'corps  solide,  auquel  sont  appli- 
quées des  forces  parallèles ,  est  retenu  par  un  point 
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fixe ,  il  suffit  pour  l'équilibre,  que  la  somme  des  mo- 
mens  de  ces  forces  soit  nulle  par  rapport  à  deux 
plans  menés  par  ce  point  parallèlement  à  leur  di- 
rection. 

Lorsqne  ce  point  Gxe  sera  le  centre  des  forces 
parallèles,  la  somme  desmomens  sera  nulle  par 
rapport  à  tous  les  plans  nienès  par  ce  point 
(n^/^o);  par  conséquent  les  forces  se  feront  équilibre 
autour  de  ce  point,  quelle  que  soit  leur  direction 
commune  ,  ce  que  nous  savions  déjà  (n°  Sy). 

5.   II.    Composition  et  Equilibre  des  forces  dirigées 
dans  un  même  plan. 

44-  Représentons  toujours  les  forces  données  par 
P,  P',  P"j  etc. ,  et  supposons-les  dirigées  dans  un 
plan  donné  et  appliquées  à  des  points  matériels,  liés 
entre  eux  d'une  manière  invariable.  Pour  les  réduire 
au  moindre  nombre  possible,  on  prendra  la  résul- 
tante de  P  et  P\  en  les  prolongeant  jusqu^î  leur 
point  de  concours,  comme  dans  le  n°  2.(^^  ou  bien 
en  les  traitant  comme  des  forces  parallèles,  si  effec- 
tivement elles  sont  parallèles;  on  réduira  ensuite 
de  la  même  manière  cette  résultante  et  la  force  P"^ 
en  une  seule  force  ;  celle-ci  et  la  force  P'^,  de  même 
en  une  seule  force  qui  remplacera  les  quatre  forces 
P,  P,  P",  P"':  quand,  par  cette  suite  d'opérations,  oix 
aura  épuisé  toutes  les  forces  données,  la  dernière, 
résultante  sera  celle  de  ces  forces. 

Un  système  de  forces  dirigées  dans  un- même  plan 
peut  donc,  en  général,  être  i^em placé  par  une  força 
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unique.  Je  dis  en  général ^  car  ce  résultat  est  sujet 
à  la  même  exception  que  la  composition  des  forces  | 
parallèles.  En  effet,  si  les  deux  dernières  forces  dont 
on  doit  prendre  la  résultante ,  se  trouvent  égales , 
parallèles,  dirigées  en  sens  contraires  sans  être  di- 
rectement opposées,  il  sera  impossible  de  les  ré- 
duire en  une  seule,  et  l'on  devra  conserver  ces  deux 
forces  pour  remplacer  les  forces  données. 

Lorsque  ces  forces  admettent  une  résultante,-  elle 
est  nécessairement  déterminée  de  grandeur  et  de 
position  ;   de  sorte  qu'on  parviendra  toujours  à  la 
même  résultante  définitive,   quel  que  soit  l'ordre 
dans  lequel  on  prenne  les  forces  P,  P',  P\  etc.  ;  c^r   J 
s'il  existait  deux  forces  différentes  dont  chacune  fut   % 
équivalente  à  ce  système  de  forces,  il  faudrait  que 
l'une  de  ces  deux  résultantes,   étant  prise  en  sens 
contraire  de  sa  direction ,  fit  équilibre  à  l'autre,  sans    | 
lui  être  égale  et  directement  opposée  ,   ce  qui  est 
impossible.  Mais  il  n'en  est  plus  de  même  quand  les 
forces  données  se  réduisent  à  deux  forces  parallèles, 
non  réductibles  à  une  seule  :  deux  forces  de  cette 
espèce  ne  sont  point  déterminées  en  grandeur  et  en 
direction;  au  contraire,  on  s'assure  aisément  qu'elles 
peuvent  être  remplacées,  d'une  infinité  de  manières 
différentes,  par  deux  autres  forces  de  la  même  es-     | 
pèce,  qui  leur  sont  équivalentes,  et  qui  n'ont  ce-    J 
pendant  ni  la  même  direction ,  ni  la  même  grandeur 
que  les  premières. 

45.  Maintenant  cherchons  la  valeur  de  la  résul- 
tante des  forces  P^  P\  P\  etc. ,  quand  elles  en  ont 
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une,  et  rëquation  de  la  droite  suivant  laquelle  elle 


agit. 


Soient/??,  772^,  /?/,  etc.  (fig.  i5),  les  points  d'appli- 
cation des  forces  P,  P\  P" ^  etc.  ;  mC ^nï C\in  C ^^lé . ^ 
leurs  directions;  dans  le  plan  qui  contient  toutes  ces 
lignes,  menons  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Qr; 
désignons  par  x  et^,  les  coordonnées  de  m  rappor- , 
tées  à  ces  axes  ;  par  x'  et  j^',  celles  de  m  ^  par  x'  et 
j",  celles  de  in-,  etc.  Conformément  aun^g,  conce- 
vonsj  par  chacun  des  points  m^  m  ^  etc. ,  des  droites 
parallèles  à  ces  axes ,  et  dirigées  dans  le  sens  des 
coordonnées  positives  :  ces  droites  sont  inA  et  iiiU 
pour  le  point  m  :  les  angles  AmC  et  BinC  serviront 
donc  à  fixer  la  direction  inC ^   et  nous  supposerons 
AmCz=:ciL^BmC-=.Ç>.  Nous  rcDrésenterons  de  même 
par  CL  et  ê',  \q.^  angles  relatifs  à  la  direction  niC\  qui 
sont   A'rrlC'  et    B'mC  ;    par   et'   et  ê%  les  angles 
A"m'C"  et  B"m"C"  y   qui   déterminent   la   direction 
m  C" \   etc.   Tous  ces  angles  peuvent  être  aigus  ou 
obtus;  ils  sont  censés  donnés,  ainsi  que  les  coor- 
données des  points  //z,  ni  y  in  ^  etc.  ,  et  les  quantités 

P,      F  y      P"y        etc. 

Cela  posé,  je  décompose  chacune  des  forces 
Py  P' y  P\  etc.  en  deux  forces,  l'une  parallèle  à 
Taxe  Oxy  l'autre  parallèle  à  Taxe  Oj  :  les  compo- 
santes de  la  force  P  sont  P.cos.a  et  P.cos.ë 
(n^  20)  ;  celles  de  P'  sont  P'.cos.a'  et  P'.cos.^';  etc. 
De  cette  manière  ,  les  forces  données  sont  reniDÎa- 
cées  par  deux  systèmes  de  forces  parallèles.  Soit  X, 
la  résultante  des  composantes  parallèles  a  Oxy  et  T'y 
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celle  des  composanles  parallèles  slOj  ;  nous  aurons 

(  n°  35  ) 

X  =z P. COS. ii-\-P\ COS. et' -]-  P". COS. a." -{-  etc. 
Y=:zP. COS. C-{-P\ços. C -^  P\cosX"  +etc. 

Désignons  en  outre  par  j^^,  l'ordonnée  du  poînl  ou 
la  force  X  coupe  l'axe  Oj,  Il  est  permis  de  prendre 
pour  points  d'application  des  composantes  de  cette 
force,  les  points  où  leurs  directions  viennent  couper 
ce  même  axe.  Alors  tous  les  points  d'application 
étant  rangés  sur  la  droite  0/  ,  à  des  distances, 
JjJ'ij"^  etc.  du  point  O,  on  aura,  d'après  le  n*"  4ï;r 

Ay^rrj-P.eos.2i4-yP'.cos.a  +y'iP".  COS.  ct"+ etc. 

Et  de  même,  en  appelant  j^^,  l'ordonnée  du  point 
où  la  force  Y  rencontre  l'axe  Ox^  on  aura 

Yx  ^~  xP. coi.C^  odP'  .cos.Q'  -^  xP\cos.Q>"  -\-^\c. 

Les  valeurs  de  x^  et  à.Qj^  étant  données  par  ces 
deux  équations,  nous  connaîtrons  les  parallèles  aux 
axes  Ox  et  O/j  suivant  lesquelles  agissent  les  forces 
X  et  I"";  je  suppose  que  nl^  et  /zi^  sont  ces  deux 
droites,  qui  se  coupent  au  point  zz,  que  je  prendspour 
leurpoiut  commun  d'application;  je  cberche  ensuite 
leur  résultante  par  la  règle  connue  :  en  appelant  i?, 
cette  résultante,  a  ei  b^  les  angles  que  sa  direction 
inconnue  fait  avec  les  droites  JiE  et  iiF',  et  en  ob- 
servant que  l'angle  EnF esi  droit,  on  aura  (n°  20) 

B.=z  \/ X^ -^  Y^  5        co3.a=:— ,       cQS.b  =  —. 

h.  /t 
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Cette  re'sul tante  R  est  celle  de  toutes  les  forces 
données  P,  P\  P\  etc.  ;  or,  puisque  les  valeurs  de 
X  et  I^  sont  déterminées  ,  en  fonction  de  quantités 
données^  il  s'ensuit  que  la  valeur  de  R  et  des  sngles 
•z  et  b  relatifs  à  sa  direction,  sont  aussi  connus;  de 
plus,  nous  connaissons  les  coordonnées  :jc^  et  j'^  dun 
point  n  de  cette  direction  ;  par  conséquent  cette 
force  est  complètement  déterminée  de  grandeur  et 
de  position. 

46.  On  déduit  immédiatement  de  cette  détermi-* 
nation ,  l'équation  de  la  droite  suivant  laquelle  la 
résultante  est  dirigée:  la  tangente  de  l'angle  que  fait 
cette  droite  avec  l'axe  Ox,  est  évidemment  exprimée 

1  .     C03.O  .  ,      '        1    '       ■*  n  ■> 

par  le  rapport  j  qui  est  égal  a  -^ ,  a  après  nos 

équations;  d'ailleurs  elle  doit  passer  par  le  point  Uy 
dont  les  coordonnées  sont  œ^  et  jr^  ;  donc  en  appe** 
îant  5  et  ^,  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  , 
son  équation  sera 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose , 

Mais  en  faisant,  pour  abréger, 

L-=:P{y .  cos .  A — X .  cos .  C)'^P\y' .  cos .  cf/ — a:' .  cos .  C')-|-etc . , 

les  valeurs  précédentes  de  Xy^  et  Yjc^  ,  donneront 
Xj^ — Vx^=L;  par  conséquent  l'équation  de  la 
résultante  deviendra 

Xt-r^Ys^L,  (1) 
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Celte  équation  étant  construite^  fera  connaître  ïa 
position  de  la  résultante  dans  le  plan  des  compo- 
santes ;  mais  on  ignorera  encore  le  sens  de  son  ac- 
tion suivant  la  droite  construite,  et  pour  le  déter- 
miner, il  faudra  faire  attention  au  signe  de  cos,a  ou 
de  cos.by  ou  bien  à  celui  de  X  ou  de  Y. 

47-  Toute  cette  analyse  suppose  les  composantes 
parallèles  à  OjCy  réductibles  à  une  seule  force,  ainsi, 
que  les  composantes  parallèles  à  l'axe  Oj^ -,  il  faut 
donc,  pour  la  compléter,  examiner  les  cas  parti- 
culiers où  ces  réductions  sont  impossibles. 

Lorsque  ces  deux  systèmes  de  forces  parallèles  se 
réduisent  chacun  à  deux  forces  égales  et  contraires, 
mais  non  directement  opposées,  on  voit  sans  peine 
que  ces  quatre  forces  peuvent  être  réduites  à  deux, 
qui  seront  parallèles,  égales  et  contraires,  et  qui  ne 
se  trouveront  point ,  en  général ,  directement  op- 
posées; par  conséquent  les  forces  données  n'admet- 
tent point,  dans  Ce  cas,  une  résultante  unique.  On 
a  alors,  à-la-fois ,  X=  o  et  1^  =  o  ;  les  équations  du 
iV  4^  donnent  donc 

R^O,  œ^::=~,  y^^-; 

c'est-à-dire,  que  le  calcul  donne  alors ,  comme  il 
arrive  toujours  en  pareil  cas  (n°  54),  une  résultante 
nulle,  située  à  une  distance  infinie  des  composantes. 
Si  les  forces  parallèles  à  l'axe  des  œ  ont  une  ré- 
sultante qui  sera  égale  à  leur  somme  X^  et  que  les 
forces  parallèles  à  l'axe  des jr  se  réduisent  à  deux, 
égales  et  contraires ,  ces  trois  forces  se  réduiront 
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facilement  à  une  seule   que  l'on  trouvera  égale  et 
parallèle  à  X.   En  effet,  soit  gË  (  fig.  ï4  ),  la  di- 
rection de  la  force  X;   kF  et  k^F'^   les  directions 
contraires  des  deux  forces  parallèles  à  l'axe  Oj-^  g^ 
le  point  d'intersection  des  deux  lignes  kF  el  gE  ^ 
que  nous  choisirons  pour   point   d'application  des 
forces  dirigées  suivant  ces  droites.  Prenons  la  ré- 
sultante de  ces  deux  forces,  et  supposons  que  gD 
soit  sa  direction,  qui  rencontre  la  droite  k'F'  au 
point  g  ;   transportons-y  son  point  d'application  ; 
menons  par  ce  même  point,  la  droite  gE'  parallèle 
à  gE  ;  puis  décomposons  cette  résultante  en  deux 
forces  dirigées  suivant  g'E'  et  g'k' ^    ou  parallèles 
aux  axes  Ox  et  Oj,  Il  est  évident  que  nous  retrou- 
verons la  force  X,  et  une  force  égale  à  celle  qui 
agissait  suivant  gF ^    agissant   maintenant   suivant 
g'k'  :  cette  seconde  force  sera  égale  et  directement 
opposée  à  ia  force  dirigée  suivant  g'k'  ;  elles  se  dé- 
truiront donc  mutuellement,  et  il  ne  restera  qu'une 
force  X  dirigée  suivant  g'E^  ;  donc  celle-ci  sera  la 
résultante  des  trois  forces  données,  qui  étaient  di- 
rigées suivant  gE,  kF  et  k'F. 

On  verra  de  même  que  si  les  forces  parallèles  à 
Taxe  O;  ont  une  résultante  unique,  et  que  les  forces 
parallèles  à  l'axe  Ox  se  réduisent  à  deux ,  égales  et 
contraires  ,  ces  trois  forces  se  réduiront  à  une  seule 
qui  sera  égale  et  parallèle  à  la  première.  Ainsi  _, 
toutes  les  fois  que  les  deux  quantités  Xet  Vne  sont 
pas  nulles  à-la-fois,  les  forces  données  P,  P',  P",  etc. 
admettent  une  résultante  unique  :  quand  on  a  seu- 
lement Xz=o,  cette  résultante  est  parallèle  à  l'axe 
Ojy  etelîe  est  parallèle  à  l'axe  Ox^  quand  on  a  F=ro. 
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48.  Ou  ne  peut  pas  douter  que  rëquation(i)nap- 
pardeimeàla  résultante  toutes  les  fois  qu'ilen  existe 
une,  même  lorsqu'elle  est  parallèle  à  l'un  des  deux 
axes;  car,  d'après  ce  qui  précède,  elle  appartient 
certainement  à  la  direction  de  cette  force,lorsqu'elle 
fait  des  angles  quelconques  avec  ces  a:xes  ;  et  comme 
ce  résultat  a  lieu ,  quelque  petit  que  soit  l'un  de  ces 
angles,  il  s'ensuit  qu'il  subsiste  encore  à  la  limite  où 
cet  angle  devient  nul,  et  la  force  parallèle  à  l'axe. 

Si  Fou  fait  successivement  F=o  et  X=o,  dans 
cette  équation ,  on  trouve 

équations  qui  appartiennent  à  des  droites  parallèle^ 
à  l'axe  des  x  et  à  l'axe  desj^',  et  qui  font  connaître 
leurs  distances  à  ces  axes.  On  tire  de  la  première 

1  :=  — r;  et  cette  valeur  de  t  exprime,  dans  la  (ig.  14^ 

la  distance  de  la  ligne  gE'  à  l'axe  Ojc ,  ou,  ce  qui 
est  la  iiîéme  chose,  l'ordonnée  01  du  point  l  où  cette 
direction  de  la  résultante  coupe  l'axe  Oj.  Il  ne  sera 
pas  inîiùle  de  dire,  en  peu  de  mots,  comment  on 
peut  Yerliier  cette  valeur  de  01. 

4g.  Le  point  h  étant  l'intersection  de  la  droite  kJB 
avec  Taxe  O;",  on  a  d'abord  01=:  Oh — kl)  mais  en 
faisant  Ohz=:j^y  on  a  déjà  (  n°  45) 

Xy^'=^yP.cos.ci-}-y^P\cos.ci^-{--  y" P" ,  cos .  a"  -\-  etc.  ; 

il  ne  reste  donc  plus  que  la  valeur  de  hl  à  trouver. 

Pour  cela,  appelons  W  la  force  dirigée  suivant  kF^ 

■s  sa  distance  à  Taxe  Oj^  y  laforce  égale  et  contraire^ 
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^uî  agit  suivant  liF' ^  et  /  sa  distance  au  même  axcn 
En  considérant  que  S  est  la  résultante  d  une  partie 
des  forces  P . cos  Xy  P' .  cos .  Q\  etc. ,  parallèles  à  cet 
axe,  et  que  S'  est  la  résultante  de  l'autre  partie,  on 
aura,  d'après  le  n*  4^  > 

Ss  -h  y/  =  xP .  cos .  C 4-x  P' .  cos .  Q'-^xP" ,  cos .  C"-f  etc,  ; 
d'ailleurs  on  a 

S  —  s'^g'k,         M=:g'k\         S'=z^S, 

et  par   conséquent 

mais  -à  cause  que  la  diagonale  g'g  du  rectangle 
kg' kg  est  la  direction  de  la  résultante  des  forces 
tS*  et  X,  agissant  au  pokit  g  suivant  les  cotés  gl^  et 
gky  on    a    aussi 

d'où  l'on  tire 


'k'^hlr= 


X  X       \ 

On  aura  donc 

X./iZ==a:P.cos,C4-xP'.cos.C''-i-x''P\cos.r-4-etc.| 

Yetranchant  cette  valeur  de  celle  de  Xj\ ,  mettant  01 
à  la  place  dej'^ — hl,  et  faisant  attention  à  ce  que  L 
représente  (  ri°  4^  ) ,  il  vient 

résultat  qui  coïncide  avec  celui  du  n°  précédent, 
So,  Pour  trouver  maintenant  les  conditions  d'équi- 
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libre  des  forces  P^P'^P"^  etc.,  données  en  gran- 
deur et  en  direction,  et  toutes  comprises  dans  un 
ïiiême  plan_,  je  séparerai,  comme  dans  le  n°  4^ ,  la 
force  P  des  autres.  S'il  n'y  a  aucun  point  fixe  dans 
le  système ,  il  faudra ,  pour  que  ces  forces  se  de- 
traisent,  que  P' ,  P" ,  etc.  aient  une  résultante  égale 
et  contraire  à  P  :  soit  R  cette  résultante  ;  a  et  b\  les 
angles  qui  déterminent  sa  direction,  par  rapport  aux 
axes  Ojc  et  Oj-  (  fîg.  i5  );  nous  aurons  (  n°  4^  ) 

K.cos.ar=P\cos.  a!  -f  P" .  cos.  oJ'  -f-  etc.  , 
K .cos,b' z=P' .cos.C  +  P" ,cosX"  -^  ntc, 

et  pour  l'équation  de  la  droite  suivant  laquelle  cette 
résultante  agit  (  n?  4^  )  > 

Xt'  -^rs'z=:L\  (â) 

t^  et  /  étant  les  coordonnées  variables  :  X'  et  Y' 
désignent  ici  ,  pour  abréger  ,  les  composantes 
Pl. COS. a  et  Pi  .cos, U^  et  L'  représente  la  quantité 

P'(y.cos.^'~-:c'.cos.CO-fP"(/.cos.ct"— a;".cos.r)-f  etc.  ; 

de  manière  qu'en  comparant  ces  quantités  à  leurs 
analogues  X,Fet  L  des  n'*'  4^  ^t  46,  on  a 

.V  =  X  — P.cos.«,         Y'=Y—P.cQsX, 
L:=iL —  P(y.cos.<j:  —  x'.cos.é'). 

Les  deux  forces  P  et  B!  devant  être  égales  et  di- 
rectement opposées,  il  faut  d'abord  que  la  somme 
de  leurs  composantes,  suivant  chaque  axe  des  coor- 
données, soit  égale  à  zéro;    il  faut  donc  qu'on  ait    ^ 

A''-|-  P.CO£.îC=rC,  V-^  P.CQ^X^O-^ 

OU  , 
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ou  y  ce  qui  est  la  même  chose  , 

Mais  en  vertu  de  ces  deux  équations,  ces  forces  se- 
ront seulement  égales,  parallèles  et  dirigées  en  sens 
contraires;  et  pour  qu'elles  soient  directement  op- 
posées j  il  faut  eacore  que  le  point  m ,  auquel  est 
appliquée  la  force  P,  se  trouve  sur  la  direction  de 
la  force  Bf  ;  donc  ses  coordonnées  œ  et  j  doivent 
satisfaire  à  Téquation  (2)  ^  c'est-à-dire,  que  cette 
équation  doit  subsister,  quand  on  j  fait  /=^^  t'=^; 
ce  qui  donne  Xy — •V^a:=L^;  équation  qui  se  réduit  à 

lorsqu'on  y  met^  pour  X\  Y'  et  Z',  leurs   valeurs* 
Il  résulte  de  là  que  ces  trois  équations 

sont  nécessaires  et  suffisent  pour  l'équilibre  des 
forces  Py  P%  P\  puisqu'elles  expriment ,  étant 
prises  toutes  trois  ensemble ,  que  ces  forces  se  ré- 
duisent à  deux,  égales  et  directement  opposées.  En 
y  mettant  pour  X,  Y  el  L  ^  ce  que  ces  lettres  re-^ 
présentent,  on  a 

/'.COS.a-f-P'.COS.ct'-f-  P".COS.£t"-l-etC.rrr  Oj  -v 

P.cos.C  +  jP'.cos.^-f  jP".cos.^'  +  etc.  =  o,-  V(5) 

PQy.cos.a — a7.cos.Q-fP'(jy'.cos.ct' — x\cos,Q')-\-étc.r=.o.  3 

Lorsque  les  forces,  les  angles  et  les  coordonnées 

qui  entrent  dans  ces  équations,  et  qui  sont  donnés 

i^  5 
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dans  chaque  cas  particulier,  les  rendront  identiques, 
on  pourra  assurer  que  l'équilibre  existe  ;  et  si  Tune 
de  ces  trois  équations  n'est  pas  satisfaite  par  ces 
quantités,  on  sera  également  certain  que  l'équilibre 
n'a  pas  lieu.  * 

5 1 .  Si  Ton  a  seulement  Z=o,  les  jfbrces  P,P',P',etc;  j 
auront  une  résultante  égale  à  V^^''+^%  et  dont  la    ; 
direction  passera  par  le  point  O,  origine  des  coor-    ' 
données  ;  car  son  équation  se  réduit  alors  à 

Xt  •—  Y  s  :=:  O  , 

qui  appartient  a  une  droite  menée  par  cette  origine.'    | 
Or,  auand  il  existe  un  point  ûxe  dans  le  système, 
il  sutfiî^  pour  l'équilibre,  que  la  résultante  des  forces 
données  passe  par  ce  point,  et,  de  plus,  l'équilibre 
ne  peut  avoir  lieu  que  de  cette  seule  manière  ;  donc, 
dans  le  cas  d'un  point  fixe,  si  l'on  prend  ce  point   d 
pour  origine  des  coordonnées,  les  conditions  d'équi- 
libre se  réduiront  à  ce  que  la  quantité  L  soit  nulle, 
par  rapport  à  cette  origine-,   de  sorte  qu'on  n'aura    | 
alors  qu'une  seule  équation  d'équilibre,  savoir,  la    | 
troisième  équation  (5). 

52.  Nous  ferons  souvent  usage,  dans  la  suite  de  i| 
cet  Ouvrage,  d'une  espèce  de  momens  dont  nous 
n'avons  pas  parlé  jusqu'ici ,  et  qu'il  ne  faut  pas  con- 
fondre avec  les  momens  que  nous  avons  définis 
dans  le  n°  5g.  En  attendant  que  nous  en  donnions 
une  théorie  complète,  nous  exposerons  ici  celles  de 
leurs  propriétés ,  qui  sont  relatives  à  la  compositioa 
des  forces  dirigées  dans  un  même  plan. 


I 
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On  appelle  moment  cVune  force  par  rapport  a  un 
point,  le  produit  de  cette  force  par  la  perpendicu- 
laire abaissée  de  ce  point  sur  sa  direction  ;  le  point 
d'où  l'on  abaisse  la  perpendiculaire  se  nomme  le 
centre  des  momens. 

\ats  momens  par  rapport  à  un  point ,  diffèrent 
essentiellement  des  momens  par  rapport  à  un  plan 
(  n"*  39  ).  Ceux-ci  dépendent  du  point  d'application 
de  la  force,  et  sont  indépendans  de  sa  direction;  les 
momens  par  rapport  à  un  point  dépendent ,  au  con- 
traire, de  la  direction  ^  et  sont  indépendans  du  point 
d'application.  Les  premiers  ne  s'emploient  que  dans 
la  théorie  des  forces  parallèles;  ils  peuvent  être  po- 
sitifs ou  négatifs;  leurs  signes  se  déterminent  d'après 
ceux  de  la  force  et  de  l'ordonnée  du  point  auquel 
elle  est  appliquée ,  puisqu'ils  sont  le  produit  de  ces 
deux  quantités.  Au  contraire,  dans  les  momens  p^r 
rapport  à  un  point,  les  deux  facteurs,  savoir,  la 
force  et  la  perpendiculaire  abaissée  sur  sa  direction, 
sont  des  quantités  qu'on  regarde  toujours  comme 
positives  ;  par  conséquent  ces  momens  sont  aussi 
toujours  positifs. 

55.  Diaprés  cette  définition,  il  nous  sera  aisé  de 
démontrer  que  le  moment  de  la  résultante  de  deux 
forces,  pris  par  rapport  à  un  point  de  leur  plan  , 
est  égal  à  la  somme  ou  à  la  différence  des  momens 
des  composantes ,  pris  par  rapport  au  même  point  ; 
à  la  différence,  quand  ce  point  est  compris  dans 
l'angle  des  composantes^   ou  d^ns  son  opposé  au 

g..   ^ 
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sommet  ;  à  la  somme  ^  quand  ce  point  tombe  hors 

de  ces  deux  angles. 

En  effet ,  soient  P  et  P'y  ces  deux  forces  ;  mJ  et 
jjiJ'  (  fîg.  i5  et  i6  ),  leurs  directions  ;  Q  leur  résul- 
tante^ agissant  suivant  mB;  C,  le  centre  des  mo- 
mens; /7, /?',  9^,  les  perpendiculaires  Ca,  Cd,  Ch^ 
abaissées  de  ce  point  sur  les  directions  de  P,  P"  et  Q, 
Décomposons  chacune  de  ces  trois  forces  en  deux 
autres ,  dirigées  suivant  la  droite  mC^  et  suivant  la 
perpendiculaire  KmK'  élevée  sur  cette  droite;  et 
considérons  les  composantes  perpendiculaires  à  mC. 

On  a  évidemment 

cos.BmK=  s\n.BmC^=-rr-^='  -> 

Cm       c 

en  désignant  par  ^,  la  longueur  de  la  ligne  Cm;  donc 
la  composante  de  la  force  Ç,  suivant  mK,  sera  égale 

3L  Q.~'  De  même  les  composantes  perpendiculaires 
à  Cm,  de  P  et  P"  sont  égales  à  P.  ^  et  P'.  ^i  elles 

©ont  dirigées  en  sens  contraires ,  quand  la  ligne  Cm 
traverse  l'angle  AmA'  (  fig.  i5  ),  et  dans  le  même 
sens,  quand  cette  ligne  tombe  hors  de  cet  angle 
(  fîg.  i6  ).  Or,  la  somme  de  ces  composantes  de 
P  et  P',  dans  le  second  cas,  et  Texcès  de  la  plus 
grande  sur  la  plus  petite,  dans  le  premier,  doit  re- 
produire la  composante  de  Ç,  puisque  Q  est  la  ré- 
sultante de  P  et  P';  on  aura  donc ,  en  supposant  \z 
Gomposanle  de  P,  plus  grande  que  celle  de  P', 

q.i^P.E±p',Pl. 
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ïe  signe  +  se  rapportant  à  la  fig.  16,  et  le  sîgne — , 
à  la  fîg.  i5;  supprimant  le  dénominateur  c^  com- 
mun à  tous  les  termes ,  il  vient 

ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

54.  Si  l'on  imagine  que  le  point  C  soit  fixe,  et 
que  les  perpendiculaires  Ca,  Ca\  Cb^  soient  des 
droites  inflexibles^  les  forces  P^  P\  Q,  qui  peuvent 
être  censées  agir  aux  extrémités  de  ces  droites,  na 
pourront  produire  qu'un  mouvement  de  rotation 
autour  de  ce  centre  fixe.  Ox^,  l'inspection  de  la  iis^,  16 
suffit  pour  montrer  que  quand  le  point  C  tombe  hors 
de  l'angle  AmA'\  et  de  son  opposé  au  sommet,  les 
forces  P  et  P'  et  leur  résultante  Q  tendent  à  faire 
tourner  leurs  points  d'application,  dans  le  même  sens 
autour  de  ce  point  C\  au  contraire,  lorsque  ce  point 
tombe  dans  l'un  de  ces  deux  angles,  la  fig.  i5  fait 
voir  que  les  forces  P  et  P'  tendent  à  faire  tourner 
les  points  a  et  a  en  sens  opposés  ;  et  l'on  voit  aussi 
que,  dans  ce  cas,  la  résultante  Q  tend  à  faire  tourner 
son  point  d'application,  dans  le  même  sens  que  celle 
des  deux  composantes  qui  a  le  plus  grand  moment. 
D'après  cette  remarque,  nous  pouvons  énoncer,  de 
la  manière  suivante,  le  tîaéorème  que  nous  venons 
de  démontrer. 

he  moment  de  la  résultante  de  deux  forces  est  égal 

a  la  somme  ou  à  la  différence  des  momens  de  ces 

forces  y  selon  quelles  tendent  a  faire  tourner  leurs 

points  d'application  dans  le  même  sens  ou  dans  des,. 
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sens  opposés  y  autour  du  centre  des  niomens  qui  est 
pris  dans  leur  plan  et  regardé  comme  fixe. 

Ce  théorème  ayant  lieu  pour  des  forces  qui  fout 
entre  elles  un  angle  quelconque^  doit  encore  sub- 
sister, quand  elles  deviennent  parallèles  ;  c'est  en 
effet  une  conséquence  facile  à  déduire  de  la  com- 
position de  ce  genre  de  forces  (n®  32). 

^^,  L'avantage  de  ce  dernier  énoncé  est  de  pou- 
voir facilement  s'étendre  à  un  nombre  quelconque 
de  forces  Pj  P'y  P",  etc.  ,  dirigées  dans  un  même 
plan  :  en  regardant  le  centre  des  momens  comme 
un  point  fixe,  autour  duquel  ces  forces  tendent  à 
faire  tourner  le  système  de  leurs  points  d'applica- 
tion, le  moment  de  la  résultante  est  égal  à  la  somme 
des  momens  des  forces  qui  tendent  à  faire  tourner 
dans  le  même  sens  qu'elle  ,  moins  la  somme  des 
momens  des  forces  qui  tendent  à  faire  tourner  en 
sens  contraire. 

Sans  qu'il  soit  besoin  de  construire  une  figure , 
supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  les  trois  pre- 
mières forces  P,  P',  P"  tendent  à  faire  tourner  dans 
un  même  sens,  et  toutes  les  autres,  dans  le  sens  op- 
posé. Reprenons  la  suite  des  constructions  du  n°  44- 
Soit  Q  la  résultante  de  P  et  P'  ;  Q  celle  de  Ç  et  P\ 
ou  de  P,  P'  et  P"  ;  soient  encore  /?,  p\  p%  q  et  q\ 
ïes  perpendiculaires  abaissées  du  centre  des  momens 
sur  les  directions  des  forces  P,  P",  P%  Q  et  Q'. 
Nous  aurons ,  d'après  ce  qu'on  \  ient  de  voir , 

Ça  rrr  Pp  -4-  PV,         Q'c/  =:^  Qq  +  P"/ ', 
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d'où  Ton  tire 

De  même ,  si  l'on  désigne  par  Ç^ ,  la  résultante  de 
toutes  les  autres  forces  P'%  P'%  etc.  ;  par  ^r  ,  la 
perpendiculaire  abaissée  du  centre  des  momens  sur 
sa  direction  ;  par  p'''^  p'^,  etc. ,  les  perpendiculaires 
abaissées  du  même  point  sur  les  directions  des 
forces  P"'^  P^^ ^  etc.  :  on  aura 

Or,  la  résultante  K  de  toutes  les  forces  donne'es,  sera 
celle  des  deux  forces  (^  et  Q^  ;  si  donc  on  repré- 
sente par  Fy  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  des 
momens  sur  la  direction  de  i? ,  et  si  l'on  considère 
que  ces  forces  Q'  et  Q^  tendent  à  faire  tourner  en 
sens  opposés,  on  aura 

7^r=:QV-Ç;^„       on       /îr=  Ç^c/,  -  çy, 

selon  que  Q'(j'  sera  plus  grand  ou  plus  petit  que 
Q^^^  y  car  le  produit  Rr  doit  toujours  être  positif. 
Dans  le  premier  cas,  la  force  B.  tendra  à  faire  tourner 
le  sj'Stème  dans  le  même  sens  que  la  force  Q',  et 
par  conséquent  dans  le  même  sens  que  les  trois 
forces  Py  P\  P"  ;  nous  supposerons  que  ce  soit  ce 
premier  cas  qui  ait  lieu  ;  de  sorte  qu'en  substituant 
pour  Qy  et  Q//^y  leurs  valeurs,  nous  aurons 

Rr  =  Pp  +  Py  +  Py  —  Py  —  P^Y"  —  etc.     (4) 

56.  Cette  équation  renferme  le  théorème  que  l'on 
voulait  démontrer  pour  un  nombre  quelconque  de. 
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forces.  On  peut  encore  le  rendre  plus  général ,  en 
observant  qu'il  a  lieu  y  non-seulement  quand  on  con-^ 
sidère  la  résultante  définitive  des  forces  données  , 
mais  encore  lorsque  l'on  se  contente  de  les  réduire 
à  un  moindre  nombre;  de  manière  que  si  l'on  dé-* 
signe  par  Sy  S\  S"y  etc. ,  des  forces  dont  l'ensemble 
soit  équivalent  aux  forces  P,  P\  P',  etc.  ,  et  par 
s  y  s\  s"  y  etc. ,  les  perpendiculaires  abaissées  du  cen^ 
tre  des  momens  sur  les  directions  àe  SyS\  S'^elc.y 
on  trouvera,  par  le  même  raisonnement  que  dans  le 
n- précédent, 

équation  dans  laquelle  on  doit  prendre  avec  le  signe 
-f-  5  les  momens  des  forces  S,  S'y  S" y  etc. ,  qui  ten- 
dent à  faire  tourner  dans  le  même  sens  que  P,  P^ 
et  P"y  et  avec  le  signe  — i  y  les  momens  de  celles 
qui  tendent  à  faire  tourner  dans  le  sens  des  autres 
forces  F" y  P'\  etc. 

Cette  équation  a  l'avantage  de  comprendre  le  cas 
particulier  où  les  forces  données  P,  P',  P^  etc. 
n'ont  point  une  résultante  unique. 

5j.  L'équation  (4)  fournit  un  énoncé  fort  simple 
de  la  loi  de  l'équilibre  dans  le  levier.  En  effet ,  un 
levier  est  en  général  une  ligne  inflexible,  droite  ou 
courbe ,  ^iLeQ  par  un  de  ses  points  qu'on  appelle  le 
point  d'appui;  en  supposant  donc  le  levier  que  l'on 
considère,  formé  par  une  courbe  plane,  et  les  forces 
qui  lui  sont  appliquées,  toutes  dirigées  dans  le  plan 
de  cette  courbe,  il  faudra ,  pour  Téquilibre,  que  cesi 
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forces  aient  une  résultante  qui  vienne  passer  par  le 
point  d'appui  ;  si  do:nc  on  prend  ce  point  pour  le 
centre  des  momens,  le  moment  de  la  résultante  sera 
égal  à  zéro;  donc  en  vertu  de  l'équation  (4),  et  en 
conservant  les  suppositions  du  n°  55,  on  aura 

Pp^py^P"p"-^P'y--  piv^tv  _  etc.  =:  O^  (5) 

c'est-à-dire,  que  pour  l'équilibre,  la  somme  des  mo^ 
mens  des  forces  qui  tendent  à  faire  tourner  le  levier 
dans  un  sens^  doit  être  égale  a  la  somme  des  momens 
de  celles  qui  tendent  a  le  faire  tourner  dans  le  sens 
opposé j  les  momens  des  unes  et  des  autres  étant  pris 
par  rapport  au  point  d'appui, 

58.  Comme  il  existe  réellement  un  point  ûxe 
dans  le  levier,  il  est  naturel  de  faire  entrer  la  con-* 
sidération  du  mouvement  de  rotation  autour  de  ce 
point ,  dans  l'énoncé  de  la  condition  d'équilibre ,  et 
de  la  faire  servir  à  distinguer  les  momens  qui  doi- 
vent être  pris  avec  le  signe  +,  et  ceux  qui  doivent 
avoir  le  signe  ■^-^.  Mais  quand  il  s'agit  d'un  système 
de  forces  appliquées  à  un  corps  qui  n'est  retenu  par 
aucun  point  fixe,  la  considération  d'un  mouvement 
de  rotation  hypothétique  est  tout-à-fait  indirecte  et 
d'ailleurs  peu  commode.  Il  vaut  mieux  alors,  ainsi 
que  nous  l'avons  pratiqué  précédemment ,  intro^ 
duire  à  la  place  des  forces  données,  leurs  compo- 
santes parallèles  à  des  axes  rectangulaires,  et  à  la 
place  des  perpendiculaires  abaissées  sur  leurs  di- 
rections, les  coordonnées  de  leurs  points  d'applica^ 
îion,*  car  cçs  composantes  et  ces  coordonnées  ont 
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l'avantage  que  leurs  sigaes  sont  donnés  en  mênxe 
îems  que  leurs  valeurs,  sans  qu'on  ait  besoin  de  re- 
courir a  aucune  règle  particulière. 

Au  reste,  l'équation  Z  =  o  du  n®  5i  et  l'équa- 
tion (5)  que  nous  venons  de  trouver,  exprimant, 
l'une  et  l'autre ,  la  condition  d'équilibre  des  forces 
P,  P\  P" y  etc.,  autour  d'un  point  fixe,  il  est  évi- 
dent que  ces  deux  équations  doivent  être  équiva- 
lentes ;  et ,  en  effet ,  si  l'origine  des  coordonnées 
.r,^,  x\  j\  etc.  ,  qui  entrent  dans  la  fonction  Z, 
coïncide  avec  le  centre  des  niomens  ,  d'où  l'on 
abaisse  les  perpendiculaires  /?,  /?',  j)\  etc. ,  on  a 
identiquement 

Pp  -f  />>'+  P'Y—  P'Y'^p^y^  —  etc.  =  ±:  L.      (6)  , 

On  pourrait  vérifier  cette  équation  ,  en  observant 
que  les  différens  termes  j^ . P . cos . a ,  œ.P .cos.ë , 
y.P\cos.ct\  etc.  de  la  fonction  Z,  sont  les  momens 
des  composantes  de  P,  P',  P%  etc.  ,  pris  par  rap- 
port à  l'origine  des  coordonnées,  et  en  montrant 
que  ces  termes  sont  assemblés  dans  L  par  les  signes 
•-{-ou  — ,  selon  le  sens  dans  lequel  chaque  compo- 
sante tend  à  faire  tourner  autour  de  ce  point;  mais 
on  obtient  plus  simplement  l'équation  (6),  de  la 
manière  suivante. 

Supposons  que  P,  P',  P'^,  etc.  ont  une  résul- 
tante R  ;  son  équation  sera  ,  d'après  le  n^  4^  , 

Y  L 

et  d'après  les   formules  connues,  la  îonguçur  de  la 
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perpendiculaire  abaissée  de  Torigine  des  coordon- 
nées sur  celte  droite,  sera  exprimée  par 


V/à'^+f^' 


en  prenant  le  signe  +  ou  le  signe  —,  selon  que  L 
est  positive  ou  négative,  car  cette  longueur  doit  tou- 
jours être  positive.  Donc ,  /-  étant  cette  perpendicu- 
laire^ et  observant  que  \/X^+F''=i? ,  on  aura 

équation  qui  est  la  même  en  vertu  de  l'équation  (4)> 
que  celle  qu'on  veut  vérifier. 

Si  les  forces  P,  P\  P" y  etc.  n'ont  pas  de  résul- 
tante, on  ajoutera  a  ce  système  une  force  S  de  gran- 
deur et  de  position  arbitraires ,  et  alors  il  existera 
une  résultante.  L^équation  (6)  aura  donc  lieu  ,  en 
comprenant  S  au  nombre  des  forces  données;  or, 
en  supposant  que  sa  direction  passe  par  l'origine  des 
coordonnées,  les  deux  membres  de  cette  équation 
seront  les  mêmes  que  si  la  force  S  n'existait  pas  ; 
donc  l'équation  (6)  subsiste  entre  les  seules  forces 
P,  P' y  P%  etc.  ;  par  conséquent  elle  est  vraie,  soit 
que  ces  forces  aient  ou  n'aient  pas  de  résultante. 

§.  111.  Composition  et  Equilibre  des  forces  dirigées 
d'une  manière  quelconque  dans  l[espace, 

59.  Puisque  nous  venons  de  considérer  les  forces 
parallèles  et  les  forces  dirigées  dans  un  même  plan. 
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et  que  nous  avons  résolu ,  par  rapport  à  ces  deux 
systèmes  de  forces,  toutes  les  questions -qu'on  peut 
proposer,  il  est  naturel  de  chercher  à  décomposer 
en  deux  pareils  systèmes ,  les  forces  de  direction 
quelconque  dont  nous  allons  maintenant  nous  oc-^ 
euper.  Or,  cette  transformation  peut  s'effectuer  de 
plusieurs  manières  différentes  ,  parmi  lesquelles , 
celle  que  je  vais  exposer  m'a  paru  la  plus  simple. 

Appelons  m,  m\  m",  etc. ,  les  points  matériels  sur 
lesquels  agissent  les  forces  données,  et  qui  sont 
liés  entre  eux  d'une  manière  invariable.  Menons 
par  un  point  O  choisi  arbitrairement  (  fîg.  17), 
trois  droites  rectangulaires  Ox  ^  Oj^  Oz  y  qui  se- 
ront les  axes  des  coordonnées.  Soit  P  la  force 
appliquée  au  point  m;  x^j^Zy  les  trois  coordon- 
nées de  ce  point;  a,  ê,  ^,  les  anglfes  que  fait  la  di- 
rection de  P  avec  des  parallèles  aux  axes  des  x^j^  z  : 
ces  angles  étant  comptés  comme  on  en  est  convenu 
au  commencement  de  ce  Traité  (  n"*  5  ).  Désignons 
par  P',  x^  y  y  y  z  y  o!  y  €' y  y  y  ce  que  deviennent 
P,  Xyjy  Zy  ct y  ëy  "^/y  i^SiY  rapport  au  point  m^  ;  par 
P'^y  x''yj"y  z'y  aï' y  Cy  y,  ce  que  deviennent  les  mêmes 
quantités  y  par  rapport  au  point  m"  ;  et  ainsi  de  suite. 

Décomposons  chacune  des  forces  P,  P',  P",  etc. , 
sans  changer  son  point  d'application ,  en  trois  forces 
parallèles  aux  axes  des  coordonnées  ;  on  aura 
P ,  cos .  ce,  P' .  cos .  a  y  P" .  cos .  a'',  etc. ,  pour  les  com- 
posantes parallèles  à  l'axe  Ox ;  P . cos .€y  P' . cos . f ', 
P'^.cos.ê",  etc. ,  seront  les  composantes  parallèles  à 
l'axe  Oy  ;  et  enfin  les  composantes  parallèles  à  l'axe 
Oz  seront  P.  cos. y  y  P',  cos, y  y  P\cos,y''y  etc.  On 
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peut  substituer  ces  trois  groupes  de  forces  parallèles 
aux  forces  données  P,  P' yP\  etc.  ;  il  ne  s'agit  donc 
plus  que  de  ramener  à  un  même  plan  les  forces  qui 
composent  deux  de  ces  groupes  :  par  exemple,  les 
forces  parallèles  aux  axes  des  x  et  des  j^. 

Pour  y  parvenir,  j'observe  que  sans  altérer  le  sys- 
tème de  forces  que  l'on  considère  ,  il  est  permis 
d'appliquer  en  un  même  point,  deux  forces  égales 
et  contraires.  J'applique  donc  au  point  m  ,  deux 
forces  parallèles  à  l'axe  Oz ,  égales  et  opposées ,  et 
que  je  représente  par  g  et  —  g.  Je  compose  la 
force  gj  qui  agit  suivant  ma^  avec  la  force  P.cos.a, 
qui  agit  suivant  mh  parallèle  à  Ox",  soit  inh  la  di- 
rection de  leur  résultante,  et  B  le  point  où  son 
prolongement  vient  rencontrer  le  plan  des  oc^j.  Je 
transporte  le  point  d'application  de  cette  force  en 
ce  point  ;  puis  je  la  décompose  en  deux  forces  pa- 
rallèles aux  axes  des  x  et  des  2; ,  ce  qui  reproduit 
les  composantes  g  qï  P ,  cos .  a  ,  dont  le  point  d'ap- 
plication seulement  a  été  changé  :  la  force  P. cos. a 
est  maintenant  dirigée  dans  le  plan  des  cc^j^  suivant 
la  droite  BH^  projection  de  sa  première  direction 
mh  ;  la  forcé  g  est  appliquée  perpendiculairement  à 
ce  plan,  en  un  point  B  de  cette  projection  dont  les 
coordonnées  sont  faciles  à  déterminer. 

En  effet ,  si  l'on  suppose  que  A  soit  la  projection 
de  m  sur  le  plan  des  x^j^  ses  coordonnées  seront 
j  ei  œ^  et  l'on  aura  j  et  x  —  JB^  pour  celles  du 
point  j5,  puisque  ces  deux  points  sont  sur  une  même 
parallèle  à  l'axe  des  x.  Or,  en  considérant  le  paral- 
lélogramme rectangle  ABCm^  et  observant  que  sa 
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diagonale  Bm  est  la  direction  de  la  résultante  des 
forces  g  et  P.cos.a,  qui  agissent  suivant  ses  cotes 
BC  et  BAj  on  a 

BA\  BC  ::  p. COS. et  :  g-, 

d'où  l'on  tire,  à  cause  de  BC^=^Zy 

_     .  zP.COS.  A 

BA  =  • 

S 

Les  coordonnées  du  point  d'application  de  la  force  ^ 
dans  le  plan  des  oCj  j-  sont  donc 

zP .  cos .  ce 

y    et   X . 

g 

En  opérant  de  la  même  manière  sur  les  forces 
- —  g  et  P .  cos .  ë  y  celle-ci  sera  transportée  dans  le 
plan  des  oc ,  j^,  suivant  la  projection  de  sa  première 
direction^  et  les  coordonnées  du  nouveau  point  d'ap- 
plication de  la  force  — g  dans  le  même  plan,  seront 

,      2,P.C0S.C 

y  +  — - —  ^t  ^• 

On  transportera  par  le  même  moyen,  toutes 
les  forces  P\ cos. ctf^  P" .cos. ct\  etc.;  P'.cos.C\ 
P" .cos.ë^y  etc.,  dans  le  plan  des  oc^j-.  Chacune  de 
ces  forces  agira  suivant  la  projection  sur  ce  plan  de 
sa  direction  primitive,  qui  pouvait  être  au-dessus 
ou  au-dessous  du  même  plan;  mais  on  aura  de  plus, 
parallèlement  à  l'axe  des  z^  autant  de  couples  de 
forces ^§'  et  —  g\  g"  et  —  g%  etc. ,  qu'il  y  a  de  points 
?n^y  m\  etc.  Les  coordonnées  des  points  d'applica- 
tion de  ces  forces,  dans  le  plan  des  ,x,  j^  se  dé- 
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duîront  de  celles  qui  repondent  aux  forces  g  et  — g ^ 
en  accentuant  les  lettres  Xy  j^  g  y  Py  a  et  ê. 

60.  Nous  avons  donc,  au  lieu  des  forces  données, 
un  système  de  forces  dirigées  dans  le  plan  des  x^j^ 
et  un  système  de  forces  perpendiculaire^  à  ce  plan. 

Pour  réquilibre  des  premières ,  il  faut  qu'on  ait 

les  trois  équations  du  n°  5o,  car  les  notations  sont 

les  mêmes  ici  et  dans  ce  n*;  on  a  donc 

» 
P.cos.rt  +  P'.cos.tt -I-  P".cos.a'4-etc.  —  o,  (i) 

P .cosX  -\-  P'.cos.C -{-  P'\cosX" -\-  e\c.z=zo  ^  (2) 

P(y.cos.ci — X. COS. C^-^PXy' .COS. et — a?'.cos.C')-f-etc.=ro.  (3) 

Pour  l'équilibre  des  forces  parallèles  a  l'axe  des  s, 
savoir:  jP.cos.^,  P'.cos.^,  ^''.cos.^",  etc.;^,  ^', 
g"  y  etc.,-  — g  y  — g\  — g\  etc.;  il  faut  d'abord 
(n°  42)  que  leur  somme  soit  nulle,  ce  qui  donne 

P.cos.7+P'.cos./4-  ^^cos.'>^^-f-  etc.  — o.  (4) 

11  faut  ensuite  que  les  sommes  de  leurs  momens, 
pris  par  rapport  aux  plans  des  Xy  z  et  des  j,  z^ 
qui  leur  sont  parallèles,  soient  aussi  nulles.  Or,  par 
rapport  au  premier  plan,  la  somme  des  momens 
de  P.  COS.  y  y  P'.cos.^',  P'.cos.y,  etc.,  est 

yP .co%.y  '\-y  P^cop.y' -^ y" P" .cos.y" ^  etc.  ^ 

la  somme  des  momens  des  forces  g^  g\  g" y  etc.  ^  est 
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enfin  la  somme  des  moniens  des  forces  —  g* ,  —  g'^ 
— g" y  etc.,  est 


etc.  , 


puisque  nous  avons 


zP,  COS.  C             ,      z^P\  COS.  C^ 
y-\ ,         y  H ,   etc. 

pour  les  coordonnées  de  leurs  points  d'application ^ 
perpendiculaires  au  plan  des  x,  z. 

On  a  donc ,  en  ajoutant  ces  trois  sommes  et  en 
réduisant , 

P{y.cos.y — s.cos.Q-i-P'Cy.cos.y — s'.cos.C')-i-etc.  =:c.  (5) 

On  trouvera  de  même,  en  formant  la  somme  des 
momens  par  rapport  au  plan  des  j-,  z,  et  l'égalant 
a  zéro 

JP(a7.cos,y — z.cos.a,)-\-P' (x' .cos.y^ — 2,'.cos.cfc')+etc.  =  o.  (S) 

6i.-Ces  six  équations  suffisent  pour  l'équilibre 
des  forces  P,  P\  P'\  etc.  ;  car  il  est  évident  que  si 
l'équilibre  existe  séparément  dans  les  deux  systèmes 
qui  remplacent  les  forces  données ,  il  existera  aussi 
entre  ces  forces.  Mais  pour  que  ces  équations  soient 
nécessaires ,  il  faut  qu'il  soit  démontré  que  ces  deux 
systèmes  de  forces  ne  peuvent  se  détruire,  sans 
qu'il  y  ait  équilibre  séparément  dans  chaque  sys- 
tème ;  c'est  en  effet  ce  qui  a  lieu. 

Supposons,  pour  le  prouver,  que  les  deux  sys- 
tèmes puissent  êtr^e  en  équilibre,  sans  que  les  forces 

parallèles 
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parallèles  à  l'axe  des  z  se  détruisent  entre  elles.  Il 
est  évident  qu'on  ne  troublera  pas  cet  équilibre  en 
fixant  une  droite  choisie  au  hasard  dans  le  plan,  des 
X,  j;  mais  alors  toutes  les  forces  situées  dans  ce 
plan  seront  détruites,  soit  parce  qu'elles  rencontrent 
cette  droite ,  soit  parce  qu'elles  lui  sont  parallèles  : 
au  contraire^  les  forces  perpendiculaires  à  ce  plan, 
qui  ne  se  détruisent  pas  entre  elles,  produiront  un 
mouvement  de  rotation  autour  de  l'axe  fixe;  d'oii  il 
suit  que  l'équilibre  que  l'on  suppose,  ne  peut  pas 
avoir  lieu.  Ainsi  les  forces  perpendiculaires  au  plan 
des  X,  jT,  et  par  conséquent  aussi  les  forces  dirigées 
dans  ce  plan,  se  détruisent  séparément  quand  l'équi- 
Whve  a  lieu  entre  toutes  les  forces  données. 

Concluons  donc  que  les  six  équations  du  n""  pré- 
cédent sont  nécessaires  et  Suffisent  pour  l'équi- 
libre d'un  système  de  forces  quelconques,  appliquées 
à  dilFérens  points  d'un  corps  solide  libre  ^  c'est-à-dire> 
à  des  points  matériels  liés  entre  eux  d'une  manière 
invariable,  et  dont  aucun  n'est  supposé  Q-^e,  ni  re- 
tenu sur  une  surface  donnée. 

62.  Occupons  -  nous  maintenant  de  l'équilibre 
d'un  corps  solide  qui  n'est  pas  entièrement  libre. 

Supposons  d'abord  que  le  corps  auquel  sont  ap- 
pliquées les  forces  P,  P' ^  P\  etc. ,  renferme  un 
point  fixe,  autour  duquel  il  soit  obligé  de  tourner» 
En  plaçant  l'origine  des  coordonnées  en  ce  points 
et  en  substituant  aux  forces  données  les  deux  sys- 
tèmes du  n°  59 ,  on  démontrera^  comme  dans  le  cas 
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d'un  corps  libre ,  que  l'équilibre  ne  peut  avoir  lieu 
entre  les  forces  Pj  P',  P%  etc.,  à  moins  qu'il  n'existe 
séparément  entre  les  forces  dirigées  dans  le  plan  de^ 
^yjy  et  entre  les  forces  parallèles  à  l'axe  des  z.  Or, 
pour  l'équilibi^e  de  ces  dernières  forces,  il  faut, 
d'après  ce  qu^on  a  démontré  dans  le  n*^  42>  m^^  ^^es 
équations  (5)  et  (6)  aient  lieu,  et  pour  l'équilibre 
des  forces  dirigées  dans  le  plan  des  x^jy  il  résulte 
du  n'^Si,  que  l'on  doit  avoir  l'équation  (5).  Les  trois 
équations  (5),  (5)  et  (6),  du  n**  6o,  sont  donc  celles 
de  l'équilibre  d'un  corps  solide,  fixé  par  un  de  ses 
points» 

L'équation  (3)  exprime  (n**  Si)  que  les  forces  di- 
rigées dans  le  plan  des  Xyj^  ont  une  résultante  dont 
là  direction  passe  par  l'origine  des  coordonnées;  en 
vertu  des  équations  (5)  et  (6),  les  forces  parallèles 
à  l'axe  des  z  ont  aussi  une  résultante  (n**  4^)  passant 
par  la  même  origine  :  si  l'on  suppose  ces  deux  ré- 
sultantes appliquées  en  ce  point  commun  à  leurs 
directions,  et  si  on  les  compose  en  une  seule  force, 
celle-ci  sera  la  résultante  de  toutes  les  forces  P,  P", 
P'',  etc.  ;  d'où  il  suit  que  quand  les  trois  équations 
(^)>  (5),  (6)  ont  lieu  ensemble,  les  forces  données 
ont  une  résultante  unique,  qui  vient  passer  par  l'ori- 
gine des  coordonnées  ;  cette  origine  étant  supposée 
tjn  point  fixe,  la  résultante  est  détruite  par  sa  ré- 
sistance, et  elle  exprime  la  pression  que  ce  point 
supporte, 

o5.  Considérons  en  second  lieu  FéquilDjre  d'un 
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corps  solide,  retenu  par  un  axe  fixe, autour  duquel 
il  est  force  de  tourner,  sans  pouvoir  glisser  dans  le 
sens  de  sa  longueur. 

Prenons  cet  axe  pour  celui  des  z ,  et  substituons 
toujours  aux  forces  donne'es  P^  P ^  P%  etc.,  les  deux 
systèmes  de  forces  du  n*  59.  Les  forces  parallèles  à 
Taxe  des  z,  ne  pourront  produire  aucun  mouvement; 
il  sera  donc  inutile  d'avoir  égard  à  ce  premier  sys- 
tème. Quant  aux  forces  dirigées  dans  le  plan  des^,j^-, 
l'équation  (5)  du  n®  60  suffira  pour  leur  équilibre , 
puisque  l'origine  des  coordonnées,  en  tant  qu'elle 
fait  partie  de  l'axe  des  z,  est  un  point  ^lyiQ.  La  ré- 
sultante de  ces  forces  passera  par  ce  point,  et  expri- 
mera la  pression  que  l'axe  fixe  supporte  perpendi- 
culairement à  sa  longueur. 

Ainsi,  dans  le  cas  d'un  axe  fixe,  il  n'y  a  qu'une 
seule  équation  d'équilibre ,  savoir ,  l'équation  (5)  du 
n*'  60.  Mais  si  le  corps  pouvait  glisser  le  long  de  l'axe 
fixe,  il  faudrait  encore,  pour  empêcher  ce  mouve- 
ment, que  la  somme  des  forces  parallèles  à  cet  axe 
fut  égale  à  zéro;  ce  qui  reproduirait  Téquation  (4} 
du  même  n**. 

64.  En  faisant  attention  à  la  symétrie  des  équations 
(5),  (5)  et  (6),  on  voit  que  l'équation  (5)  exprime 
la  condition  d'équilibre  des  forces  P,  P' ,  P" ^  etc,, 
autour  de  l'axe  des  Xy  supposé  fixe,  et  que  l'équa- 
tion (6)  renferme  la  condition  d'équilibre  des  mêmes 
forces  autour  de  l'axe  des  j'. 

Il  résulte  de  là  que  les  conditions  d'équilibre  d'un 
corps  solide  aut.our  d'un   point  fixe  (n''  62),  coix- 

6., 
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sistent  en  ce  que  les  forces  appliquées  à  ce  corps  doî^ 
vent  être  telles  qu'elles  se  fassent  équilibre  autour 
de  trois  droites  rectangulaires,  menées  par  ce  point 
et  regarde'es  successivement  comme  des  axes  fixes. 

65,    Observons  aussi   que   l'e'quation  d'équilibre 
relative  à  chaque  axe,  ne  contient  pas  les  coordon- 
nées parallèles  à  cet  axe,  non  plus  que  les  compo- 
santes parallèles  au  mênie  axe.  Ainsi,  Féqnation  (5) 
qui  renferme  la  condition  d^équilibre  autour  de  l'axe 
Ozy  supposé  fixe,  est  indépendante  des  coordon- 
nées Zy  Zy  z"y  etc.  ,   et  ne  contient  pas  les  compo- 
'  santés  P.cos.yy  P\cos,y\  P".cos.-;",  etc.  ;  elle  ne 
contient  que   les  composantes  parallèles   aux  axes 
Ox  et  Oj^  ou  perpendiculaires  à  l'axe  Oz^  et  les 
coordonnées  œ^  x  ^  x\  etc.  ;  J-)J')j\  etc.,  qui  ap- 
partiennent aux  projections  des  points  /?z,  ?n^  in\  etc. , 
sur  le  pi  anodes  x^j;   de  sorte   que  si  l'équilibre 
existe  ,    il  ne  sera  pas  troublé  en  substituant  aux 
forces  données  P,  P\  P"\  etc.  ,  leurs  composantes  ] 
perpendiculaires  à  l'axe  fixe,  et  aux  points  d'appli-  j 
cation  7?z,  iiï ^  m\  etc. ,  leurs  projections  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  cet  axe. 

Diaprés  cette  remarque,  on  pourra  former  de  cette 
autre  manière  l'équation  d'équilibre  d'un  système  de 
i'orces  données,  autour  d'un  axe  fixe  : 

Par  le  point  d'application  de  cbaque  force,  on, 
imaginera  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  fixe,  puis 
ou  décompera  la  force  en  deux,  l'une  perpendicu- 
l;iire  à  ce  plan  ,  ou  parallèle  à  Taxe,  et  l'autre  di- 
rigée dans  ce  plan;  en  fera  abstraction  des  forces 
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parallèles  à  l'axe ,  et  l'on  aura  seulement  e'gard  aux 
forces  perpendiculaires  ,  que  je  désignerai  par 
Q7  Q%  Q"->  ^^^'  '?  ^^^  forces  seront  dirige'es  dans 
des  plans  diifërens  et  parallèles  entre  eux  ;  mais  en 
choisissant  arbitrairement  un  de  ces. plans,  on  sup- 
posera qu'elles  agissent  toutes  suivant  les  projec-. 
tipns  de  leurs  directions  sur  ce  plan  :  les  forces 
Qy  Q\  Q"^  etc. ,  étant  ainsi  ramenées  à  un  même  plan, 
il  suit  de  la  remarque  qui  vient  d'être  faite,  qu'elles 
devront  s'y  faire  équilibre  autour  du  point  dans  le- 
quel ce  plan  rencontre  l'axe  fixe  ,  et  qui  est  par 
conséquent  un  point  fixe;  et  réciproquement,  si 
cet  équilibre  a  lieu  ,  il  existera  aussi  entre  les  forces 
données,  autour  de  l'axe  ûxe.  Or,  pour  l'équilibre 
des  forces  Ç,  ÇV  Ç"?  etc.  ,  considérées  dans  un 
même  plan ,  il  faut  que  la  somme  des  momens  de 
celles  qui  tendent  à  faire  tourner  dans  un  sens  au- 
tour  du  point  fixe,  soit  égale  à  la  somme  des  mo- 
mens de  celles  qui  tendent  à  faire  tourner  dans  le 
sens  opposé ,  tous  ces  momens  étant  pris  par  rap- 
port au  point  fixe  (  n°  67  )  ;  désignant  donc  par 
^,  /,  (/"^  etc.  ,  les  perpendiculaires  abaissées  de  ce 
point,  sur  les  directions  des  forcesÇ,  Ç',  Ç",  etc. 
dans  ce  plan,  et  supposant  pour  fixer  les  idées, 
que  Ç,  Ç',  Ç*  tendent  à  faire  tourner  dans  un  sens, 
et    Q*',   Q'"^^    etc.,  dans  le  sens  opposé ,  on  aura 

Q^  +  Q'q  '\-  Q"q"  -  Q'V  -  Tq"^—  etc.  =  o, , 

pour  l'équation  d'équilibre. 

66.  Cette  équation  est  équivalente  à  l'équation  (5) 
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du  n*  60 ,  puisque  l'une  exprime  aussi  Lien  que 
l'autre,  la  condition  d'équilibre  autour  d'un  axe  fixe. 
Dans  beaucoup  de  cas,  il  sera  plus  commode  de 
faire  usage  de  celle-ci ,  et  c'est  pour  cela  que  nous 
la  donnons  ici.  Nous  croyons  aussi  qu'il  n^est  pas 
inutile  de  démontrer  directement  le  principe  sur 
lequel  elle  est  fondée.  .   ^ 

Soit  donc  CD  (  fîg.  18  ) ,  l'axe  fixe  ;  ACB  un  • 
plan  perpendiculaire  à  cet  axe  ^  et  qui  le  coupe  au 
j)oint  C  ;  mK  la  direction  dans  l'espace  d'une  des 
forces  données,  appliquée  au  point /tî.  Par  ce  point^^ 
concevons  un  plan  perpendiculaire  à  CD^  et  décom* 
posons  la  force  P  en  deux  autres.  Tune  dirigée  dans 
ce  plan  suivant  la  droite  mH ,  et  l'autre  parallèle 
à  CD,  Cette  seconde  composante  ne  peut  produire 
aucun  mouvement  ;  elle  est  détruite  par  la  résis-*  \ 
tance  de  l'axe  fixe,  et  l'on  peut  en  faire  abstraction. 
Quant  à  la  force  dirigée  suivant  mH  et  parallèle  au 
plan  ACB  j  il  s^agit  de  faire  voir  qu'on  peut  la  rem^ 
placer  par  une  autre  ,    dirigée  dans  ce  plan  même. 

Pour  cela ,  désignons  cette  force  par  Q  ;  suppo* 
sons  que  n  soit  la  projection  de  m  sur  le  plan^C^, 
que  nG  soit  celle  de  la  ligne  mH  sur  le  même  plan, 
et  nE  le  prolongement  de  nG,  Appliquons  au  point 
n  deux  forces  S  et  S^  agissant  suivant  les  directions 
contraires  nG  et  nJS  ^  et  pour  que  cela  ne  change  rien 
au  système ,  supposons  ^S"  :==  iS*  ;  supposons  en  outre 
que  ces  forces  égales  entre  elles ,  soient  aussi  égales 
h.  Q  ;  de  sorte  que  la  force  Q  se  trouve  remplacée 
par  les  trois  forces  égales  S,  y  et  Q,  Menons  par 
l'axe  ÇP  ^  un  plan  perpendiculaire  à  celui  des  dçui^ 
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droites  parallèles  mtieX  EGy  et  qui  coupe  ces  droites 
aux  points  M  et  N ^  situe's  sur  une  parallèle  à  CD, 
Nous  pouvons  prendre  M  pour  le  point  d'applica- 
tion de  la  force  Q^elN  pour  celui  des  forces  iS*  et  S'; 
or,  si  l'on  considère  les  deux  forces  Q  et  S\  qui 
agissent  suivant  les  droites  MH  et  NE^   on  voit 
qu'elles  tendent  à  faire  tourner  le  système  en  sens 
contraires,  autour  de  l'axe  CD  y  et  que  tout  est  par- 
faitement semblable  autour  de  cet  axe ,  par  rapport 
à  ces  deux  forces  ;  il  n^y  a  donc  aucune  raison  pour 
que  l'une  l'emporte  sur  l'autre;  par  conséquent  ces 
deux  forces  égales,  parallèles  et  contraires,  mais 
non  directement   opposées ,   se  font  équilibre  au 
moyen  de  Taxe  fixe.  Ainsi  l'on  peut  faire  abstraction 
des  forces  QeiS' y  et  il  ne  reste  que  la  force  S^  égale 
à  Ç  et  comprise  dans  le  plan  ACB, 

Quel  que  soit  le  nombre  des  forces  données ,  on 
prouvera  par  ce  raisonnement  que  chacune  d'elles 
peut  être  remplacée  par  une  force  comprise  dans  le 
plan  ACB  :  toutes  ces  forces  dirigées  dans  un  même 
plan  ,  doivent  se  faire  équilibre  autour  du  point 
fixe  C  y  ce  qui  donne  l'équation  du  n°  précédent. 

67.  Considérons  enfin  le  cas  011  plusieurs  des 
points  du  corps  solide  qui  doit  rester  en  équilibre , 
sont  assujétis  à  demeurer  dans  un  plan  fixe ,  donné 
de  position. 

Conservons  toujours  fes  notations  du  n*  5g  y  et 
prenons  le  plan  donné ,  pour  celui  des  coordon- 
nées jc  etj.  Substituons  aux  forces  données,  les 
deux  mêmes  systèmes  de  forces  que  dans  ce  n".  U 
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est  évident  que  les  forces  parallèles  à  l'axe  des  Zy 
ou  perpendiculaires  su  plan  fixe^  seront  détruites  par 
la  résistai) ce  de  ce  plan  ;  il  ne  restera  donc  que  les 
forces  dirigées  dans  ce  plan,  et  pour  leur  équilibre, 
il  faudra  que  les  équations  (i),  (2)  et  (5)  du  n°  60 
soient  satisfaiies  :  elles  seront  donc  les  trois  équa- 
tions d'équilibre  dans  le  cas  que  nous  examinons. 

Bîais  si  le  corps  est  seulement  posé  sur  le  plan 
fixe,  par  exemple,  s'il  s'agit  d'un  polyèdre  posé  sur 
une  de  ses  faces,  il  sera  nécessaire  que  la  résultante 
des  forces  perpendiculaires  au  plan  fixe,  soit  telle-^ 
ment  dirigée  qu^'elle  appuie  le  corps  sur  ce  plan.  Il 
faudra  donc,  avant  d'assurer  que  l'équilibre  existe 
en  vertu  des  équations  (i),  (2)  et  (5) ,  faire  atten-^ 
lion  au  signe  de  cette  résultante,  et  examiner  s'il 
est  le  même  que  celui  des  composantes  qui  tendent 
à  appuyer  le  corps  sur  le  plan  ûxe.  De  plus,  il 
faudra  encore  que  cette  force  vienne  couper  le  plan 
fixe  dans  l'intérieur  de  la  face  sur  laquelle  est  posé 
le  polyèdre  ;  car  on  conçoit  sans  peine  que  si  elle 
tombait  hors  de  cette  base ,  elle  détacherait  le  po- 
lyèdre du  plan ,  en  le  faisant  tourner  autour  d'un 
des  côtés  de  cette  même  base. 

Cette  condition  d'équilibre  ne  peut  être  exprimée 
par  une  équation.  Dans  chaque  cas  particulier,  on 
verra  si  elle  est  remplie,  en  déterminant,  d'après  la 
théorie  des  forces  parallèles  ,  les  coordonnées  du 
point  oii  la  résultante  des  forces  perpendiculaires 
^u  plan  fixe,  rencontre  ce  plan.  Or,  le  plan  fixe 
étant  celui  des  coordonnées  JC^j-^,  ce  système  de 
force?  comprend  les  composantes  P.ços.y^  P\cos.y^. 
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jP'.cos.p.%  etc.  5  des  forces  données,  et  les  couples 
de  forces  ajoutées,  g  et  — ^,  g'  et  — g,  g"  et  — g",  etc. 
(  n°  5g  )  ;  la  résultante  de  toutes  ces  forces  parailèles_ 
est  égale  à  leur  somme  ,  et  en  la  désignant  par  Z , 
on  a 

Z— P. COS. y  +  P'.cos.y  +  P".cos:y"  +  etc. 

De  plus^  si  l'on  suppose  qu'elle  rencontre  le  plan 
des  oc  y  y  y  au  point  K  (  lig.  17  )  que  l'on  prendra 
pour  son  point  d'application  ,  et  si  l'on  appelle 
j ^  et  x^y  les  coordonnées  de  ce  point  parallèles  aux 
axes  Oj  et  Ox,  on  aura  Z^^,  pour  son  moment  par 
rapport  au  plan  des  .r,  z,  et  Xx^ ,  pour  son  moment 
par  rapport  au  plan  des  j*,  2;  or,  le  moment  de  la 
résultante  par  rapport- à  chaque  plan,  est  égal  à  la 
somme  des  momens  des  composantes  par  rapport 
au  même  plan  (n**  Sg)  ;  d'ailleurs  les  sommes  des 
momens  des  forces  P ,  cos.  y  ^  F' .  cos.  }/,  etc.  ; 
g ,  — g  y  g\  — g\  etc. ,  par  rapport  aux  plans  des  x^  z 
et  desj-, s,  ont  été  trouvées  dans  le  n®  60;  égalant 
donc  ces  sommes  aux  quantités  ZjJ ^  et  Z.r^,  nous 
aurons  pour  déterminer  les  valeurs  de  x^  ^^Jn  ^^^ 
équations 

Zy^r=  P  (j)^cos.7 — z.co^.C)-\-P\y  ,co^.y' — 2;^cos.^')-j-  etc., 
Zx^-=i  P  (  ^r.cos.-)— 2;.cos.ct)-j-P'(x'.cos.'}'' — z'.cos,ct')4-  etc. 

Ainsi ^  dans  chaque  cas  particulier,  on  devra  s'as- 
surer si  le  point  K ^  qui  répond  à  ces  coordonnées, 
est  compris  dans  l'intérieur  de  la  base  sur  laquelle 
le  corps  est  posé. 

Si  le  corps  ne  touche  le  plan  fixe  que  par  deux 


\ 
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f  oints,  ou  bien  si  tous  les  points  d'appui  sont  ranges 
sur  une  même  droite,  il  faudra  que  le  point  K  ap-^ 
partienne  aussi  à  cette  ligne,    sans  quoi  la  résul- 
tante Z  ne  serait  pas  détruite,  et  le  corps  tournerait 
autour  de  la  droite  de  contact.  En  la  prenant  donc 
pour  l'axe  Oxy  on  devra  avoir  j'^r^O,  ce  qui  change 
la  première  de  nos  deux  équations,  dans  l'équa- 
tion (5)   du   n"*  60  ;   donc  dans  ce  cas,  on  aura  une 
quatrième  équation  d'équilibre ,  savoir,  cette  équa- 
tion (5),  à  joindre  aux  trois  équations  (i),  (2)  et  (3). 
Enfin ,  il  peut  arriver  que  le  corps  n'ait  qu'un 
seul  point  d'appui  sur  le  plan  fixe ,  et  alors  l'équi- 
libre exige  que  la  résultante  Z  vienne  passer  par  ce 
point;   si  donc  nous  prenons  ce  point  de  contact 
pour  l'origine   des  coordonnées  ,    il   faudra  qu'on 
ait  »r^=:o,  j^^r=o  ;   par  conséquent  les  deux  équa- 
tions précédentes    deviendront  les   équations   (5) 
et  (6)  du  n°  60.  Donc,  dans  ce  dernier  cas,    on  a 
cinq   équations  d'équilibre,  savoir,    les  équations 
(0,  0),(3),(5)et(6). 

Dans  tous  ces  cas ,  la  résultante  Z  des  forces  per- 
pendiculaires au  plan  fixe,  exprimera  la  pression  que 
ce  plan  supporte. 

68.  Lorsque  les  forcés  P,  P\  P\  etc. ,  ne  se  font 
pas  équilibre ,  on  peut  demander  de  les  réduire  au 
moindre  nombre  possible.  Pour  y  parvenir,  nous 
substituerons  encore  aux  forces  données ,  les  deux 
systèmes  de  forces  du  n*  69.  Si  chacun  de  ces  sys- 
tèmes se  réduit  à  une  force  unique,  et  que  les  deux 
résultantes  se  trouvent  dans  un  même  plan  ,   on 
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pourra  les  composer  en  une  seule  qui  sera  la  ré- 
sultante de  toutes  les  forces  données;  dans  le  cas 
contraire,  il  faudra  conserver  ces  deux  résultantes 
pour  remplacer  Tensemble  de  ces  forces. 

On  a  coutume  de  regarder  comme  évident  que 
deux  forces  dirigées  dans  des  plans  différens,  ne 
sauraient  être  remplacées  par  une  force  unique  ; 
mais  pour  ne  rien  supposer  de  ce  qui  peut  être  dë-^ 
montré,  j'observe  que  si  ces  deux  forces  avaient 
une  résultante^  il  s'ensuivrait  qu'en  rendant  fixe  un 
point  pris  au  hasard  sur  sa  direction,  les  deux  forces 
données  seraient  en  équilibre  autour  de  ce  point. 
Or,  cet  équilibre  est  impossible;  car  on  peut  mener 
par  ce  point  une  droite  qui  coupe  la  direction  de 
lune  des  forces,  sans  être  comprise  dans  le  plan 
de  Fautre;  de  sorte  qu'en  rendant  fixe  cette  ligne  , 
la  force  qu'elle  rencontre  serait  détruite ,  et  rien 
n'empêcherait  l'autre  de  produire  un  mouvement  de 
rotation  autour  de  l'axe  fixe  ;  donc  les  deux  forces 
n'étant  point  en  équilibre  avec  l'axe  ûxe  ,  cet  état  n'a 
pas  lieu,  à  plus  forte  raison,  autour  du  point  fixe^ 
et  par  conséquent  il  est  impossible  qu'une  seule 
force  leur  soit  équivalente, 

69.  En  supposant  donc  que  ni  les  forces  dirigées 
dans  le  plan  des  Jc  jj^  ni  l'es  forces  parallèles  à  Taxe 
des  z^  ne  tombent  dans  le  cas  d'exception  du  n°  54, 
on  peut  être  certain  que  les  résultantes  de  ces  deux 
systèmes  doivent  se  couper,  pour  que  les  forces 
Pj  P\  P" ^  etc.  aient  une  résultante  unique  \  d'où 
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Ton  voit  que  cette  circonstance  importante  dépen- 
dra d'une  équation  de  condition  facile  à  trouver. 
En  effet,  soit,  pour  abréger, 

jP  .  cos .  flfc -f  P' .  cos .  a'-f  P" .  cos .  <:4"-f  etc.  r:=  X, 
P.cosX^P' .cos.C-{-P" .  eos.r-|-etc.=  r, 
Pi  (^icos .«t— î-JJ.cos.Q 4-P'(j''«  cos .  a' — x\  coc.C^) -|-etc.  =  L ; 

l'équation  de  la  résultante  des  forces  dirigées  dans 
ie  plan  des  x-,  ^;,.,  sera  (n°  4Q) 

y^  et  x^  étant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
de  cette  droite. 

Soit  encore 

P.cos.>'-f  P'.cos./-{-P\cos,y'-|-etc.=^, 
P(jc.cos.y — 2;.cos.st)-|-P'(cr''.cos..y — 2.'.cos.st')-}-etc.  =  M', 
P(2i.cos.C — y.cos.^)+P'(/.ços.C— y.cos.y)-t-etc.=::iV  ; 

Zsera  la  résultante  des  forces  P.  cos.}/,P'.  cos.y,  etc.^ 
^,  ^',etc.;- — g", — ^',  etc.  ^  parallèles  à  Taxe  des  z  ", 
et  œ^^j^  étant,  comme  dans  le  n®  67,  les  coordon- 
nées du  point  où  sa  direction  coupe  le  plan  des  Xj/*, 
les  deux  équations  de  ce  n°  deviendront 

.  Zx^  rzr.  M,    .  Zyp=z  —  iY. 

Tirant  de  là  les  valeurs  de  oc^  et  j*^,  et  les  substî-» 
tuant  dans  l'équation  X;-^ — Yx=Ly  on  obtiendra 
évidemment  l'équation  de  condition  demandée  , 
savoir  : 
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70.  Quand  on  a  à  la  fois  X=o^  F=o,  Z=:o^ 
celte  équation  est  satisfaite,  et  cependant  les  forces 
P^  P'^  P\  etc.  n'ont  point  une  seule  résultante  ;  au 
contraire,  elles  se  réduisent  à  deux  forces  parallèles, 
égales  et  contraires,  mais  non  directement  opposées; 
car,  à  cause  de  X=o,  Y-==.o^  les  forces  comprises 
dans  le  plan  des  x,  j  se  réduisent  à  deux  forces  pa- 
rallèles de  cette  espèce  ;  et  à  cause  de  Zrrro, 
la  même  chose  a  lieu  pour  les  forces  parallèles 
à  l'axe  des  z;  or,  on  réduira  sans  peine  ces  deux 
couples  de  forces  à  un  seul  couple  de  la  même 
espèce. 

11  n'en  est  pas  de  même  lorsque  deux  seulement 
des  quantités  X^  Y^  Zj  sont  nulles  :  l'équation  (^) 
convient  à  ce  cas  particulier  ,  et  les  forces 
Py  P' ,  P" ^  etc.  ont  ou  n'ont  point  une  résultante 
unique,  selon  que  cette  équation  est  ou  n'est  pas 
satisfaite. 

Supposons  en  effet  qu'on  ait  X=o,  I^=o,  et 
que  7j  ne  soit  pas  zéro.  L^équation  (^)  se  réduit 
à  Z  =  o;  si  elle  est  satisfaite,  les  forces  dirigées 
dans  le  plan  des  x^j  se  font  équilibre  (  n^  5o  )  , 
eu  vertu  des  trois  équations  X=o,  l^=o,  L-=.o  ; 
donc  il  ne  reste  que  les  forces  parallèles  a  l'axe 
des  z  5  dont  la  résultante  Z  est  celle  des  forces  don- 
nées Pj  P' y  P"j,  etc.  Si  l'équation  (<2)  n'est  pas  sa- 
tisfaite, de  sorte  qu'on  ait  X=,o,  !F=o  ,  sans  avoir 
en  même  tems  Z=o,  les  forces  dirigées  dans  le 
plan  des  x^  j  se  réduiront  à  deux  forces  parallèles, 
non.  réductibles  à  une  seule  (  tC,  4?  )  ?   ^^V  en  les- 
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combinant  avec  la  force  Z  ^  on  trouvera  aîsëntetît 
et  sans  que  nous  ayons  besoin  de  l'indiquer,  le 
moyen  de  réduire  ces  trois  forces  à  deux ,  situées 
dans  des  plans  difFérens ,  et  par  conséquent  irré- 
ductibles à  une  seule. 

La  symétrie  des  valeurs  de  Xj  Y^  Z ,  nous  dis- 
pense d'examiner  les  cas  où  l'on  aurait  X  =  o  et 
Z  =  o,  ou  bien  K  et  Z  =  o;  car  il  est  évident 
qu'ils  doivent  conduire  au  même  résultat  que  X=o 
et  K=o,  en  substituant  le  plan  des  x^  z  et  l'axe 
des  fj,  ou.  bien  le  plan  des  j*^  z  et  l'axe  des  jc^,  au 
plan  des  Xj,j  et  à  l'axe  des  2. 

Il  peut  encore  arriver  qu'une  des  trois  quantités 
Xy  Y  y  z  soit  seule  égale  à  zéro ,  que  l'on  ait ,  par 
exemple,  X=o  ou  K=:o.  Alors  les  forces  diri- 
gées dans  le  plan  des  x^  j^  ont  une  résultante 
(  n°  4?  )j  ainsi  que  les  forces  parallèles  à  l'axe  des  s, 
de  sorte  que  l'analyse  du  n°  précédent  et  l'équa- 
tion (a)  qui  s'en  déduit,  s'appliquent  à  ce  cas  parti- 
culier aussi  bien  que  si  aucune  des  trois  quan- 
tités X,  Yy  Z  n'était  nulle.  Si  c'était  Z  qui  fut  nulle, 
cette  analyse  ne  s'appliquerait  plus 5  mais  à  cause  de 
la  symétrie  que  nous  venons  de  remarquer^  l'équa- 
tion («),  qui  convient  au  cas  de  X=o  et  à  celui  de 
JP==:o,  convient  aussi  au  cas  de  Z=o. 

Concluons  donc  de  toute  cette  discussion,  que 
l'équation  (a)  est  satisfaite  toutes  les  fois  que  les 
forces  Pj  P^y  P" y  etc.  admettent  une  résultante  uni- 
que, et  réciproquement,  que  quand  cette  équation 
se  vérifie,  la  résultante  existe ^^  çsceptg  daus  le  cas 
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particulier  où  l'on  a  à  la  fois  X=o ,  F=o,  Z=o, 
cas  dans  lequel  ces  forces  se  réduisent  à  deux  _,  pa- 


rallèles  et  irréductibles. 


71.  On  peut  encore  obtenir  l'e'quation  (a)  dVine 
autre  manière  qu^il  est  bon  de  connaître.  Si  les  forces 
Pj  P' ,  P"y  etc. ,  ont  une  résultante  unique ,  rien 
n'enipéche  de  transporter  l'origine  des  coordonnées 
en  un  point  de  sa  direction  ;  or ,  d'après  ce  qu'on  a 
vu  dans  le  n°  62,  les  valeurs  relatives  à  ce  point,  des 
quantités  désignées  par  L^  M^  Nj  sont  égales  à  zéro, 
et  réciproquement,  quand  ces  trois  quantités  sont 
nulles,  les  forces  données  ont  une  résultante  uni- 
que, passant  par  l'origine  des  coordonnées.  Appe- 
lons donc  oc^^  j^j  z^y  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  la  résultante;  transportons  en  ce  point 
l'origine  des  coordonnées  de  tous  les  points  d'ap- 
>  plication  des  forces,  et  soient  L^^  if/ ^  N^^  ce  que 
deviennent  L^  Mj  Ny  relativement  à  cette  nouvelle 
origine.  Pour  effectuer  ce  changement  d'origine ,  il 
faut  remplacer  les  coordonnées  x^jr^  z;  x' ^j' ,  z,  etc., 
qui  entrent  dans  Z^  M^  iV,  par  x — x^ ,  j — y^y  z — z^; 
x' — ^j>  J''^J,>  ^ — '^,;  etc.;  ce  qui  donne 

En  égalant  à  zéro  ces  valeurs  de  -£^^  M^^,  N^y  nous 
obtiendrons  trois  équations  qui  appartiendront  exclu- 
sivement aux  points  de  la  résultante ,  et  qui  seront 
*  celles  de  ses  projections  sur  les  ti^ois  plans  des  coor- 
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données,  savoir  : 

Xy^-^Yx^^L,     Zx^—Xz^-=zM,     Yz^^Zy^^lX.       Qf) 

Mais  pour  que  cette  droite  soit  possible^  il  faut  que 
ces  trois  équations  s'accordent  entre  elles;  oi^,  en 
multipliant  la  première  par  Z^  la  seconde  par  K, 
la  troisième  par  X ^  et  les  ajoutant  ensuite ,  les  va- 
riables x^,  j^,  z^  disparaissent,  et  il  vient  cette 
équation  de  condition 

ZZ  +  MF-f- iVX  =3  oV 

comme  précédemment. 

Nous  voyons  aussi  que  cette  équation  ne  com- 
prend pas  le  cas  particulier  de  X=o ,  F=:o ,  Z  =  o  ; 
car  alors  il  est  insignifiant  de  multiplier  les  équa- 
tions {h)  par  ces  trois  facteurs  nuls,  et  l'équation 
identique  qui  s'en  déduit  n'a  plus  aucun  rapport 
avec  elles.  Les  forces  P ,  P' y  etc:.  ont  dans  ce 
cas  deux  résultantes  parallèles ,  non  réductibles  a 
une  seule ,  ou  bien  elles  se  font  équilibre,  si,  outre 
les  équations  supposées  X=o,  F±=:o,  Z=:o,  on  a> 
encore  Z=o,  iîf=:o,  iV=o  (  n*  Go  ). 

Mais  quand  les  trois  quantités  X y  Y ,  Z  ne  sont 
pas  nulles  ensemble  ,  l'équation  {a)  est  réellemenf 
déduite  des  équations  (h),  et  peut  tenir  lieu  de  l'une 
d'entre  elles  ;  de  sorte  que  cette  équation  de  con- 
dition convient  à  tous  les  cas,  excepté  celui  de 
X=o,  jr=o,  Zr=:o,  ce  qui  s'accorde  avec  le  ré^ 
sultat  du  n*  précédent. 

72.  Les  équations  (h)  font  seulement  connaître  la; 

positioiî 
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position  de  la  résultante  dans  l'espace;  mais  il  reste 
encore  à  déterminer  sa  grandeur  et  même  le  sens 
dans  lequel  elle  agit;  question  qui  ne  présente  au- 
cune difficulté. 

Pour  la  résoudre,  il  faut  composer  en  une  seule 
force,  la  résultante  des  forces  dirigées  dans  le  plan 
des  Xyjy  et  celle  des  forces  perpendiculaires  à  ce 
plan  ;  or ,  la  seconde  est  égale  à  Z ,  les  composantes 
de  la  première,  parallèles  aux  axes  des  œ  et  àesjy 
sont  XetY;  donc  X ^  Y^  Z^  sont  les  composantes 
parallèles  aux  trois  axes,  de  la  résultante  définitive  ; 
en  l'appelant  donc  i?^  et  désignant  par  a^  h ^  c^  les 
angles  qui  déterminent  sa  direction  par  rapport  aux 
trois  axes ,  nous  aurons  (  n°  20  ) 

/^^  —  X^ -f- F^ -f- Z% 
et  de  plus 

K.cos.a=:X,      7i.cos.&=F,       7?.cos.c=:Z; 

équations  qui  déterminent  complètement  la  gran-- 
deur  et  la  direction  de  la  résultante. 

On  peut  remarquer,  en  faisant  attention  aux  va-^ 
leurs  de  X,  Y,  Z  (  n°  69  ) ,  que  cette  grandeur  et 
cette  direction  sont  les  mêmes  que  si  toutes  les 
forces  P y  P\  P" y  etc.  étaient  appliquées  en  un 
même  point  (  n''  21  )  parallèlement  à  leurs  directions 
respectives  ;  de  manière  que  la  véritable  résultante 
ne  diffère  de  celle  qui  aurait  lieu  dans  ce  cas ,  que 
par  sa  position  absolue  dans  l'espace. 

75.  Si  les  forces  P^  P"^  P"y  etc.  n'ont  point  une 
résultante  unique ,  on  peut  au  moins ,  dans  tous 
les  cas,    les  réduire   à  deux    forces   qui  ne  seront 

'•  7 


^8  Ï'RAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

îplus  déterminées  de  grandeur  et  de  directîoil  ^ 
coHinie  le  serait  une  seuie  résultante.  Cette  propo- 
sition se  vérifie  sans  peine ,  en  examinant  tous  les 
cas  que  peuvent  présenter  le  système  des  forces  di- 
rigées dans  le  plan  àes  jc^j-  et  celui  des  forces  pa- 
rallèles à  Taxe  des  z ,  lesquels  systèmes  ont  toujours, 
ou  chacun  tine  seule  résultante,  ou  chacun  deux  ré^ 
sultantes  parallèles  et  non  réductibles;  maison  peut 
la  démontrer  directement  de  la  manière  suivante. 

Sans   rien  changer  au    système    des   forces    P , 
P^^  P" y  etc.  5  on  peut  y  ajouter  deux  forces  égales 
€t  directement  opposées.  Pour  fixer  les  idées,   sup- 
posons que  ces  forces  sont  appliquées  à  l'origine 
des  coordonnées.    Soit  6'  leur  intensité  commune; 
d y  h' ^  d ,  les  angles  que  Fune  d'elles  fait  avec  les 
Irois  axes,  et  par  conséquent,  200° — a ,  ^oo°~^^'> 
iioçf  —  c  y  les  angles  qui  se  rapportent  à  l'autre  (n°  7). 
11  est  permis  de  supposer  que  le  système  des  forces 
données,  augmenté  de  la  première  force  S  y  a  une 
résultante  unique  ;  car  l'existence  de  cette  résultante 
ne  dépend  qu^e  d'une  seule  équation  de  condition  , 
à  laquelle  on  peut  satisfaire,  d'Orne  in lini té  de  ma- 
nières différentes,  au  moyen  des  quantités  S^  a^  h^  c. 
Désignant  donc  cette  résultante  par  B!.^  les  forces 
données  se  trouveront  réduites  à  deux,  savoir,  K 
et  la  seconde  force  S.    D'où  il  suit  qu'un  nombre 
quelconque  de  forces,  dirigées  comme  on  voudra 
dans  l'espace ,  peuvent  toujours  être  remplacées  paï 
deux  forces  qui  leur  sont  équivalentes ,   et  qui  se 
réduiront  elles-mêmes  à  une  seule ,  quand  les  forces 
données  admettront  une  résultante  lanique. 
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CHAPITRE   m, 

THÉORIE   DES   MOMENS, 

74-  J-^ES  quantités  que  nous  avons  désîgnéeis  dans 
le  chapitre  précèdent,  par  Ly  M,  N  (n^ôg)^  dé- 
pendent de  la  position  des  plans  des  coordonnées 
par  rapport  aux  forces  P^  P' ^  P\  etc.  ;  souvent  On 
a  besoin  de  changer  la  direction  de  ces  plans ,  dans 
la  vue  de  simplifier,  et  même  de  rendre  possible,  la 
solution  d'un  problème;  or,  il  existe  entre  les  va- 
leurs de  Ly  M,  Nj  relatives  à  un  même  système  de 
forces  et  à  des  plans  difFérens ,  des  relations  d'après 
lesquelles  on  déduit  ces  valeurs  les  unes  des  autres  , 
et  qui  renferment  des  théorèmes  remarquables.  C'est 
la  démonstration  de  ces  théorèmes  que  je  me  pro- 
pose de  donner  dans  ce  chapitre. 

75.  Nous  avons  appelé  moment  d'une  force  par 
rapport  à  un  point  (  n°  5:2  ),  le  produit  de  cette  force 
par  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  sa 
direction ,  et  centre  des  momens^  le  point  d'où  l'on 
abaisse  la  perpendiculaire.  Si  donc  l'intensité  de  la 
force  est  représentée  par  une  ligne  AB  (  ii^,  19  )  , 
prise  sur  sa  direction,  et  que  le  centre  desmomcns 
soit  le  point  C^,  le  moment  sera  égal  au  double  de 
l'aire  du  triangle  ABC^  qui  a  pour  base  cette  ligne 
et  son  sommet  au  centre  C,  La  projection  de  c^ 
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triangle  sur  un  plan  mené  arbitrairement  par  scffi 
sommet ,  est  un  autre  triangle  A'B' C^  qui  a  même 
sommet  que  le  premier,  et  pour  base,  là  projec- 
tion A' B'  de  la  ligne  AB  sur  ce  plan  ;  donc  la  pro- 
jection du  moment  de  la  force  AB  est  égale  au 
moment  d'une  autre  force  représentée  en  grandeur 
et  en  direction  par  A'B'  ;  mais  si  l'on  transporte  la 
force  AB  au  point  ^'^  parallèlement  à  sa  direction  , 
de  sorte  qu'elle  soit  représentée  maintenant  par  la 
droite  aB' ^  égale  et  parallèle  à  AB  *,  et  si  on  la  dé- 
compose ensuite  en  deux,  l'une  dirigée  dans  le  placi 
dé  projection  et  l'autre  perpendiculaire  à  ce  plan, 
il  est  évident  que  la  première  composante  sera  la 
force  AB'  ;  par  conséquent  nous  pouvons  dire  que 
la  projection  du  moment  d'une  force  quelconque 
est  égale  au  moment  de  cette  même  force ,  que  l'on 
aurait  décomposée  suivant  le  plan  de  projection,  de 
la  manière  que  nous  indiquons. 

76.  Cette  remarque  fort  simple  établit  une  rela- 
tion importante  entre  les  raomens  d'une  force  dé- 
composée suivant  différens  plans  qui  passent  tous 
par  le  centre  des  momens.  Il  en  résulte  que  ces  mo- 
mens  sont  les  projections  du  double  d'un  même 
triangle  ,  faites  sur  ces  différens  plans.  Ainsi,  par 
exemple  ,  les  trois  quantités 

F(j,'.cos.ct-a;.cos.C),  P(x.cos.'}/-z;.cos.ct),  ^(z.cos.é'-^.cos.'}.), 

qui  entrent  dans  les  expressions  de  L^  M,  N^  sont 
les  projections  sur  les  trois  plans  des  coordonnées,, 
du  double  du  triangle  qui  a  son  sommet  à  l'origine^ 
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et  ponr  base,  la  force  P,  En  effets  si  Ton  suppose 
que  P  soit  la  force  AB  de  la  construction  précé- 
dente, et  que  l'on  prenne  le  plan  CA'H  pour  celui 
des  x^y,  la  force  A'B'  sera  la  résultante  des  deux 
forces  P .  cos .  a  et  P  ,cqs  .  €y  appliquées  au  point  B' 
parallèlement  aux  axes  des  x  et  des  j^  ;  or ,  d'après 
le  n**  55,  le  moment  de  cette  résultante  par  rapport 
au  point  C,  est  égal ,  abstraction  faite  du  signe  à 
j, P. cos, a — .r.P.cos.^;  donc  cette  quantité  est 
le  double  du  triangle    CA'B' ,  ou  le  double  de  la 
projection  du  triangle  CAB  sur  le  plan  des  oc ^  y\ 
Par  la  même  raison,  les  deux  autres  quantités  sont 
aussi  le  double  des  projections  de  ce  triangle  sur  les 
pians  des  jc^  z  et  des  j-^  5. 

On  conçoit  d'après  cela  que  ïes  propriétés  des 
momens  doivent  être  liées  à  celles  des  projections 
des  surfaces  planes.  C'est  pourquoi  nous  allons  ex- 
poser celles-ci  en  leur  donnant  toute  la  généralité 
qu'on  peut  désirer. 

77.  Pour  déterminer  les  inclinaisons  respectives 
des  plans  que  nous  aurons  à  considérer,  rapportons- 
les  à  trois  plans  rectangulaires ,  que  nous  nomme- 
rons les  plans  primitifs  de  projection,  ou  simple- 
ment les  plans  primitifs;  appelons  de  même  axes 
primitifs j,  les  intersections  de  ces  plans ,  et  soient 
mA.,  mB,  mC  (fîg.  i'^),  ces  trois  axes  rectangulaires. 

Si  Ton  considère  un  plan  mené  parle  point  7/2 
intersection  de  ces  trois  axes,  il  est  évident  que  sa 
position  sera  déterminée  en  même  tems  que  celle 
de  la  perpendiculaire  à  ce  plan,  élevée  par  ce  pciot^ 
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or ,  la  position  de  cette  ligne  dépend  des  trois  angles 
aigus  ou  obtus,  qu'elle  fait  avec  les  axes;  lors  donc 
que  nous  regarderons  un  plan  comme  donné  de  po- 
sition, ce  sera  toujours  au  moyen  de  ces  trois  angles, 
comptés  comme  il  a  été  dit  dans  le  n°  5. 

Ainsi  mD  étant  la  perpendiculaire  au  plan  que 
Ton  considère  ,  sa  position  sera  déterminée  par  rap- 
port aux  plans  primitifs,  au  moyen  des  trois  angles 
CmDy  BmD  et  AmD.  Ces  angles  peuvent  être  oLtus 
ou  aigus  ;  mais  il  est  bon  d'observer  que  s'ils  se 
changent  tous  trois  à  la  fois ,  dans  leurs  supplémens 
^00° — CmD^  200**  —  BmD ,  200''  — AmD ^  le  plan 
donné  restera  le  même;  car  alors  la  droite  mD  se 
changera  dans  son  prolongement  mD' ^  ce  qui  ne 
fait  pas  varier  le  plan  perpendiculaire  à  cette  droite, 
ynené  par  le  point  m.  Un  même  plan  répond  donc 
aux  angles  CmD^  BmD^  AmD^  et  à  leurs  supplé- 
mens ;  et  quand  ces  angles  seront  déterminés  par 
les  valeurs  de  leurs  cosinus,  un  même  plan  répondra 
à  ces  valeurs  ,  et  aux  mêmes  valeurs  prises  toutes 
trois  avec  des  signes  contraires. 

Observons  encore  que  ces  angles  qui  servent  à 
déterminer  la  position  du  plan  donné,  ne  sont  autre 
chose  que  ses  inclinaisons  sur  les  plans  primitifs  : 
l'angle  CmD  est  son  inclinaison  sur  le  plan  AmB; 
l'angle  BmD,  sur  le  plan  CmA  -,  et  l'angle  AmD^ 
sur  le  plan  BmC  ;  ce  qui  résulte  de  ce  que  Tangîe 
compris  entre  deux  plans  quelconques ,  est  égal  à 
l'angle  compris  entre  les  perpendiculaires  à  ces 
plans,  élevées  par  un  même  point  de  leur  inter?:, 
section^ 
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78.  Cela  pose,  voici  difFérentes  formules  coniui&s 
dont  nous  ferons  usage  dans  cette  .théorie. 

Conside'rons  deux  droites  mD  et  mE  (  ijf>.  20  )  ^ 
menées  par  l'intersection  m,  des  axes  primitifs  itiA^ 
mBy  ?nC;  soient  y^  q^  q"  ;  r,  r\  r" ^  les  angles  relatifs 
à  ces  droites,  de  sorte  qu'on  ait 

JmD  —  q ,       BmD  =  q\        CmD  =  q"  -,; 
ÂmE  —  i-y       BmE^r\       CmEr=zr") 

soit  en  outre  s^  l'angle  DmE  îoYxné  par  ces  deuiç 
droites;  on  aura 

COS. 5=  COS.  r.  COS.  (7  +  cos.i^ .cos.q' -\-  cos.r" .cos.q" .        (i) 

En  effet,  prenons  arbitrairement  sur  ces  droites^ 
des  parties  mD  et  niE ^  que  nous  représenterons  pa^? 
h  et  g.;  menons  la  droite  DE^  et  faisons  DE^=:hk 
nous  aurons  dans  le  triangle  iiiDE ^ 

k- :=:  h^ -\- g"^ 2.hg.C0S.S, 

Mais  les  coordonnées  du  point  D^  parallèles  anx; 
axes  m^j  iiiB^  mÇ ,  sont  égales^  comnxe  il  est  aisé 
de  le  voir  ,  a  mD .  cos .  AmD  ^  mD .  cos .  BmD\, 
piD ,cos, CmD,  ou  ^  ce  qui  est  la  même  chose,  à 
Zi .  cos  .q ,  L .  cos .  q^ ,  L  .cos .  cj"  ;  celles  du  point  E  ^ 
parallèles  aux  mêmes  axes,  sont  égales  à  ^.cos./^, 
^.cos.r,  g.cos.r"  ;  donc  on  a,  pour  la  valeur  de 
A*",  ou  du  carré  de  DJ^ y  eri  fonction  de  ces  coor-* 
données  , 

k^  z=:  (h.  cos .9  —  g . cos .  jf)^  -f-  (^:.  cos . <;-  —  g. cos . /y 

-f-  (h,cos.q"  —  g.  cos, r"y. 

Ces    deux    valeurs  de  A*   doivent  être  identiques  ; 
(iéYeloppant  donq  la  seconde^  et  égalant  ensuite  leât 
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coefficiens  de  /2%  g^  et  gh,  il  vient 

cos^.q -^cos^.q' ^  cos^.q"  =  1  , 
coè^.r  -\-cos^./ -^  cos^ .r"  =rz  i , 
cos .  q .  cos .  r  4-  cos .  q^ .  cos .  /  +  cos .  q" .  cos .  r"  =  cos .  x  ; 

équations  dont  les  deux  premières  étaient  déjà  dë- 
niontrëes  (  n°  8  ) ,  et  dont  la  troisième  est  la  for- 
mule (i). 

Lorsque  les  droites  mD  et  mE  sont  perpendicu- 
laires, on  a  5=ioo%  cos.^==o>  et  cette  formule 
devient 

'COS . q . cos . r  •■}-  cos. {7'. cos. /  +  cos . ^" . cos . ?'"  =  o.  (2) 

Si  les  deux  droites  772^  et  inD  étaient  situées  dans 
l'un  des  trois  plans  primitifs,  par  exemple,  dans  le 
plan  AînBj  on  aurait  cf  =  100°  et  ;•"  =  100°  :  l'équa- 
tion se  réduirait  alors  à 

•  COS. ^.  COS. r  -f-  cos .  <jf' .  cos . /  =  o. 

7g.  D'après  cela,  menons  par  le  point  }?i(ûg,  21), 
trois  nouveaux  plans  de  projection,  rectangulaires 
comme  les  premiers,  et  dont  les  intersections  soient 
777^',  777^',  772^;  et  rapportous  les  premiers  à  ceux-ci^ 
au  moyen  des  angles 

JmJ'  =  a,  AmB^  —  a!,  AmC  —  a!'', 
JBmA'  —  C,  BmB'~t\  BmC=zQ"; 
CmA'-=zy,        CmB'~y\        CmC  z=zy" ; 

nous  aurons  d'abord  (  n°  8  ) 

COS^ .  et  -|-  C0S° .  dL    -|-  COS^ .  et"  ■==z  1  ^    -. 

cos^c -4- cos^^'-l-cos^r  =  1 ,  (  (3) 

C0S^7-f  C0S^•>•'-f-C05^>"=:l    •    j 
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ensuite,  en  considérant  les  droites  perpendiculaires 
Am  et  Bm,  Jm  et  Cm,  Bm  et  Cm  ^  l'équation  (2) 
donnera 

COS .  et .  COS .  ^4-  COS .  a' .  COS .  Q/'-f  COS .  oi" .  COS .  y"  ^=  O ,      .>       (4) 

COS. ^. COS. a -|-  cos.C'.cos.'}^'-f-côs.C''iCos.'}"  =  o.     ' 

80.  Maintenant ,  soit  «  une  portion  de  surface 
plane  ,  terminée  par  une  courbe  quelconque ,  et 
située  dans  un  plan  passant  par  le  point  m  ;  mD  la 
perpendiculaire  à  ce  plan;  q ,  q  ,  q\  les  trois  angles 
AmD,  BmDy  CmD;  p,  p\  p\  les  projections  de  a 
Ëur  les  trois  plans  primitifs,  savoir,  p  sur  le  plan 
mBC,  p  sur  le  plan  mAC,  p"  sur  le  plan  mAlB,  On 
sait  que  la  projection  de  l'aire  d'une  courte  plane 
Sur  un  autre  plan  ,  est  égale  à  cette  aire  multipliée 
par  le  cosinus  de  l'angle  compris  entre  les  deux 
plans,  ou  entre  les  perpendiculaires  aux  deux  plans; 
on  aura  donc 

p^=a. COS. q,      p'z=a. COS. q\       p"  z=  a.cos.q" . 

Ces  valeurs  de  p  j  p\  p"  seront  positives  ou  né^* 
gatives  ,  selon  les  signes  des  cosinus  de  q,  q  y  q  ; 
mais  on  fera  abstraction  du  signe,  quand  on  aura 
seulement  pour  but  de  connaître  l'é tendue  de  Taire 
de  ces  projections. 

81.  Considérons  encore  la  projection  de  a  sur  un 
nouveau  plan,  qui  sera ,  si  l'on  veut,  le  planz/z^'C^; 
soit  h  cette  projection,  et  c  l'angle  A'mD,  compris 
entre  les  perpendiculaires  mA'  et  mD,  à  ce  nouveau, 
pkn  et  au  plan  de  a  ^  on  aura  hm^a,  ces . c^  et  d'après 
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la  formule  (i)  ,  appliquée  à  ces  deux  droites/ 

COS.C=  COS.  ^.  COS.  ce  +  COS.^'.COS.C  +  COS.^''.COS»^^         (5); 

multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation 
par  a,  puis  substituant  /?,  j) ,  p"  à  la  place  de 
a,cos,q,  a,cos,q'y  a.c,os,(j"y  il  vient 

h  :=:z  p,  cos,  CL -{-  p' .cosX  -{-p" ,CQS, y.  (6) 

Cette  équation  fera  connaître  la  projection  de  a 
sur  un  plan  quelconque ,  lorsque  les  projections  de 
cette  aire  seront  données  sur  trois  plans  rectangu- 
laires^ par  rapport  auxquels  la  position  du  nouveau 
plan  sera  aussi  donnée. 

Comme  la  formule  (5)  n'a  lieu  qu'en  ayant  égard 
aux  signes  des  cosinus  qu'elle  renferme,  il  s'ensuit 
qu'il  faut  de  même  avoir  égard  aux  signes  de  p^  p\p\ 
dans  l'équation  (6).  Ainsi,  dans  cette  équation, 
jt?,  p\  p^  sont  des  quantités  positives  ou  négatives^ 
dont  les  signes  dépendent  de  la  position  de  la  per-^ 
pendicuîaire  mD ^  par  rapport  aux  axes  primitifs  j. 
par  exemple,  la  quantité  p  est  positive  quand  l'angle 
DmA  est  aigu  ;  elle  est  négative  dans  le  cas  con^ 
traire. 

82.  Considérons  de  même  un  nombre  quelconque 
d'aires,  représentées  par  ^,  ci,  cl,  elc. ,  et  situées 
dans  des  plans  différens  ;  projetons  chacune  de  ces 
aires  sur  les  trois  plans  primitifs;  puis  ajoutons  en- 
semble les  projections  faites  sur  un  même  plan  ,  en 
ayant  égard  à  leurs  signes.  Soient  A ^  A\  A" ,  les 
trois  sommes  que  l'on  obtiendra  de  cette  manière  ^ 
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et  qui  se  rapportent  respectivement  aux  plans  niBCy 
mJC,  mJB  ;  soit  aussi  B  la  somme  des  projections 
de  a,  a  y  a  y  etc.  ,  sur  le  plan  mB'C  :  en  formant 
une  équation  semblable  à  l'équation  (6)  ,  pour  cha-- 
cune  de  ces  aires^  et  en  ajoutant  ensuite  toutes  ces 
équations,  on  aura  évidemment 

B  =  A.cos, ct-\- A\cosX -}- A". COS. y. 

Représentons  encore  par  B^  la  somme  des  pro- 
jections de  a,  a  y  a,  etc.,  sur  le  plan  mA'  O  \  il  estëvi^ 
dent  que  la  valeur  de  B'  se  déduira  de  celle  de  B^ 
en  substituant  l'axç  mB\  perpendiculaire  au  plan 
mA'C,  à  Taxe  772  C,  perpendiculaire  auplan //zj^'éT', 
c'est- à  -  dire  ,  en  substituant  a! ^  C'^  y  ^  aux  angles 
cLy   &^y'y  à.Q  sorte  que  nous  aurons 

5'  =  ^.cos.A'4-^^cos.C'-f  ^".cos.^'; 

et  de  même,  si  B"  exprime  la  somme  des  projee-* 
lions  de  a  y  a  y  a"  y  etc..  y  sur  le  troisième  plan  mA'B'  y 
on  aura  sa  valeur  en  mettant  dans  celle  de  By  et!',  è"yy"y 
^  la  place  àe  ciy  ê,  y^  ce  qui  donne 

B"  ^J.cos.ct!'  4-  A'.cos.C"^A".cos.,j\ 

En  ajoutant  les  carrés  de  ces  valeurs  de  B,  B\  B'^y 
on  trouve,  en  vertu  des  équations  (5)  et  (4), 

B^  +  B'^  -f  B'"'  =  ^^  4-  A'^  -f  A"\  (7> 

On  en  déduit  aussi  sans  difficulté 

A  —B.co^.ct  +  B'.co&.a!-\-  B".cns.Gi''^  )     . 

A'  —  B.cos.C^B\cos.C'-^B".cos.C",  l  (8) 

A''=  B .cos^y^-  B'.cos.y' -^  B\cos.y .  J 
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Ces  équations  sont  inverses  de  celles  qui  donnent 
B,  B'  B",  au  moyen  de  A,  A',  A';  elles  feront 
connaître  A,  A',  A",  quand  B,  B' ,  5'  seront 
données. 

85.  L'ëquatîon  (7^  nous  fait  voir  que  cette  somme 
B*+B'^+B"^  est  iadépendanle  de  la  direction  des 
trois  plans  de  projection  ,    c'est-à-dire  ,  qu'elle  ne 
varie  pas  en  passant  d'un  système  de  plans  rectangu- 
laires à  un  autre.  Dans  le  cas  particulier  où  touteà 
les  aires  a,  d,  d\  etc.  ,  sont  dans  un  même  plan  , 
cette  invariabilité  est  évidente  -,   car  il  est  aise  de 
voir  que  cette  somme  n'est  alors  autre  chose  que  le 
c^rré  de  «+«'+«"+etc.  En  effet,  si  l'on  prend  le 
plan  de  ces  aires  pour  l'un  des  plans  primitifs,  deux 
des  trois  quantités  A,  A' ,  A\  savoir,  celles  qui  se 
rapportent  aux  deux  autres  plans,  seront  nulles  :  la 
troisième  sera  égale  à  la  somme  ^+^'H-a"+etc.  f 
de  sorte  que  l'on  aura 

B-^  -f-  B'-'  +  B"^  —{a-^-d-^-  a  -\-  etc. .  Y 

On  peut  considérer  alors  ^ +  «'  +  «"+  etc., 
comme  formant  une  seule  aire  plane  ;  et  l'on  voit 
que  le  carré  de  cette  aire  est  égal  à  la  somme  des 
carrés  de  ses  projections  sur  trois  plans  rectangu- 
laires, comme  il  résulte  d'un  théorème  connu. 

Voyons  actuellement  ce  que  représente  la  somms 
B"-  -^rB'''  +  B"\  dans  le  cas  général  oii  les  aires 
a,  à\  r/,  etc.  sont  situées  dans  des  plans  différens. 
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On  déduit  de  l'ëquatiou  (7) 

Ta  somme  B^  qui  varie  en  passant  d'un  plan  de  pro- 
jection à  un  autre ,  est  donc  la  plus  grande  possible 
quand  on  a  B'-=^o^  B"=o;  et  alors  elle  est  égale 

à  \^J''+J'''+^''\  Ainsi  cette  quantité  constante 
représente  la  plus  grande  somme  des  projections  sur 

■  I  un  même  plan ,  des  aires  que  Ton  considère  dans 

•j  l'espace. 

84.  Le  plan  niB^O  qui  répond  à  cette  plus  grande 
projection  ,  jouit  de  propriétés  importantes  en  mé- 
canique ,  que  nous  ferons  connaître  dans  la  suite 
de  ce  Traité.  Sa  position  est  facile  à  déterminer^ 
diaprés  les  équations  B^zzzo,  B'zzzio ,  qui  le  ca- 
ractérisent. 

En  effet ,  les  équations  (8)  se  réduisent  alors  à 

A^=^B,cQs.a,^      A^=:B, cosXf      A"  =  B.cos.y^  i 
d'où  l'on  tnre 


COS.ût  = 

COS.C  =: 

COS.  y  == 


A'       

A" 


V/^"4-^'^  -\-  A 


l'a. 


Lors  donc  que  l'on  connaîtra  les  sommes  des  pro- 
jections A ,  A\  A",  sur  trois  plans  rectangulaires 
mBC^  mAC ^  mAB ^  choisis  arbitrairement^   oq 
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pourra  immédiatement  déterminer  la  direction  dti 
^lan  mB'C  de  la  plus  grande  projection,  au  moyen 
des  trois  angles  a,  Q,  y,  qui  se  rapportent  à  une 
ligne  TTz^'  perpendiculaire  à  ce  plan  (  u°  79  ).  Quant 
à  la  position  absolue  de  ce  plan  dans  l'espace ,  il  est 
clair  qu'elle  reste  indéterminée  ;  car  les  projections 
de  chacune  des  aires  a  ^  a  ,  a  ^  etc.  ^  et  par  consé- 
quent, la  somme  de  ces  projections,  sont  les  mêmes 
sur  tous  les  plans  parallèles  entre  eux.  v 

I 
^^.  La  somme  des  projections  des  aires  <^,/2',/2^', etc. ^" 

est  la  même  sur  tous  les  plans ,  également  inclinés  à 
celui  de  la  plus  grande  projection. 

Pour  le  démontrer,  prenons  le  plan  perpendicu- 
laire à  la  droite  mD\  désignons  par  C  la  somme  des 
projections  faîtes  sur  ce  plan  ,  et  soit  toujours  , 
comme  dans  les  n°' précédens,  q,  q\  (/"les  angles  | 
AmDy  BmDf  CmDy  et  c  l'angle  A'mD,  qui  mesure 
l'inclinaison  de  ce  plan  sur  celui  de  la  plus  grande 
projection.  On  aura  ,  d'après  ce  qu'on  vient  de 
trouver  (  n°  82  ) , 

Cr=.  A .  cos .  q  -j- A\ cos .  q'  -j-  A" .cos.q"  * 

substituant  B  ,cos.  et  y  B  ,cos.Cy  B  ,cos,y,  à  la  place 

de  A,  A' y  A\  il  vient  \ 

6*  =  5(cos.a.cos,(5f-f-cos.C.cos.9''-|-  coSôQ/.cos.<5r")^ 

donc ,  d'après  la  formule  (5) ,  on  aura  Cz=:B .  cos .  c^ 
ou  bien  en  mettant  pour  B  sa  valeur  maximum j, 

C=  ^A^  -f.  A^  -f  J^.  COS.  c. 
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î>^oii  îl  suit  que  la  valeur  de  C  est  la  même  pour 
tous  les  plans  qui  font  le  même  angle  c  avec  le  plan 
fnC'B^  de  la  plus  grande  projection. 

Cette  valeur  diminue  à  mesure  que  l'angle  c  ap- 
proche de  100°;  enfin  elle  est  nulle  pour  tous  les 
plans  perpendiculaires  à  celui  de  la  plus  grande  pro- 
jection. 

%Ç).  Appliquons  maintenant  à  la  théorie  des  mo- 
mens ,  ces  propriétés  des  projections  des  surfaces 
planes. 

Si  nous  supposons  que  les  aires  a^  a' ^  a"^  etc.  sont 
douJ)les  des  triangles  qui  ont  pour  ba^es  les  forces 
P^  P' ^  P" ^  etc.  y  représentées  par  des  lignes  prises 
sur  leurs  directions,  et  pour  sommet  commun,  l'ori- 
gine des  coordonnées  de  leurs  points  d'application^ 
ces  aires  seront  les  momens  de  ces  mêmes  forces  pris 
par  rapport  à  cette  origine  (n°  75).  La  partie  de  la 
quantité  Ly  relative  à  chacune  de  ces  forces,  sera  la 
projection  sur  le  plan  des^,  j^,du  double  du  triangle 
tjui  correspond  à  cette  force  (  n°  76  )  ;  par  consé- 
quent L  représentera  la^somme  des  projections,  tant 
positives  que  négatives,  des  aires  a^  a\  a  ^  etc.  sur 
le  plan  des  oc^j,  et  de  même  M  ei  N  représente- 
ront les  sommes  des  projections  de  ces  aires  sur  les 
plans  des  x,  z  et  des  j^  z.  Ces  trois  quantités  Z,  M,  A", 
et  en  général  les  quantités  analogues^  relatives  au 
même  système  de  forces  et  à  d'autres  plans,  jouiront 
donc  des  mêmes  propriétés  que  les  sommes  des  pro- 
jections de  «,  a,  a\  etc.  sur  ces  plans. 

Dans  l'énoncé  de  ces  propriétés,  nous  suppose-- 
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rons  Forigine  des  coordonnées  invariable,  et  nous 
y  placerons  toujours  le  centre  des  momens..  Nous 
appellerons  une  quantité'  telle  que  Z ,  la  somme  des 
niomens  des  forces  P,  P' ,  P" ,  etc.  ,  décomposées 
suivant  le  plan  des  x,j"^  mais  on  ne  devra  pas  ou- 
blier qu'avant  sa  décomposition  ,  chaque  force  doit 
être  transportée  ,  parallèlement  à  elle-même ,  en  un 
point  de  sa  projection  sur  ce  plan  ,  ainsi  qu'on  l'a 
vu  dans  le  n°  76,  relativement  à  la  force  P.  Nous 
désignerons  semblablement  les  sommes  M,  N^  et 
toute  autre  quantité  analogue  à  Z. 
Cela  posé: 

1^  Lorsque  les  sommes  des  momens  des  forces 
P,  P'j  P\  etc. ,  décomposées  suivant  les  trois  plans 
dès  coordonnées,  sont  connues,  la  somme  des  mo- 
mens des  mêmes  forces,  décomposées  suivant  un 
plan  quelconque,  mené  par  le  centre  des  momens, 
est  donnée  par  cette  formule 

Z)  =  L.  CCS.  : -f-  M,  COS.  è' 4-  TV.  cos.  s"; 

dans  laquelle  D  représente  la  somme  cberchée;  g,* 
/,  é",  les  angles  que  fait  la  perpendiculaire  au  planJ 
quelconque,  avec  les  axes  des  js,  desjr  et  des  x, 

:2**.  Parmi  toutes  les  positions  que  peut  prendre! 
le  plan  mené  par  le  centre  des  momens,  il  en  existe*! 
une  pour  laquelle  la  somme  des  momens  des  forces 
données,  décomposées  suivant  ce  plan,  est  la  plus^ 

grande  possible,  et  égale  à  \/Z^+7i^7F.   Par] 
rapport  à  tout  plan   perpendiculaire  à  celui-là,    la- 
somme  des  momens  est  égale  à  zéro;  et  générale- 
ment 
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ment  elle  est  égale  à  \/Z^+ y¥=^+ iVT^.cos.cT,  rela- 
tivement à  un  plan  dont  cT  est  l'inclinaison  sur  celui 
de  la  plus  grande  somme. 

5*.  Enfin,  en  désignant  par  afc,  S,  ^,  les  angles 
que  la  perpendiculaire  à  ce  dernier  plan  fait  avec 
les  axes  des  s,  desj^'  et  des  Xy  on  a  (n"  84),  pour 
déterminer  sa  position, 


COS.  a, 

COS-é"  : 

COS. y 


M 

N 


y  L'' -i- M^ '\- N- 


d'où  l'on  peut  conclure  que  si  l'on  prend  sur  la  per- 
pendiculaire au  plan  relatif  à  chaque  somme  de  mo- 
mens,  une  ligne  proportionnelle  à  cette  somme ,  la 
ligne  qui  représente  la  plus  grande  somme  sera  en 
grandeur  et  en  direction ,  la  diagonale  du  parallélé- 
pipède construit  sur  les  trois  sommes  Z,  My  JV. 

La  composition  des  momens  suit  donc  les  mêmes 
lois  que  celle  des  forces,  la  plus  grande  somme  des 
momens  et  la  perpendiculaire  à  son  plan  remplaçant 
la  résultante  et  sa  direction. 

87.  Avant  de  quitter  ce  sujet,  nous  rapproche- 
rons, en  peu  de  mots,  la  théorie  des  momens  de  ce 
que  nous  avons  trouvé  dans  le  chapitre  précédent, 
sur  les  conditions  d'équilibre  et  sur  les  résultantes 
des  forces  P,  P\  P\  etc.  Pour  abréger,  nous  appel- 
I.  S 
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ieroïis  plan  principal ^  le  plan  qui  répond  à  là  jpfîus 
grande  somme  desmomens  des  forces  décomposées^ 
et  moment  principal^  cette  plus  grande  somme. 

83.  Les  conditions  d'équilibre  d'un  corps  solide 
peuvent   à  présent  s'énoncer    d'une  manière   fort 

simple. 

Si  le  corps  est  libre,  il  est  nécessaire  et  il  suffit 
que  le  moment  principal  et  la  résultante  des  forces 
données  soient  nuls.  Ces  deux  conditions  donnent 
en  effet  lés  six  équations  d'équilibre  démontrées  dans 
le  n°  60;  car  la  résultante  R  (n°  72)  ne  peut  être 
nulle  sans  que  ses  trois  composantes  rectangulaires 
X  Vy  Zy  ne  soient  aussi  huiles;  et  de  même  le 
moment  principal  v/Z^+  31^  -f-  iV^ne  peut  être  égal 
à  zéro,  sans  qu'on  n'ait  séparément  Z  =  o,  31=:  o, 
iV^=o.  Le  centre  des  momens  peut  être  placé  en 
un  point  quelconque  ;  mais  d'après  la  transforma- 
tion qu'on  a  faite  dans  le  n°  7 1  ,  il  est  évident  que 
si  ces  trois  dernières  équations  ont  lieu  pour  un  point 
déterminé,  elles  subsistent  également  pour  tout 
autre  point,  lorsque  l'on  a  en  même  tems  X==o, 
y  =  o  et  Z  =  o. 

Quand  le  corps  est  retenu  par  un  point  fixe,  ii 
suffit  que  le  moment  principal  soit  nul,  en  plaçant 
le  centre  des  mohiens  en  ce  point. 

Enfin  quand  le  corps  est  retenu  par  un  axe  fixe  ^ 
il  suffit  que  le  plan  principal  renferme  l'axe ,  le  centre 
des  momens  étant  placé  en  un  point  quelconque  du 
même  axe.  En  effet,  supposons  que  Taxe  fixe  soit 
léelui  des  z  ;  si  le  plan  principal  le  renferme  j  l'angle  ^ 
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^du  n"  86  sera  droit ,  et  l'on  aura  par  conséquent  Z = o  ; 
ce  qui  est  l'ëquatioii  d'équilibre  trouvée  dans  le 
n«  65. 

89.  Lorsque  les  forces  P^  T'^,  P",  etc. ,  ont  une 
re'sultante  unique ,  il  est  évident  que  le  plan  princi- 
pal doit  être  celui  qui  renferme  cette  résultante  efe 
le  centre  des  nlomens*  La  perpendiculaire  à  ce  plan, 
et  la  parallèle  à  la  résultante  ^  menées  par  le  centre 
des  momens,  doivent  donc  être  perpendiculaires 
entre  elles  ;  ainsi  il  faut  qu'ion  ait  (n°  78) 

COS.c6.COS,C-|-COS«CcOS.è  -f-  COS.  ^.  COS.  a  =  o  I 

ct^Q^y  étant  les  angles  que  fait  la  première  droite 
avec  les  axes,  des  z,  des^  et  des  œ;  et  c,  Z>,  a  y  les 
angles  que  fait  la  seconde  droite  avec  les  mêmes 
axes.  Or,  on  a  donné  les  valeurs  de  Qos.a^  cos.^, 
cos.c?,  dans  le  n"  72,  et  celles  de  cos.â&,  cos.Ê, 
COS. ^5  dans  le  n'*  ^6;  substituant  donc  ces  valeurs, 
l'équation  précédente  se  change  en  ceîk-cî 

LZ-\-MY-\-NX=o, 

qui  a  effectivement  lieu  quand  les  forces  données 
ont  une  résultante  (n°  69). 

90.  Jnsqu'ici  nous  avons  supposé  que  le  centré 
des  momens  restait  toujours  à  l'origine  des  coor- 
données ;  mais  si  on  le  transporté  en  un  autre  point , 
le  moment  principal  variera ,  et  l'on  peut  demander 
en  quel,  point  ou  en  quelle  suite  de  points,  ce  mo- 
ment est  le  plus  petit.  Quand  les  forces  P,  P\ 
P",  etc.,  ont  une  résultante  unique,  il  est  évident 

8.. 
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que  ces  points  sont  ceux  qui  se  trouvent  sur  la  di- 
rection de  la  résultante;  car  pour  tous  les  points  de 
cette  droite,  les  quantités  Z,  M,  N^  sont  nulles 
(n'  71),  et  par  conséquent  le  moment  principal  est 
égal  à  zéro.  Pour  obtenir  l'ëquation  du  lieu  de  tous 
ces  points  dans  le  cas  général,  désignons  par  «^y^JTy  ?2y? 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  où  Ton  trans- 
porte le  centre  des  momens,  et  par  Z^,  M^^  N^^  ce 
que  deviennent  Z,  M,  Ny  relativement  à  ce  point; 
îious  aurons  (n°  71) 

ce  qui  montre  d'abord  que  si  les  forces  P,  jP, 
P"y  etc.,  se  réduisent  à  deux,  parallèles  et  irréduc- 
tibles, auquel  cas  on  a  X==o,  F==o,  Z  =  o, 
les  valeurs  de  Z,  ilZ,  iV,  ne  varieront  pas  avec  le 
centre  des  momens.  Ainsi,  dans  ce  cas,  la  valeur 
du  moment  principal  ne  change  pas ,  et  le  plan  prin- 
cipal reste  parallèle  a  lui-même,  en  quelque  point 
que  soit  placé  le  centre  des  momens.  On  conçoit 
en  effet  que  ce  plan  doit  être  constamment  parallèle 
à  celui  des  deux  forces  auxquelles  les  forces  données 
se  réduisent,  et  que  le  moment  principal  est  tou- 
jours égal  à  la  perpendiculaire  comprise  entre  les 
directions  de  ces  forces ,  multipliée  par  leur  va-  ^ 
leur  commune. 

Dans  tout  autre  cas  ,  le  moment  principal  sera 
une  fonction  des  coordonnées  oc^^j^^  z^,  du  centre 
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^es  momens.  Son  carre  sera  égal  à  Z/-}-ilf/-[-iV^^% 
ou  à 

(L  +  Yx^  -  Xyy  +  dM^  Xz^-  Zx^  +  (iY+  Zy^^  Yz;)\ 

En  égalant  à  zéro  ses  trois  différences  partielles  re- 
latives à  ^^y  J^y  z^  y  afin  de  déterminer  son  mini- 
murriy  et  observant  quei?-=:A^^-f-l^^-4"Z%on  obtient 
trois  équations  qu'il  est  facile  d'écrire  sous  cette 
forme  : 

■R-x^  —  X  {Xx,  -f  Yy^  4-  Zz^  +  ZM  -~  YL , 
Ii^y^:=.Y{Xx^-\-  Yy^  +  Z^  -f-  XL  -  ZiV, 
R'z^  =  Z(Xr^  -{-  Fy^  -f  Zz^  +  FA^  —  XM, 

Or^  si  l'on  ajoute  ces  trois  équations ,  après  avoir 
multiplié  la  première  par  X,  la  seconde  par  Y^  la 
troisième  parZ^  on  trouve  une  équation  identique;  il 
s^ensuit  donc  que  l'une  d'elles  est  la  suite  des  deux 
autres;  et  comme  les  coordonnées  oc^^j^^  z^^  ne 
s'y  montrent  qu'au  premier  degré,  elles  appartiens 
nent  à  une  ligne  droite,  qui  est  le  lieu  demandé  des 
centres  des  momens ,  par  rapport  auxquels  le  mo- 
ment principal  est  un  minimum.  11  n'est  pas  néces- 
saire ici  d'examiner  lequel  a  lieu ,  du  maœimum  ou 
du  minimum;  car  il  est  évident  que  la  valeur  du  mo- 
ment principal  croit  indéfiniment  avec  les  coordon-  ' 
nées  x^yj^y  z/,  de  sorte  que  cette  fonction  n'est 
pas  susceptible  de  limite  dans  le  sens  de  son  accrois- 
sement. 

91.   En  éliminant  la  quantité   Xx^+  lj"^-j-  Zr^, 
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entre  les  équations  préce'dentes ,  prises  successive-* 

ment  deux  à  deux,  on  trouve 


Xz^—Zx^-irM^: 


Ces  équations  appartiennent  aux  projections  sur  les 
trois  plans  des  coordonnées,  du  lieu  des  centres  des 
niomens  principaux  minima.  On  vérifie  qu'elles  coïn-* 
çident  avec  celles  de  la  résultante  (  n°  7 1  ) ,  dans  le 
cas  où  les  forces  P,  P',  P"^  etc. ,  en  ont  une  ;  car 
on  a  alors 

JSfX'^'MY^LZzr^o, 

On  peut  aussi  remarquer  qu'en  vertu  de  ces  équa-» 
tions  y  la  valeur  du  moment  principal  minimum  j 
donnée  dans  le  n"  précédent ,  devient 

ensorte  que  la  condition  d'une  résultante  unique 
consiste  en  ce  que  ce  moment  doit  être  égal  à  zéro. 
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GHAPITRE  IV. 

APPLICATION  DES  PRINCIPES  PRÉCÉDENS 
AUX  CORPS  PESANS. 

§.  I'^^.  Définition  de  la  pesanteur  et  ùonditiom  d'équl<^ 
libre  de  ces  Corps. 

92.  v/n  noynrne  inàifîéveiLï^ïiQul  pesanteur  on  grar-^ 
vite,  la  force  qui  précipite  les  corps  vers  la  surface 
de  la  terre  ^  aussitôt  qu^ils  cessent  d'être  soutenus. 
Son  action  s'exerce  sur  toutes  les  parties  de  la  ma- 
tière y  dans  des  directions  perpendiculaires  à  cette 
surface,  ou  suivant  des  lignes  verticales.  Les  direc- 
tions prolongées  de  la  pesanteur  en  différens  lieux , 
iraient  donc  concourir  au  centre  de  la  terre,  à  cause 
de  sa  forme  ,  à  très-peu-près  sphérique  y  mais,  en 
ayant  égard  à  la  grandeur  du  rayon  terrestre  {^^ , 
relativement  aux  dimensions  des  corps  que  Ton  a 
ordinairement  à  considérer,  on  peut  supposer,  sans 
erreur  sensible ,  la  pesanteur  parallèle  a  elle-même 
dans  toute  l'étendue  d'un  même  corps. 

Des  expériences  que  nous  ferons  conuaitre  quand 
nous  traiterons  du  mouvement  des  corps  pesans^ 
ont  prouvé  que  l'intensité  de  la  pesanteur  varie  à  la 


(*)  Sa  longueur  mpyenn€  est  de  6366198  mètres. 
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surface  de  la  terre  :  elle  est  la  plus  petite  à  Fëqua- 
leur  ;  lorsqu^on  s'approche  du  pôle  ^  elle  croît  pro- 
portionnellement au  carré  du  sinus  de  la  latitude. 
On  sait  encore  qu'à  la  même  latitude  ^  elle  diminue 
à  mesure  qu'on  s'élève  sur  la  verticale,  et  qu'elle 
suit  la  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  du 
corps  pesant  au  centre  de  la  terre.  Ainsi,  à  parler 
rigoureusement  5  la  gravité  n'est  pas  la  même  pour 
toutes  les  parties  d'un  même  corps,  à  raison  de  la 
différence  de  leurs  distances  à  l'équateur  et  au  centre 
de  la  terre.  Néanmoins  on  conçoit  que  dans  une 
aussi  petite  étendue,  la  variation  de  l'intensité  de 
cette  force  peut  être  négligée,  comme  celle  de  sa 
direction. 

Un  corps  pesant  sera  donc  pour  nous  un  assem- 
blage de  points  matériels  auxquels  sont  appliquées 
des  forces  égales,  parallèles  et  dirigées  dans  le  même 
sens  ;  la  direction  de  chacune  de  ces  forces  est  in- 
diquée par  celle  du  fil  à-plomb  qui  serait  suspendu 
h.  son  point  d'application. 

95.  Toutes  ces  forces  ont  une  résultante  égale  à 
leur  somme  et  parallèle  à  leur  direction  commune. 
Cette  résultante  forme  ce  qu'on  appelle  le  poids  du 
corps. 

Il  est  évident,  d'api^ès  cette  définition ,  que  le 
poids  d'un  corps  homogène ^  ou  entièrement  de  la 
même  matière ,  est  indépendant  de  sa  forme  et  pro- 
portionnel à  son  volume.  Deux  corps  homogènes  et 
ëquivalens  en  volume  sont  donc  égaux  en  poids  : 
de  sorte  qu'étant  placés  dans  les  deux  plateaux  d'ime 


Il 
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fcalance,  ils  doivent  s'y  faire  équilibre.  C'est  ce  que 
rexpërience  confirme  journellement;  mais  elle  nous 
montre  en  même  tems  que  les  corps  hétérogènes 
n'ont  pas  le  même  poids  sous  des  S^olumes  égaux , 
cl  pour  cette  raison  ,  nous  nous  représentons  ces 
corps  comme  renfermant  sous  le  même  volume^  des 
nombres  différens  de  parties  matérielles  douées 
d'une  pesanteur  égale. 

On  a  coutume  d'exprimer  cette  différence  de  com- 
position ,  en  disant  que  les  corps  sont  plus  ou  moins 
denses ,  selon  qu'ils  contiennent ,  à  volume  égal , 
un  nombre  plus  ou  moins  grand  de  parties  maté- 
Helles  également  pesantes.  La  densité  relative  de 
deux  corps  n'est  donc  autre  chose  que  le  rapport 
de  leurs  poids  sous  le  même  volume  ^  par  consé- 
quent, si  l'on  veut  former  une  table  des  densités 
des  diverses  espèces  de  corps ,  solides  ou  fluides  , 
on  prendi'a  pour  unité  la  densité  d'une  substance 
convenue  ,  et  l'on  déterminera  par  l'expérience  le 
rapport  du  poids  d'un  volume  quelconque  de  chaque 
corps,  à  celui  d'un  volume  égal  de  cette  substance. 
L'eau  distillée  est  le  corps  que  l'on  prend  ainsi  pour 
terme  de  comparaison  ;  mais  comme  sa  densité  varie 
avec  sa  température,  on  prend  pour  unité  la  densité 
de  ce  fluide  au  point  de  sa  plus  grande  condensation, 
qui  répond  à  environ  4°  du  thermomètre  centigrade. 
Ainsi  quand  on  dit,  par  exemple,  que  la  densité  de 
l'or  est  ig,  cela  signifie  que  le  poids  d'un  volume 
quelconque  de  ce  métal  est  égal  à  19  fois  celui  d'un 
égal  volume  d'eau  distillée  et  prise  au  maximum  de 
densité. 


fi 
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C'est  aussi  le  poids  d'un  centimètre  cube  de  cette, 
eau  qui  forme  notre  unité  de  poids^  ouïe  gramme; 
de  manière  que  le  poids  d'un  corps  ,  évalué  en 
grammes,  est  égal  au  produit  de  sa  densité  par  son 
volume  évalué  en  centimètres  cubes. 

94.  Lorsque  l'on  transporte  un  corps  d'un  lieu 
dans  un  autre ,  son  poids  varie  proportionnellement 
à  la  pesanteur;  mais  il  est  impossible  de  s'en  aper- 
cevoir au  moyen  d^une  balance ,  puisque  les  poids 
de  tous  les  corps  croissent  ou  décroissent  dans  le 
même  rapport.  Il  faudrait ,  pour  manifester  directe-^ 
ment  cette  variation ,  comparer  le  poids  d'un  corps 
à  une  force  qui  ne  dépendit  point  du  changement 
de  pesanteur  ;  or,  le  moyen  le  plus  simple  ,  serait 
d'en^ployer  à  cet  usage  la  force  élastique  de  Tair , 
ainsi  que  nous  l'expliquerons  dans  la  suite.  Obser- 
vous  seulement  ici  que  si  nous  désignons  par  P  le 
poids  d'un  corps ,  par  T^  son  volume ,  sa  densité 
par  D  ^  et  par  g  la  gravité  au  lieu  où  l'on  considère 
le  poids  P  :  nous  aurons 

Dans  cette  équation ,  où  les  quantités  P,  V^  D^  g^ 
ne  sont  pas  de  même  nature,  il  convient  de  remar- 
quer que  ces  lettres  représentent  des  nombres  abs- 
traits, savoir,  les  rapports  des  quantités  correspond 
dantesjà  des  unités  arbitraires  de  l'espèce  de  chacune 
d'elles.  Ainsi  /^  exprime  le  nombre  d'unités  cubi^ 
ques  que  renferme  le  volume  du  corps  que  l'on 
considère,  D  le  rapport  uumérique  de  sa  densité  à. 
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celle  de  l'eau  que  l'on  prend  pour  unijë ,  g  le  rap- 
port de  la  pesanteur  relative  à  l'endroit  de  l'espace 
qu'occupe  ce  corps  ,  à  la  pesanteur  que  l'on  choisit 
pour  unité  de  force  et  qui  se  rapporte  à  un  lieu  dé- 
terminé ;  l'unité  de  poids  est  alors  celui  d'une  unité 
cubique  d^eau ,  transportée  en  ce  dernier  lieu ,  et  P 
désigne  le  nombre  de  ces  unités  que  contient  le 
I  poids  du  corps. 

! 
I 

g5.   Puisque  tous  les  points   d'un  corps  pesant 

jSOnt  sollicités  par  des  forces  parallèles,  il  s'ensuit 

que  si  on  lui  fait  prendre  successivement  diverses 

positions  par  rapport  à  la  direction  de  ces  forces, 

leur  résultante  passera  constamment  par  un  certain 

I point  de  ce  corps.  Ce  point  que  nous  avons  appelé, 

I  €n  général ,  centre  des  forces  parallhles  (  n°  5^  )  , 

!  prend  ici  le  nom  particulier  de  centre  de  gravité.  Sa 

propriété  caractéristique,  dans  les  corps  solides  pe- 

sans ,  consiste  en  ce  que ,  s'il  est  supposé  fixe ,  le 

corps  auquel  il  appartient  reste  en  équilibre  dans 

toutes  les  positions  possibles  autour  de  ce  point ,' 

parce  que ,  dans  toutes  ces  positions ,  la  résultante 

des  forces  appliquées  aux  points  du  corps  ^  vient 

passer  par  le  point  fixe.  ^ 

On  conçoit  aussi  que  quand  un  corps  solide  pe- 
sant est  retenu  par  un  autre  point  ^y.Q ,  il  est  né- 
<^essaire  et  il  sufKt  pour  l'équilibre  ,  que  la  droite 
qui  joint  ce  point  et  le  centre  de  gravité,  soit  verti- 
cale ;  ce  centre  pouvant  d'ailleurs  se  trouver  au- 
dessus  ou  au-dessous  du  point  fixe.  En  effet  ,  le 
du  corps  étant  une  force  verticale,  appliquée 
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à  son  centre  de  gravité  ,  sa  direction  coïncidera  ^ 
dans  notre  supposition  ,  avec  la  droite  qui  joint  ce 
centre  et  le  point  fixe  ;  par  conséquent  cette  force 
sera  détruite  par  la  résistance  de  ce  dernier  point , 
comme  si  elle  y  était  immédiatement  appliquée. 

96.  Par  la  même  raison ,  si  Ton  considère  un  corps 
solide  pesant^  suspendu  par  un  fil  CA^  à  un  point' 
fixe  C  (  fîg.  22  )  ,  il  est  évident  que  dans  le  cas  de 
l'équilibre,  ce  fil  sera  vertical ,  et  que  le  prolonge- 
ment AB  de  sa  direction  ira  passer  par  le  centre  de 
gravité  du  corps;  ce  qui  fournit  un  moyen  connu 
poiu^  déterminer,  par  l'expérience,  le  centre  de  gra- 
vité d'un  corps  solide,  hétérogène  et  de  figure  quel- 
conque :  on  le  suspend  successivement  à  un  point  \ 
iise,  dans  deux  positions  différentes,  c'est-à-dire, 
qu'après  avoir  attaché  le  fil  de  suspension  en  un  v 
point  quelconque  ^,  on  l'attache  en  un  autre  point 
A'  ;  dans  ces  deux  positions ,  on  attend  que  Féquî- 
libre  se  soit  établi  ;  puis  on  trace  dans  l'intérieur 
du  corps,  le  prolongement  du  fil  de  suspension  , 
savoir,  AB  da^s  la  première  position  et  A'B'  dans 
la  seconde  :  ces  deux  droites  se  coupent  en  un  point 
G  qui  est  le  centre  de  gravité  cherché. 

97.  En  général ,  les  conditions  d'équilibre  que 
nous  avons  trouvées  précédemment ,  et  les  équa- 
tions qui  les  renferment,  s'appliqueront  sans  peine 
à  un  corps  solide  pesant ,  sollicité  d'ailleurs  par' 
d'autres  forcés  quelconques  :  il  suffira  de  comprendre 
ku  nombre  des  forces  données^  une  force  verticale^ 
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légale  au  poids  du  corps  et  appliquée  à  sou  centre  de 
igravité.  Ainsi,  par  exemple,  les  équations  (i),  (2), 
(3)  du  n°  60,  et  la   conditioa  relative  à  la  direction 
jdela  résultante  (n°  67),  renfermeront  toutes  les  con- 
ditions d'équiliJ3re  d'un  corps  pesant  posé  sur  un 
plan  ûxe;  mais  au  lieu  de  les  déduire  de  ces  équa- 
jtions  générales,  je  croîs  qu'il  sera  plus  utile  de  con- 
'sidérer  directement  ce  cas  particulier, 
!     J'observe  d'abord  que  si  le  corps  est  soumis  à  la 
1  seule  action  de  la  pesanteur^  et  que  le  plan  fixe  soit 
1  horizontal^  l'équilibre  aura  lieu,  pourvu  seulement 
ique  la  verticale   menée  par  le  centre  de  gravité, 
vienne  couper  le  plan  fixe  dans  l'intérieur  de  la  base 
du  corps;  condition  nécessaire  pour  que  son  poids 
ou  la  force  qui  le  sollicite^  soit  détruite  par  la  résis- 
tance du  plan  fixe  ,  et  sans  laquelle  le  corps  serait 
renversé  sur  ce  plan.  Mais  si  le  plan  fixe  est  un  plaiz 
'  incliné  j  le  corps  glissera  leîong  de  ce  plan  en  vertu 
de  sa  pesanteur,   et  il  faudra  qu'une  ou  plusieurs 
autres  forces  lui  soient  appliquées   pour  le  main- 
tenir en  équilibre.  Afin  de  simplifier  la  question ,  je 
supposerai  qu'il  n'y  ait  qu'une  seule  force,  ou  aue 
s'il  y  en  a  plusieurs,  elles  ont  une  résultante  unique 
que  j'appelerai  Q.  Soit  aussi  P^  le  poids  du  corps.  Il 
sera  nécessaire,  pour  l'équilibre,  que  ces  deux  forces 
aient  une  résultante,  et  qu'elle  soit  perpendiculaire  au 
plan  incliné  ;    il  faudra  donc  que  leurs  directions 
soient  comprises  dans  un  même  plan;  par  consé- 
quent la  direction  de  la  force  Q  devra  se  trouver 
dans  un  plan  vertical  mené  par  le  centre  de  gravité 
du  corps,  lequel  plan  contient  déjà  la  direction  de 
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la  force  P.  Quand  cette  condition  ne  sera  pas  renii 
plie,  l'équilibre  sera  impossible,  quel  que  soit  le 
rapport  des  deux  forces  P  eiQ;  supposons-la  donc 
satisfaite,  et  cherchons  le  rapport  de  ces  forces,  né- 
cessaire à  l'équilibre. 

98.  Considérons  le  plan  vertical  qui  renferme  à  la 
fois,  le  centre  de  gravité  du  corps  et  la  direction  don- 
née de  la  force  Q.  Soit  Imnpq  (fîg.  25),  la  section  du 
corps  par  ce  plan  ;  AB  la  section  du  plan  incliné,  ^6^et 
AC  une  verticale  et  une  horizontale,  menées  par  des 
points  B  ei  A ,  pris  arbitrairement  sur  la  droite  jfB  : 
on  appelle  ordinairement  ces  droites  y^^,^ Cet  ^C, 
la  longueur  _,  la  hauteur  et  la  base  du  plan  incliné.  Soit 
aussi  G  le  centre  de  gravité  du  corps,  GF'  la  ver- 
ticale qui  représente  la  direction  du  poids  P,  KE 
la  direction  de  la  force  Q.,  K  le  point  d'intersection 
des  lignes  KE  et  GF^  et  KD  une  perpendiculaire 
abaissée  de  ce  point  sur  le  plan  incliné. 

Puisque  la  résultante  des  forces  Q  et  P  doit  être 
dirigée  suivant  KD,  on  aura  (  n'  18  ) 

PlQ  ::  èin.EKD  :  s'm.FKD. 

Mais  l'angle  FKD  étant  égal  à  l'angle  BAC  y  à  causé 
de  leurs  côtés  perpendiculaires ,  on  a 

PO 
sin. FKD  z=  sm.BAC  ^  — -  ; 

ce  qui  change  la  proportion  en  celle-ci  : 

P:  Q  ::AC.siu.EKD:Ba 
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,  Tel  est  le  rapport  qui  doit  exister  entre  les  deux 
iforces  P  et  Ç,  pour  que  la  seconde  puisse  empêcher 
le  corps  de  glisser  sur  le  plan  incliné.  Il  dépend , 
comme  on  voit,  de  l'angle  EKD  que  la  force  Q  fait 
avec  la  perpendiculaire  à  ce  plan  ;  et  cette  force  doit 
être  d'autant  plus  grande,  que  cet  angle  s'écarte  plus 
de  l'angle  droit.  Si  la  force  Q  est  parallèle  au  plan 
incliné,  auquel  cas  l'angle  ËKD  est  droit,  la  pro- 
portion devient 

P:  Q::JC:  bC; 

donc  dans  le  cas  le  plus  avantageux,  la  force  Q  est 
au  poids  P  qu'il  s'agit  de  soutenir,  comme  la  hau- 
teur du  plan  incliné  est  à  sa  longueur.  Dans  ce  cas, 
la  force  Q  est  égale  et  directement  contraire  au 
poids  P  décomposé  parallèlement  au  plan  incliné. 
Dans  tous  les  cas ,  la  perpendiculaire  KD  doit 
rencontrer  le  plan  fixe  en  dedans  de  la  base  du 
corps,  et  la  résultante  des  forces  P  et  Q  exprime  la 
pression  supportée  par  ce  plan. 

§.  II.  Détermination  des  Centres  de  gras^ité, 

99.  Occupons-nous  maintenant  des  moyens  de 
déterminer,  par  le  calcul,  la  position  du  centre  de 
gravité  ,  et  proposons-nous  ce  problème  général  : 
un  corps  étant  partagé  en  un  nombre  quelconque  de 
parties  dont  les  centres  de  gravité  sont  connus ^  trouver 
aelui  du  corps  entier  ? 

Pour  le  résoudre,  je  considère  le  poids  de  chaque 
partie  comme  une  force  verticale,  appliquée  à  s@a 
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centre  de  gravité;  ensuite  je  cherche,  au  moyen  des 
formules  du  n'*  /^o ,  les  coordonnées  du  centre  de 
ces  forces  parallèles ,  qui  sera  le  centre  de  gravité 
demandé. 

Soient  donc  p^p'^  p"y  etc.,  les  poids  des  diverses 
parties  du  corps;  x,jr,  z,  les  coordonnées  du  centre 
de  gravité  du  poids/?;  oc\j\  z\  les  coordonnées  de 
celui  du  poids  p -^  efc.  ;  soient  aussi  oc^^j^^  z^,  les 
coordonnées  du  centre  de  gravité  du  corps  entier, 
et  P  son  poids,  ou  la  somme  des  poids  p,  p,  p\  etc.; 
en  faisant  attention  que  P  est  la  résultante  des  forces 
p,  p\  p\  etc. ,  nous  aurons^  d'après  le  n°  cité, 

Px^  =  po; 4"  f'^'  +  Ji'x"  +  etc. , 

■^x  ■=^vy'^  pY  +p"y"  +  etc. , 

PZj  rrr  pa  +  p^z'  -f"  p"^"  +  ^tC.  , 

pour  déterminer  les  valeurs  de  ^,,X  ^^  ^y- 

,Ces  coordonnées  seront  indépendantes  de  rin- 
tensité  de  la  pesanteur;  car  cette  quantité  entrant 
comme  facteur  commun  dans  les  valeurs  des  poids 
P,  /?,  p'y  p"y  etc.  (  n*  94  ),  on  en  peut  faire  abstrac- 
tion. Il  s'ensuit  donc  que  le  centre  de  gravité  ne 
change  pas  de  position  dans  les  corps,  lorsqu'on  les 
transporte  d'un  lieu  dans  un  autre,  quoique  la  pe- 
santeur soit  différente  en  ces  deux  lieux. 

Lorsque  les  centres  de  gravité  de  tous  les  poids 
partiels  p^p,  p"y  etc. ,  se  trouveront  dans  un  même 
plan ,  celui  du  corps  entier  se  trouvera  aussi  dans 
ce  plan  ;  et  quand  tous  ces  points  seront  rangés  sur 
une  même  droite  ,  on  pourra  être  certain  que  le 

centre 
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centre  de  gravité  qu'on  cherche  est  un  des  points 
de  cette  droite  (  n°  40- 

100.  Si  le  corps  que  l'on  considère  esthi)mog6ne, 
de  manière  que  la  densité  de  toutes  ses  parties  soit 
la  même,  les  poids  P,  PyP\p"y  etc.,  seront  sim- 
plement proportionnels  aux  volumes,  et  en  dési- 
gnant ceux-ci  par  /^,  p,  /,  v^y  etc. ,  on  aura 

^x^  =  1/x  -f  v V  +  v"x"  -f-  etc. , 
/^^  =z  vy  +  v'y  +  i^y  4-  etc. , 
rz^  =  vz  +  v'z  -f  v'z!'  -f  etc. 

Ces  formules  ont  lieu ,  quel  que  soit  le  nombre  de 
parties  dans  lequel  on  a  divisé  le  volume  V  -,   elles 
subsisteront  donc  encore,  si  Ton  suppose  que  ce 
nombre  devient  infini ,  et  qu'en  même  tems  les  por- 
tions ^,  c^',  /,  etc.  de  ce  volume,  deviennent  infini- 
ment petites  ;  par  conséquent  on  peut  toujours  dire 
que  le  volume  entier  d'un  corps ,    multiplié  par  la 
distance  de  son  centre  de  grai^ité  à  un  plan  quel^ 
\  \conque ,  est  égal  a  la  somme  de  tous  les  élémens  in'* 
^Jiniment  petits  de  ce  m,éme  volume^  multipliés  res- 
\  Ipectii^ement  par  leurs  distances  à  ce  plan, 
\     A  proprement  parler,  cette  somme  d'un  nombre 
[infini  de  quantités  infiniment  petites ,   n'est  qu'une 
s\limite  dont  on  peut  approcher  d'aussi   près    qu'on 
rveut,  en  augmentant  le  nombre  de  ces  quantités, 
î  iAinsi ,  par  exemple,  que  l'on  partage  le  volume 
'donné  en  un  très-grand  nombre  de  portions  très- 
petites,  (^,  /,  p",  etc.,  qu^on  multiplie  ensuite  chaque 
portion  par  la  distance  d'un  de  ses  points  au  plan 

^-  9 
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des  Xy  J'y  et  que  ce  point  soit  pris  au  hasard  dans 
l'étendue  de  cette  portion  de  volume  :  la  somme  de 
tous  les  produits  ne  sera  pas  la  valeur  exacte  de  /^z^, 
car  il  faudrait,  pour  cela,  que  le  point  pris  dans 
chaque  volume  partiel,  fut  le  centre  de  gravité  de 
cette  partie  du  corps  ;  mais  comme  ces  deux  points 
différeront  de  moins  en  moins,  à  mesure  que  la  por- 
tion de  volume  a  laquelle  ils  appartiennent,  deviendra 
plus  petite,  on  conçoit  que  la  somme  des  produits 
approchera  aussi  de  plus  en  plus  de  la  valeur  de  P^z/^ 
de  telle  sorte  que  cette  valeur  peut  être  regardée 
comme  sa  limite  dans  le  sens  du  décroissement  des 
volumes  (^,  /,  i^",  etc.  Il  ne  s'agira  donc  que  de 
trouver,  dans  chaque  cas  particulier,  l'expression 
de  cette  limite ,  qui  s'obtiendra  par  les  règles  du 
calcul  intégral ,  ainsi  qu'on  va  le  voir  dans  les 
11°^  suivans. 


ICI.  Quoique  les  lignes  et  les  surfaces,  telles  qu'on 
les  considère  en  géométrie,  soient  dénuées  de  pe- 
santeur, il  arrive  néanmoins  qu'on  demande  souvent 
leurs  centres  de  gravité  j  mais  pour  donner  un  sens 
à  cette  question ,  il  faut  entendre  que  l'on  regarde 
alors  tous  leurs  points  comme  chargés  de  poids 
égaux ,  ou  tirés  par  des  forces  égales  et  parallèles. 
D'après  cela,  cherchons  le  centre  de  gravité  d'une 
ligne  à  double  courbure,  donnée  par  ses  deux  équa- 
tions. 

|.  Partageons  la  longueur  de  la  courbe  en  une  infi- 
nité d'éiémens  infiniment  petits  ;  la  longueur  de 
l'élément  qui  répond  aux  coordonnées  quelconques 


C*! 
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à,  j,  Zy  sera,  comme  on  sait,  \/~dx*-\-dj^-\-clz'';  le 
produit  de  cet  élément  par  sa  distance  au  plan  des 
Xjjy  sera  donc  s.  V  dx'--\-dj^'\-dz''  -,  et  d'après 
les  principes  du  calcul  intégral,  on  aura  la  somme 
de  tous  les  produits  semblables ,  pour  une  portion 
déterminée  de  la  courbe  ,  en  prenant  l'intégrale 
fz,  s/djc^'-i-  cfy-^^  dz""  y  depuis  le  premier  point  jus- 
qu'au dernier.  Or ,  en  vertu  du  théorème  du  n°  pré- 
cédent ,  qui  convient  aux  lignes  et  aux  surfaces ,' 
jcomme  aux  volumes ,  cette  somme  de  produits  doit 
jêtre  égale  à  /s^ ,  l  étant  la  longueur  de  la  courbe  ^ 
pt  z^  la  distance  de  son  centre  de  gravité  au  plan 
lies  x,jr;  dono  on  aura 

i  ^ 

On  aura  de  même,  par  rapport  au  plan  des  jc,  z 
t  des  Jy  z  y 

lx^^=fx.  y^dx""  -\-dy-'-\-dz'  y 

,  et  j^  représentant  les  coordonnées  du  centre  de 

ravité,  parallèles  aux  axes  des  x  et  des  j^. 

Ces   trois    équations   donneront    les    valeurs    de 

/  j  J,y  ^,y  quand  celle  de  l  sera  connue  ;  or,  celle-ci 

iépend  d'une  intégrale  prise  entre  les  mêmes  limites 

[ue  les  précédentes,  savoir  : 

/  =/  \^  dx'--\-dy---\rdz\ 

On  voit  donc  qu@  pour  déterminer  le  centre  de 

9   • 
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gravite  d'une  courbe  quelconque,  il  faudra  prendre 
séparément  quatre  intégrales  définies  dont  les  limités 
communes  correspondent  aux  points  extrêmes  de  la 
courbe.  Pour  cela,  il  sera  d'abord  indispensable  de 
ramener  chacune  des  intégrales  précédentes  à  la 
iorme  fTdt  y  T  étant  une  fonction  d'une  seule  va^ 
riable  t  ;  ce  qu'on  fera  en  substituant  dans  ces  inté- 
grales, à  la  place  de  deux  des  trois  coordonnées 
œ,j,  Zy  et  de  leurs  différentielles,  leurs  valeurs  en 
fonction  de  la  troisième,  déduites  des  équations  de 
la  courbe  proposée,  ou  plus  généralement,  en  ex-^ 
primant  ces  trois  coordonnées  et  leurs  différentielles^ 
en  fonction  d'une  nouvelle  variable  t.  Gela  fait ,  si 
la  formule  Tdt  est  intégrable  sous  forme  finie  ,  par 
les  i*ègles  connues ,  on  prendra  son  intégrale  com- 
plète ;  d'où  l'on  déduira  ensuite  l'intégrale  définie 
dont  on  a  besoin ,  en  y  mettant  successivement  à  la 
place  de  ^ ,  les  valeurs  de  cette  variable  relatives 
ûux  deux  limites,  et  en  retfanchant  l'un  de  l'autre,  les 
résultats  de  ces  deux  substitutions.  Quand  la  formule 
Tdt  ne  sera  pas  intégrable  sous  forme  finie,  il  faudra 
recourir  aux  diverses  méthodes  qu€  le  calcul  intégral 
enseigne,  et  qui  donnent  par  approximation  les  va- 
leurs des  intégrales  définies  (^), 

ro2.  Eclaircissons  €e  procédé  par  un  exemple,  le 
plus  simple  de  tous  ceux  qu'on  peut  choisir.  Suppo» 
Sons  que  la  courbe  proposée  est  une  ligne  dx'oite 


C'')  Voyez  pour  de  plus  grands  détails,  le  Tmité  du  Calcul 
iMégral  de  M.  Lacroixc 
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3ont  les  équations  sont 

y  =  «:r  +  a\         z  =  Cjc  +  C. 
pfous  aurons 

dy=a.dx,     dz—Qdx,      \/ dx^'-j-dy^-^-dz'' =z  [/i^ct'-^-C^djçi 
et  par  conséquent 

/{/dx^-j-dy^-^dz^—^/i-j^ct^-i-C^.x-j-C, 
fx.  i/c/x^-|-4y?+^s=^=:i/i+a^-f-^%  —  +  C\ 

fy .  \/ dx^+dy^-\'dz^=z }/ i-^c^J^Q- .  ^~-  +  c^'j^  -f.  C\ 

fz.  ^dx^'i-dy^-r{-dz'=  s/ 1 -f a^4-C=^ . ('--^  +  ^'a;'\+  C^ 

C,  C,  C%  6^*^,  étant  des  constantes  arbitraires.  Dé- 
signons par  ^  et  ^  les  valeurs  de  x,  relatives  aux 
points  extrêmes  de  la  portion  de  cette  droite  dont 
I  on  demande  le  centre  de  gravité  ;  les  valeurs  des. 
intégrales  définies,  prises  entre  ces  limites,  seront 

,:  /V^5ïH^5yM^"==  j/i+a^-f^^ .  («  —  3) , 

I  On  aura  donc,  en  substituant  ces  valeurs  dans  les, 
ïornîules  du  xf  précédent ,  (et  qn  faisant  les  rédM:^ 
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lions  qui  se  présentent , 

Ces  coordonnées  appartiennent  au  milieu  de  la 
droite  donnée  ;  et  en  effet  ce  point  est  évidemment 
son  centre  de  gravité. 

Connaissant  le  centre  de  gravité  d'une  ligne  droite, 
on  en  conclura  sans  peine<îelui  du  contour  d'un  po- 
lygone quelconque,  au  moyen  des  formules  dun°  loo, 
dans  lesquelles  on  substituera  les  côtés  de  ce  poly- 
gone aux  quantités  t^,  /,  p",  etc.  ,  et  le  contour  en- 
tier à  la  somme  P^  de  ces  mêmes  quantités. 

lOD.  La  recherche  du  centre  de  gravité  devient 
plus  simple,  quand  il  s'agit  d'une  courbe  plane,  et 
qu'on  prend  son  plan  pour  Tun  de  ceux  des  coor- 
données, par  exemple,  pour  le  plan  des  jc^j;  on 
a  alors  J3=o,  ^s  =  o,  z^=o ,  et  par  conséquent 

de  sorte  que  la  question  ne  dépend  plus  que  de  trois 
intégrales  définies.  Si  l'on  suppose  en  outre  que  la 
courbe  soit  coupée  en  deux  parties  semblables  par 
une  droite  ,  de  manière  que  cette  droite  renferme 
le  centre  de  gravité,  et  qu^on  la  prenne  pour  axe 
des  Xy  onaurajr,=o:  il  ne  s'agira  plus  que  de 
déterminer  la  valeur  de  .x^,  au  moyen  des  équations 

ix^~fx.  x/dx^-^dy"' ,   / =/v/"5ï^T^y- 

io4-  Prenons  pour  exemple  de  ce  cas  particuliei 
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l'arc  de  cercle  BAD  (  fîg.  ^l^  )  ^  divise'  en  deux 
parties  égales  au  point  A  ^  par  le  rayon  CA,  Plaçons 
l'origine  des  coordonnées  au  centre  Cy  et  l'axe  des  x 
sur  ce  rayon  ;  soit  de  plus 

CA^=^ry       Cp-=zXy       7np=^,       Am,r=.s\ 
nous  aurons 

y/ dx^ -\- dy'^  z=L  ds  f       a;  =  7*.cos.-; 
d'où  l'on  tire 

C  étant  la  constante  arbitraire. 

Aux  limites  de  cette  intégrale ,  qui  répondent  aux 
points  ^etZ>,  ona^  =  ^-^6t^  =  ^ —  |./,  l  étant 
l'arc  entier  BAD)  passant  donc  à  l'intégrale  défînie_, 
on  aura 

Ix  =/r.  \/ dx"^  +  dy^  ==  sr^,  sin .  —  ; 

mais  c  représentant  la  corde  BD,  ou  a 

.     / 

c  =  2r.sm. —  ; 

d^où  il  suit 


Ix.  =:  rc  : 


résultat  qui  niQntreque  la  distance^^du  centre  de gra* 
vite  d'un  arc  de  cercle^  au  centre  de  ce  cercle ^  est  qua-^ 
irièine  proportionnelle  au  î^ajon^  à  la  corde  et  a  Varc, 

io5.  Appliquons  encore  les  formules  du  n°  io5^  à 
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l'arç  de  cycloïde.  Soit  BCA  (  fîg.  25)  cette  courbe, 
C  son  sommet,  BA  sa  base,  égale  à  la  circonférence 
du  cercle  générateur,  CD  le  diamètre  de  ce  cercJe. 
Prenons  le  point  Ç  pour  origine  des  coordonnées, 
la  tangente  en  ce  point  pour  axe  des  x,  et  le  dia- 
mètre CD  pour  axe  des j"  ;  de  sorte  que  nous  ayons 
pour  un  point  quelconque  m,  Cp=.x  et  mp:=^y. 
Faisons  aussi  CDz=:a;  l'équation  différentielle  de  la 
courbe  qu'on  trouve  dans  tous  les  traités  de  calcul 
différentiel ,  aura  cette  forme  : 

d'où  Ton  tire 


v/^x^4-^y=\/^.^j; 


y 

€t  par  conséquent 

l  étant  l'arc  Cm  y  compté  du  point  Cou  Ton  aj'=:o^ 
Donc  aussi 

ly,=fy'  Vdx-  +  df  z=/v/^.Jy  =  f .  \/a.y% 

l'intégrale  commençant  au  point  C.  En  divisant  par 
la  valeur  de  /,  il  vient 

ce  qui  fait  connaître  la  distance  du  centre  de  gravité 
de  l'arc  Cm ,  à  l'axe  Cx. 
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Pour  déterminer  son  autre  coordonnée  x^,  on  a 


fx.  ^dx^  +  dy-=^fx.  y'^^dy, 


y 

ou  bien  ,  en  intégrant  par  parties , 

fx .  x/dx'^-^-dy^  =  2JC.  ^ay  —  2/  V^ay , dx-, 

substituant  la  valeur  de  dx,  et  réduisant,  il  vient 

_  i_  _  3. 

f\/ay.dx  :^f\/ a,{a-^y)\dyz=:  ^^^,  \/a,  {a  —  j/ ; 

par  conséquent 

3 

fx.  \/dx^-i-dy^=2X,  \/ay+^,  \/ a.(a'-yY'\'C'j 

c  étant  la  constante  arbitraire.  Elle  doit  être  telle 
que  cette  intégrale  soit  nulle  au  point  C  ',  faisant 
donc  j  =  o  ,  on  trouve 

— -fc=:o,         OU        c  = g-; 

donc 

îx^  —fx,  \/dx^-i-dy=2x,  v/ôy  +  f  .  V^â .  (a—y)^—^  , 
et  en  divisant  par  la  valeur  de  / , 


3 


X^ ^  "T"  3  •       77="  3 


y/ y  ''   \/y 


Cette  valeur  de  x^ ,  jointe  à  celle  de  j^ ,  déter- 
mine complètemient  le  centre  de  gravité  de  l'arc 
quelconque  Cm\  si  cet  arc  est  la  demi-cycloïde  CA, 
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on  aura 

y  -=1  a:=.  CD ^      x'=^ DA ; 

par  conséquent 

valeurs  qui  se  construisent  en  portant  sut!"  la  base 
^By  à  partir  du  point  A ^  une  ligne  ÀE^  égale  aux 
deux  tiers  de  CD;  en  ëleyant  au  point  jE' une  perpen- 
diculaire EG^  sur  cette  base,  et  prenant  EG:=^AE: 
îe  point  G  est  le  centre  de  gravité  delà  courbe  CniA. 
Si  l'on  demandait  le  centre  de  gravité  d^un  arc 
ni  Cm  y  coupé  en  deux  parties  égales  au  point  C y 
ce  centre  serait  sur  l'axe  Cj;  il  suffirait  donc  de  con- 
naître sa  distance  à  l'axe  Cx  ^  qui  est  évidemment 
la  même  que  pour  la  moitié  Cm  de  cet  arc ,  c'est- 
à-dire,  égale  à  \,j.  Donc  le  centre  de  gravité  d'un 
arc  quelconque  de  cycloïde,  partagé  en  deux  parties 
égales  au  sommet  de  cette  courbe^  se  trouve  sur  le 
diamètre  du  cercle  générateur ,  au  tiers  de  sa  lon- 
gueur, à  partir  du  sommet. 

io6.  Cherchons  maintenant  le  centre  de  gravité 
de  l'aire  comprise  entre  deux  courbes  tracées  dans 
un  même  plan,  et  données  par  leurs  équations. 
Soient  CmD  et  CmU  (fîg.  26)  ces  deux  courbes; 
menons  dans  leur  plan,  les  axes  rectangulaires  Ox 
et  Oj,  qui  seront  ceux  des  coordonnées;  désignons 
par  j  ^\.j\  les  coordonnées  mp  et  iiïp,  correspon- 
dantes à  la  même  abscisse  Op^  que  nous  représen- 
terons par  x;  de  manière  quej"  et/'  soient  des  fonc- 
tions de  x^  données  par  les  équations  de  ces  courbes. 
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Supposons  que  l'aire  CCnïUDm  soit  ceîîe  que  l'on 
considère^  c'est-à-dire,  supposons  que  cette  aire  soit 
terminée  parles  ordonnées  ^C et  j&Z^  qui  répondent 
à  des  abscisces  données  OA  et  0B\  faisons 

OAr=a,       OB=zb; 

représentons  l'aire  CCmmUD^  par  A;  enfin,  ap- 
pelons j^  et  x^<^  les  coordonnées  de  son  centre  de 
gravité  qu'il  s'agit  de  trouver. 

Pour  cela,  je  divise  cette  aire  en  une  infinité 
d'éléniens  par  des  perpendiculaires  élevées  sur  l'axe 
des  X  et  séparées  par  des  intervalles  infiniment  pe- 
tits :  mnînn  est  l'élément  compris  entre  les  deux 
perpendiculaires  ou  ordonnées  consécutives  mp  et 
nqy  on  peut  le  regarder  comme  un  parallélogramme 
qui  a  pour  base  mnï  et  pour  hauteur/?^,  différence 
entre  les  deux  abscisses  consécutives  ;  cet  élément 
sera  donc  égal  à  (jr — j').dx ,  a  cause  de  mmz=zj--^y 
et  de  pq  =  dx;  par  conséquent  on  aura  d'abord 

l'intégrale  étant  prise  depuis  x:=:a^  jusqu'à  x  =:  Z', 
De  plus  le  centre  de  gravité  de  l'élémeiit  mniJiii 
tombe  évidemment  à  son  milieu;  de  manière  que  la 
distance  de  ce  point  à  l'axe  Ox  est  moyenne  entre 
les  deux  coordonnées  mp  et  nippon  égale  à  ^ .  (j'-^-y); 
et  sa  distance  à  l'axe  0/  est  égale  à  x~^^,dxy  ou 
simplement  à  x,  en  négligeant  ^.Jx,  par  rapport 
à  X,  Multipliant  donc  la  première  distance  par  la 
valeur  (j — y).dx  de  cet  élément,  ce  qui  donne 
i'{j^ — y^)'^^}  ^t  intégrant  ensuite   depuis  xz=za 
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jusqu'à  x=zb^  afin  d'obtenir  la  s  mme  des  produite 
semblables,  pour  tous  les  élëmens  de  A,  cette  somme 
sera^  d'après  les  formules  du  n°  i  oo,  égale  au  produit 
A;^^;  donc  on  aura 

Multipliant  de  même  la  distance  jc^  par  {j—y)'dx^ 
et  intégrant,  nous  aurons  la  valeur  du  produit  Ajc^  , 
savoir  : 

l'intégrale  étant  prise,  comme  les  deux  précédentes^ 
depuis  ^  == /2  jusqu  à  ^  =  ^. 

Ainsi,  la  solution  du  problème  dépendra  en  général 
de  trois  intégrales  définies,  prises  entre  les  mêmes 
limites.  Lorsque  l'un  des  deux  axes  Ox  et  Ojy  cou- 
pera l'aire  proposée  en  deux  parties  égales,  le  centre 
de  gravité  se  trouvera  sur  cet  axe,  et  il  ne  restera 
qu^une  seule  des  deux  distances,  x^  ^^  J,y  ^  dster** 
miner,  ce  qui  n'exigera  plus,  avec  la  valeur  de  A, 
que  deux  intégrations  seulement. 

Si  Taire  proposée  est  terminée  par  l'axe  Ox^  au 
lieu  de  l'être  par  une  courbe  OmD\  de  sorte  que 
cette  aire  soit  CApEDm^'A  faudra  supposer  j*'  =  o^ 
dans  les  formules  précédentes  qui  se  réduiront 
alors  à 

Ï07.  Soit  proposé,  par  exemple,  le  triangle  CAB:^ 
(fîg.   27),  dont  on  demande  le   centre  de   gravité. 
Je  prends  le  sommet  Cy  pour  origine  des  coordon^ 
nées  j  l'axe  Cj^  parallèle  à  la  base  ABy  et  par  consé^^ 
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tjùent  l'axe  Cx^  perpendiculaire  à  cette  même  base. 
Les  courbes   qui  terminent  l'aire  proposée,  sont 
dans  ce  cas,  les  deiix  droites  CA  et  CB^  passant  par 
l'origine  ^  et  dont   je   repre'seiiterai  les    équations 
par 

y  i=.  Ax     et    ^'  =  a!x. 

Les  formules  géne'rales  deviendront  donc,  en  y 
substituant  ces  valeurs  de  j  et  y, 

A  =  /(  et  —  tx!).  xdx, 
Kx^  ==/( et  — '  a!'). x^dx. 

Ces  intégrales  doivent  être  prises  depuis  ^=  o  ^ 
qui  répond  au  point  C,  jusqu'à  x  ==  A,  en  dé- 
signant par  h  la  hauteur  CD  du  triangle;  d'où  l'on 
conclut 


et  par  conséquent 


y—lçt^C^-)^^ 


h  ih 


-.--3-. 


Prenons  donc  CË=^.h=j,  CD,  et  élevons  la  per** 
pendiculaire  EG  égale  à  cette  valeur  de  j"^,  le  point 
G  sera  le  centre  de  gravité  demandé. 

Si  l'on  joint  le  point  G  et  le  point  C^  et  qu'on 

prolonge  la  droite  CG  jusqu'à  ce  qu'elle  coupe  la 

hase  AB^  en  F^  il  est  aisé  de  voir  que  ce  point  F 

sera  le  milieu  de  AB.  En  effet,  en  faisant  x==CZ?= A. 

'  dans  les  valeurs  de  j*  elf^  il  vient 

JD^=^ah      et      BD:=.a!h\ 
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ce  qui  change  la  valeur  de  jr^  ou  de  GE ^  en  celle-ci 

mais  on  a  la  proportion 

CE:  GE  ::  CD  :  fd-,  | 

donc  y  à  cause  de  CE  =  f .  CD_f  on  aura 

valeur  qui  appartient  évidemment  au  milieu  de  la     ' 
droite  ^B.  On  voit  aussi  que  CG  est  les  deux  tiers 
de  CFy  de  même  que  CE  est  les  deux  tiers  de  CD; 
car  les  lignes  CD   et  CE  soiit  coupées  en  parties 
proportionnelles  par  les  parallèles  GE  et  ED. 

Concluons  donc  que  le  centre  de  gra^^ité  d'un 
triangle  se  trouve  sur  la  droite  qui  joint  son  sommet 
et  le  milieu  de  sa  hase  ^  aux  deux  tiers  de  cette  droite 
a  partir  du  sommet. 

m 

io8.  Ce  théorème  se  démontre  fort  simplement 
de  cette  autre  manière. 

Après  avoir  mené  la  ligne  CE  (fîg.  28)^  qui  Joint 
le  sommet  C  et  le  milieu  de  la  base  ^By  coupons 
cette  droite  par  une  suite  de  parallèles  à  ^B^ 
telles  que  ll\  mnï ^  mï  ;  par  les  points  m  et  ;?/,  où 
la  droite  mm  rencontre  les  côtés  CA  et  CB  du 
triangle,  menons  des  droites  Imn  et  l'm'n  ^  parallèles 
à  CE  y  et  exécutons  la  même  construction  pour  toutes 
îes  droites  semblables  à  mm'  :  nous  formerons  par  là 
deux  suites  de  parallélogrammes,  tels  que  Imn^'U 
et  miiniii  qui  seront,  pour  ainsi  dire, inscrits  et  cir- 
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conscrits  au  triangle.  Or,  la  ligne  Ci^  coupe  toutes 
les  parallèles  à  la  base  AB^  comme  la  base  elle- 
même^  c'est-à-dire,  en  deux  parties  égales;  donc 
elle  partage  tous  ces  parallélogrammes  en  deux  par- 
ties parfaitement  égales,  et  par  conséquent  leurs 
centres  de  granité  se  trouvent  tous  sur  cette  droite; 
donc  aussi  le  centre  de  gravite  de  la  somme  des  paral- 
lélogrammes inscrits  et  celui  de  la  somme  des  paral- 
lélogrammercirconscrils,  sont  deux  points  de  cette 
même  droite.  Mais  à  mesure  que  Ton  multipliera  le 
nombre  des  parallèles  à  la  base ,  ou  qu'on  diminuera 
leurs  distances,  ces  deux  sommes  différeront  de 
moins  en  moins  entre  elles  et  avec  le  triangle  CAB 
qui  est  leur  limite,  comme  le  cercle  est  la  limite 
des  polygones  inscrits  et  des  polygones  circonscrits; 
leurs  centres  de  gravité  approcheront  donc  conti- 
nuellement, et  d'aussi  près  qu'on  voudra^  de  se  con- 
fondre avec  celui  du  triangle  ;  et  comme  ces  centres 
ne  cesseront  pas  d'appartenir  à  la  droite  CF^  il  en 
faut  conclure  que  celui  du  triangle  est  aussi  un  des 
points  de  cette  droite.  ■     ' 

Par  le  même  raisonnement,  on  prouvera  que  ce 
point  doit  aussi  se  trouver  sur  la  df  oite  AK  (fîg.  29), 
qui  joint  le  sommet  A  et  le  milieu  du  côté  opposé 
jÇC;  donc  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABC 
est  placé  à  l'intersection  G  des  deux  droites  CF 
et  AK  ^  F  et  K  étant  les  milieux  des  côtés  AB  et 
CB,  Mais  si  l'on  mène  la  droite  FK ^  cette  droite 
sera  parallèle  à  AB  ^  puisqu'elle  coupe  les  deux 
côtés  AB  et  CB  en  parties  égales^  les  triangles 
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CGA  et  KGF  seront  donc  semblables,  ainsi  qtie 

les  triangles  FKB  et  ACB;  et  l'on  aura 

FG  :  CG  ::  fk  :  AC  ::  fb  :  ab  ; 

donc  jP(^  sera  moitié  de  CG,  comme  FB  est  moitié 
de  AB;  par  conse'quent  CG  sera  les  deux  tiers  de 
la  ligne  entière  CF:  ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

Le  centre  de  gravité  du  triangle  étant  connu,  on 
trouvera  aisément  celui  d'un  polygone  quelconque, 
en  le  décomposant  en  triangles,  et  en  faisant  usage 
des  formules  du  n°  loo ,  dans  lesquelles  on  substi- 
tuera les  aires  de  ces  triangles,  aux  volumes  (^,/,  /,etc., 
et  Taire  entière  du  polygone,  au  volume  F".  J 

109.  Le  centre  de  gravité  du  segment  de  cercle 
BADE  (fîg.  24),  se  trouve  sur  le  rayon  CA  qui  le 
coupe  en  deux  parties  égales.  Pour  déterminer  sa  dis- 
tance au  centre  C,  prenons  ce  point  pour  origine  des 
coordonnées;  l'axe  des  x,  sur  le  rayon  CA.  et  fai- 
sons CA-=r  et  CEz=ia.  L'équation  du  cercle  sera 

Les  courbes  qui  terminent  l'aire  BADE  sont  les  arcs 
^^etZ^^fonapourl'un,  j^  =  + \/r*-*-x%  et  pour 
l'autre, ^= — ^  j"" — x"" ;  il  faut  donc  substituer  ces 
deux  valeurs  à  la  place  de  j"  et  de  j'^  dans  les  for- 
mules générales  du  n°  106;  ce  qui  donne 

hx^'=.Q..fy  Tf^ — x'^.xdx. 

Intégrant 
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intégrant  depuis  x:=^a  jusqu'à  a;=r,  il  vient 


donc  en  désignant  par  <?,  la  corde  BD^  ou  le  double 
de  lordonnëe  BE ^  on  aura 

/ 1      c^ 

c=z  2,y  r^  —  d" ,        et        x.z=  —  .  — . 

12     K 

Prenant  donc  sur  le  rayon  Cy^ ^  à  partir  du  point  C^ 
une  ligne  CG  e'gale  à  cette  valeur  de  x^y  le  point  G- 
sera  le  centre  de  gravite  du  segment  BADE^  dont 
l'aire  est   représentée  par  A. 

lîo.  Le  centre  de  gravité  du  secteur  CBAD  se 
conclut  de  ceux  du  segment  BADE  et  du  triangle 
CBD:,  car  soit  CG'=^,CE ,  c'est-à-dire,  soit  G' 
le  centre  de  gravite  de  ce  triangle;  si  l'on  partage 
la  distance  GG'  de  ce  centre  de  gravite'  à  celui  du 
segment,  en  deux  parties  G' G"  et  G" G  réciproque- 
ment proportionnelles  aux  aires  CAB  et  BADE  le 
point  G"  sera  le  centre  de  gravité  de  la  somme  de 
ces  deux  aires,  ou  du  secteur  CBAD. 

Mais  on  peut  trouver  ce  point  G"^  d'une  manière 
plus  simple  et  plus  directe,  en  partageant  YarcBAD 
en  une  infinité  de  parties  égales ,  et  menant  ensuite 
des  rayons  du  centre  C,  à  tous  les  points  de  divi- 
sion ,•  l'aire  CBAD  se  trouvera  alors  décomposée  en 
une  infinité  de  secteurs  infiniment  petits  et  égaux 
entre  eux,  que  l'on  pourra  prendre  pour  des  triangles, 
et  dont  les  centrQS  de  gravité  se  trouveront  à  une 
I.  10 
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distance  du  point  C^  égale  aux  deux  tiers  du  rayon; 
de  sorte  que  si  l'on  décrit  de  ce  point  comme  centre, 
et  d'un  rayon  égal  à  |.  CA^  un  arc  de  cercle  B' A'U ^ 
cet  arc  sera  le  lieu  de  tous  les  centres  de  gravité  ;  et 
à  cause  que  tons  les  secteurs  élémentaires  sont  égaux 
entre  eux,  le  centre  de  gravité  de  l'arc  B' A'U  sera 
celui  de  leur  somme  ou  de  l'aire  entière  CBAD. 
Donc,  d'après  le  théorème  du  n°  104,  nous  pouvons 
dire  que  la  distance  du  centre  de  gravité  d'un  secteur 
circulaire  y  au  centre  du  cercle  y  est  quatrième  pro- 
portionnelle aux  deux  tiers  du  rajon  ^  a  la  corde  et 
a  Varc  qui  lui  correspondent, 

III.  Si  l'on  veut  avoir  le  centre  de  gravité  de 
l'aire  Cpm  (  fig.  ^5  ) ,  terminée  par  un  arc  de  cy- 
cloïd^ ,  on  éliminera  dx  dans  les  dernières  formules 
du  n°  106,  au  moyen  de  l'équation  différentielle  de 
cette  courbe  rapportée  précédemment  (  n°  io5  ).  La 
valeur  de  A  devient  alors 

Fintégrale  étant  prise  depuis  j^i^ro,  jusqu'àjr= /??/?. 
Or,  CnD  étant  le  cercle  générateur  dont  le  dia- 
mètre CD  est  représenté  par  a^  si  l'on  abaisse  du 
point  /^^,  une  perpendiculaire  mq  sur  ce  diamètre,  de 
sorte  qu'on  ait  Cq=:^mpz=:j^  cette  dernière  intégrale 
exprimera  l'aire  du  segment  Cnq  de  ce  cercle  ;  par 
conséquent  l'aire  Cmp,  ou  A,  est  égale  à  Cîiq ^  et 
ngus  pouvons  la  regarder  comtne  comiue. 
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La  formule  ^J'.^^l'Jj^'dx,  devient  en  même  teriis 

'j     V  ^y  — y 
on.  a  identiquement 

fy^ay  —y\dyz=z^/(la---y')  .   \/ ay -~P  .  dy 

-hiaJy/ay-yKdy- 

de  plus 

/(i« -y)^  V'^y-y^'dy  =  \  (ay^y^y; 

d'où  Ton  conclut  ^  en  mettant  À  à  la  place  de  l'intë-* 

^y,  —  -  -l .  (ay—y^y  4-  ^  «A  : 

on  n'ajoute  pas  de  constante  arbitraire,  parce  que  le 
second  membre  de  cette  équation  doit  être  nul  quand 
j  —  o. 

Quant  à  la  valeur  de  x^,  elle  dépend  d'une  inté- 
grale que  Ton  ne  peut  pas  obtenir  sous  forme  finie, 
par  les  moyens  connus,  de  manière  qu'il  faut  re- 
courir aux  méthodes  d'approximation  pour  cal- 
culer la  distance  du  centre  de  gi^avité  de  l'aire  Cp7?i^ 
à  l'axe  CD  ;  mais  si  l'on  demande  celui  de  l'aire 
m p^Cpm y  com'pQsée  de  deux  portions  égales  de  part 
et  d'autre  de  cet  axe,  ce  point  se  trouvera  sur  la  ligne 
CD ,  et  la  valeur  de  j^^  suffira  pour  en  déterminer  la 
position.  S'il  s'agit  de  l'aire  BFCEAy  terminée  par 
la  cycloïde  entière  BCA  ^  on  ZMtdLjz=zCDz=.a^  ce 
qui  réduit  la  valeur  de  A;^^ ,  à  ^ ,  aA;  d  où  l'on  conclut 

10.  . 
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y=^,a  :  le  centre  de  gravite  de  cette  aire  se  trouve 
donc  au  quart  du  diamètre  CD,  à  partir  du  point  C, 
ou  aux  trois  quarts ,  à  partir  du  point  D, 

112.  Supposons  maintenant  que  l'aire  COniUDm 
(  fîg.  26)  tourne  autour  de  l'axe  Ox\  elle  engen- 
drera un  solide  de  révolution ,  qui  sera  compris  , 
dune  part ,  entre  deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe 
Ox  et  menés  par  les  points  ^  et  5,  et  d'une  autre 
part  y  entre  les  deux  surfaces  de  révolution ,  en- 
gendrées en  même  tems  par  les  courbes  CmD  et 
OmD' .  Les  centres  de  gravité  de  ces  deux  surfaces, 
iilusi  que  celui  du  solide  qu'elles  recouvrent ,  se 
trouveront  évidemment  quelque  part  sur  l'axe  Ox  ; 
il  suffira  donc  pour  les  déterminer,  de  trouver  leurs 
distances  au  point  O  de  cet  axe.  Or,  le  point  G  étant 
le  centre  de  gravité  du  solide,  et  f^  son  volume,  si 
Ton  fait  OG  =  x^y  et  que  l'on  conserve  toutes  les 
notations  du  n°  106,  on  aura 

<  désignant  le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre  ,  et  les  intégrales  étant  prises  depuis 
:r  =  0^:=^,  jusqu'à  œ  =  OB:=b,  Et  de  même,  si 
G'  est  le  centre  de  gravité  de  la  surface  extérieure, 
engendrée  par  la  courbe  CfnD  ;  que  S  représente 
cette  surface,  et  qu'on  pose  OG'z=:zx^ ,  on  aura 

S-=^'A7c .  fy-  ydjc^  -f-  dy'^ ,       x^^S  =  2'/r  .fyx,  \/ dx"^  -4-  dy", 

en  prenant  les  intégrales  aussi  depuis  x=a  jusqu'à 
a::=,b.  Le  centre  de  gravité  de  la  surface  intérieure^ 
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engendrée  par  la  courbe  CmD\  se  déterminera  an 
moyen  de  ces  mêmes  formules,  dans  lesquelles  ou 
emploiera  l'ordonne'ej^'  de  cette  courbe,  à  la  place 
de  l'ordonnée  j*  de  la  courbe  CmD. 

La  démonstration  de  ces  formules  est  fondée  sur 
les  mêmes  principes  qui  nous  ont  guidés  dans  les 
problèmes  précédens. 

En  effet,  i  °.  décomposons  le  volume  J^  en  une  infi- 
nité de  tranches  annullaires,  comprises  entre  des  plans 
perpendiculaires  à  l'axe  Ox^  dont  les  distances  soient 
infiniment  petites.  La  tranche  qui  répond  à  l'abscisse 
quelconque  Op  ,  sera  le  solide  engendré  par  l'élé- 
•ment  nimiin  de  l'aire  génératrice;  lequel  solide 
sera  égal  à  ^  .y'^dx—^TC  .j'^dx }  car  en  négligeant  les 
puissances  supérieures  de  dx  y  on  peut  le  considérer 
comme  la  différence  entre  deux  cylindres  qui  ont 
pour  hauteur  commune  pp'  ou  dxy  et  pour  bases, 
les  cercles  dont  les  rayons  sont  les  ordonnées  pm 
et  pm  y  ou  jr  etj^'.  Le  volume  /^,  ou  la  somme  de 
toutes  les  tranches  semblables,  sera  donc  exprimé 
par  rintégraley"('7r.j-^Jcr — Tt  .y^dx),  qui  est  la  même 
chose  que  'Tt .f{j^ — 'y''),dxy  et  qui  doit  être  prise 
depuis  :r=«  jusqu'à  x=:b.  De  plus,  si  l'on  multiplie  le 
yolume'TC.ydx — TC.y^'dXy  d'une  tranche  quelconque, 
par  la  variable  x  qui  est  la  distance  de  son  centre 
de  gravité,  à  un  plan  perpendiculaire  h  l'axe  Ox  et 
mené  par  le  point  O,  et  qu'on  fasse  la  somme  des 
produits  semblables  pour  toutes  les  tranches ,  on 
aura  ,  d'après  les  formules  du  n°  loo  ,  la  valeur  du 
produit  F'x^  ;  par  conséquent  ce  produit  est  égal  k 
l'intégrale  de  ^.y'-xdx—Tt .f^xdx,  prise  entre  les 
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limites  x  =.  a  et  xz=zh'^  c'est-à-dire,  qu'on  a 

2°.  La  surface  engendrée  par  la  courbe  CmD  se 
trouvera  en  même  tems  divisée  en  une  infinité  de 
zones  d'une  largeur  infiniment  petite.  Celle  qui  ré- 
pond à  î'abscisse  mp  est  engendrée  par  l'élëment  mn 
de  cette  courbe  ;  or,  cet  arc  infiniment  petit  rnn  s.e 
confond  avec  sa  corde  ,  et  la  zpne  qu'il  engendre 
doit  être  regardée,  par  conséquent,  comme  un  cône 
tronqué  à  bases  parallèles ,  dont  les  bases  ont  ppur 
rayons  les  deux  ordonnées  consécutives  mp  e\.  mj ^ 
ou  j  el  j -^r  dj ^  et  qui  a  pour  coté  la  corde  /?Z7?, 
égale  à  \/dx''-{-dj''  ;  la  surface  de  ce  cône  tronqué 
est  égale,  d'après  les  élémens  de  géométrie,  au 
produit    "Tt  y(^mp  "{- nq)  .mrij    dont    la    valeiir    est 

'7r.(2j+4r)  .   S^ dx"^  -^  dj^ y   et   qui  se  réduit  à 

:i:'^j.  \' dx^-^-dy"" j  en  négligeant  dj^  par  rapport  à  j^'j^ 
intégrant  donc  cette  différentielle  depuis  x-=^a  jus- 
qu'à x:=:b y  on  aura  la  somme  de  toutes  les  zones, 
ou  la  surface  entière  S.  On  voit  de  même  que 
le  produit  x^S,  s'obtiendra  en  multipliant  la  zone 
^^J*  S/dx^'-j-dj^'y  par  ^,  et  intégrant  ensuite  la  for- 
mule 2^jx,  \/dx^ -j- dj^ ^  depuis  .x  =  r^,  jusqu'à 
x=:l?;  car  cette  intégrale  exprimera  la  somme  de 
toutes  les  zones  élémentaires, multipliées  parles  dis- 
tances de  leurs  centres  de  gravité ,  à  un  plan  per— 
pendicidaire  à  Ox  et  mené  par  le  point  O  ;  laquelle 
^amme  doit  être  égale  à  la  surface  entière  S  y  mul-;? 
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tipliée  par  la  distance  x^^  de  son  centre  de  gravite, 
au  même  plan  (  n*  loo).  Donc  on  aura,  comme  ii 
s'agissait  de  le  prouver, 

X i,S  ■=z  iTc .  f  y X .  y  dx^  -\-  dy' * 

II 5.  Si  la  courbe  génératrice  est  l'arc  de  cercle 
AB  (  fîg.  24),  tournant  autour  du  rayoïï  CA^  on 
aura  ,  en    conservant  les  notations  du  n''  log,^ 

y:=:  \/r''  —  x%         \/dF^~df  — 


d'où  il  suit 

S"'27r.jy  ydx^ -f" dy^z=:2x .  Jrdx , 
x^S:=::^27r.JyX'  y  dx^  -j-  dy'^  ■=■  ^7c .frxdjc  ^ 

prenant  donc  les  intégrales  depuis  x  =  CE  z=:  a  ^ 
jusqu'à  x=.CAz=tr ^  on  trouve 

5  =  27rr.  (r  —  cl)  y        x^iS  =z  TTY.  {j'"^  —  (f)  ; 

par  conséquent 

d'où  Ton  peut  conclure  que  le  centre  de  gravité  de 
la  calotte  sphërique  ,  engendrée  par  Tare  AB  ^  se 
trouve  au  milieu  de  la  flèche  AE, 

Nous  nous  dispensons  dé  chercher  le  centre  de 
gravité  du  segment  sphérique,  engendrée  par  l'aire 
EABy  parce  que  nous  déterminerons  tout  à  l'heure 
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celui  d'un  segment  d^ellipsoïde   qui  comprend  le 

segment  sphérique  comme  cas  particulier. 

Les  formules  générales  s'appliquent  sans  difficulté 
à  la  surface  engendrée  par  un  arc  de  cycloïde.  Pour 
abréger,  nous  ne  rapporterons  point  ici  le  détail  du 
calcul ,  et  nous  nous  contenterons  d'en  énoncer  le 
résultat  dans  le  cas  où  l'arc  générateur  est  une  demi- 
cjcîoïde  entière. 

Le  centre  de  gravité  de  la  surface  engendrée  par 
la  demi-cycloïde  CmJl  (  fîg.  25),  tournant  autour 
de  l'axe  CE^  se  trouve  sur  cet  axe,  à  une  distance 
dn  point  E y  égale  à  ^,CD,  Le  centre  de  gravité 
du  solide  recouvert  par  cette  surface  dépend  d'une 
intégrale  qui  n'est  pas  connue  sous  forme  finie. 

ii4.  En  comparant  les  formules  qui  donnent  le 
Volume  V  du  solide  de  révolution  engendré  par 
Faire  CCmD'Dm  (fîg.  26),  tournant  autour  de 
l'axe  Ox y  et  la  distance  j^^  du  centre  de  gravité  de 
cette  aire  à  l'axe  Ox^  on  aperçoit  entre  elles  un 
rapport  qui  mérite  d'être  remarqué.  En  effet ,  A 
étant  l'aire  génératrice  ,  nous  venons  de  trouver 
(  n°'  106  et  112  ) 

d^oii  l'on  tire ,  en  éliminant  l'intégrale  qui  est  prise 
entre  les  mêmes  limites  dans  les  deux  formules, 

par  conséquent  le  volume  V  peut  s'exprimer  au 
moyen  des  deux  quantités  A  et  j*^.  Mais  ^  pour  plus 
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de  geiiëralitë,  considérons  nn  segment  de  ce  vo* 
îume  ,  compris  entre  deux  plans  quelconques , 
menés  par  l'axe  Ox.  Soit  œ  l'angle  de  ces  plans;  il 
est  évident,  par  la  nature  du  solide  de  révolution, 
que  chaque  segment,  comme  celui-ci,  est  au  vo- 
lume entier,  comme  l'angle  qui  lui  correspond  est 
à  quatre  angles  droits  ;  donc  V  étant  le  volume  de 
ce  segment,  nous  aurons 

d'où  Ton  tire  en  mettant  pour /^  sa  valeur. 

Or,  pendant  que  l'aire  génératrice,  en  tournant  au- 
tour de  l'axe  OcT,  engendre  le  segment  V\  le  centre 
de  gravité  de  cette  aire  décrit  un  arc  de  cercle  dont 
le  centre  est  dans  l'axe,  qui  a  pour  rayon  j*^,  et 
dont  la  longueur  est  égale  à  cs>j^  ;  il  résulte  donc 
de  la  valeur  de /^',  que  la  portion  de  solide  engendrée 
par  Vaire  d'une  courbe  plane ,  tournant  autour  d'une 
droite  menée  dans  son  plan  ^  est  égale  au  produit  de 
Vaire  génératrice  multipliée  par  Varc  de  cercle  par--- 
couru  par  son  centre  de  gravité. 

Ce  théorème  est  du  au  géomètre  Guldin^,  dont  il 
a  conservé  le  nom.  Comme  il  a  lieu  quelle  que  soit 
la  distance  des  deux  courbes  CmD  et  OniD\  qui 
terminent  l'aire  génératrice  ,  il  en  faut  conclure 
qu'il  subsiste  encore,  lorsque  cette  distance  devient 
nulle  et  que  ces  deux  courbes  coïncident.  Ainsi 
l'on  peut  encore  dire  que  la  portion  de  surface  en-- 
gendrée  par  une  courbe  plane  ^  tournant  autour  d'une 


i54  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

droite  menée  dans  son  plan  y  est  égale  a  la  longueur 
de  la  courbe  génératrice  ,  multipliée  par  l'arc  de 
cercle  parcouru  par  son  centre  de  gTavite, 

Ce  second  théorème  résulte  d'ailleurs  des  for- 
mules (  n°Mo5  et  1 12  ) 

dans  lesquelles  lyj,  et  iS*  représentent  la  longueur  de 
la  courbe  génératrice,  la  distance  de  son  centre  de 
gravité  à  l'axe  des  oCy  et  la  surface  engendrée  pen- 
dant une  révolution  entière  de  cette  courbe.  En 
effet  y  en  éliminant  l'intégrale  contenue  dans  ces 
deux  équations  et  qui  s'y  rapporte  aux  mêmes  li- 
mites, il  vient 

S  r=:  0.7ry^ .  /  ; 

désignant  donc  par  co  l'angle  de  deux  plans  quelcon- 
ques, menés  par  l'axe  des  x  ,  et  par  6",  la  portion  de 
la  surface vS*,  interceptée  entre  ces  plans,  et  qui  esta 
la  surface  entière  comme  l'angle  où  est  à  quatre 
angles  droits ,  nous  aurons 

et  par  conséquent 

équation  qui  renferme  le  théorème  qu'on  vient  d'é- 
noncer. 

II 5.  La  décomposition  d'un  solide  en  tranches 
cylindriques ,  d'une  épaisseur  infiniment  petite  e£ 
parallèles  entre  elles,  sert  à  trouver,   non-seule- 
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ment  le  centre  de  gravite  d'un  solide  de  re'volution, 
comme  on  l'a  vu  précédemment  (n^^  xi2),  mais  en- 
core celui- d'uîi  solide  quelconque,  symétrique  par 
rapport  à  un  axe.  C'est  ce  que  nous  allons  expli- 
quer ,  en  prenant  pour  exemple  rellipsoïde. 

Soient  a^  b^  c,  ses  trois  demi-diannètres  princi- 
paux ,  oii  aura 

pour  l'ëquation  de  sa  surface  y  rapportée  à  ces  dia- 
mètres. Décomposons  cet  ellipsoïde  en  une  infinité 
de  parties,  par  des  plans. parallèles  à  celui  desœ^j-; 
l'élément  qui  répond  à  ^a  coordonnée  quelconque  z 
devra  être  regardé  comme  un  cylindre  à  base  ellip- 
tique, dont  la  hauteur  infiniment  petite  est  la  diffé- 
rentielle dz  ;  en  désignant  donc  par  Z  la  surface  de 
sa  base  ,  on  aura  Zdz  pour  son  volume  ;  par  con^ 
séquent  l'intégrale  yZJs ,  prise  depuis  z=ol  jusqu'à 
z=:ë  y  exprimera  le  volume  de  la  portion  d'ellip-' 
soïde  comprise  entre  les  deux  sections  perpendicu- 
laires à  l'axe  des  z ,  qui  répondent  à  z=ct  et  z  =  ë. 
De  même,  si  Fon  prend  entre  ces  mêmes  limites, 
l'intégrale /sZJs,  on  aura  la  somme  de  toutes  les 
tranches  qui  composent  ce  volume,  multipliées  par 
les  distances  de  leurs  centres  de  gravité ,  au  plaa  des 
x,jr.  Cette  intégrale  sera  donc   égale  au  volume 
fZdzy  multipliée  par  la  distance  de  son  centre  de 
gravité ,  au  même  plan  ;  de  sorte  qu'en  appelant  z^ 
l'ordonnée  de  ce  point,  parallèle  à  l'axe  des  ;3 ,  on 

aura 

z^.  fZdz  •=:zfzZdz:*  (i) 


i56  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

Il  ne  reste  plus ,  pour  déterminer  z^ ,  qu'a  substi- 
tuer dans  cette  équation^  à  la  place  de  Z,  sa  valeur 
en  fonction  de  2;,  et  à  effecluer  les  intégrations  qui  ij 
sont  indiquées  ;  et  comme  le  centre  de  gravité  du 
volume /Z^s  doit  se  trouver  sur  Taxe  des  z,  à  cause 
de  la  symétrie  de  l'ellipsoïde  par  rapport  à  cet  axe, 
il  s'ensuit  que  la  position  de  ce  centre  sera  déter-  , 
minée  quand  la  valeur  de  z^  sera  connue.  ' 

Or,  la  section  de  l'ellipsoïde,  parallèle  au  plan 
des  x^y^  et  correspondante  à  l'ordonnée  js,  est  une 
ellipse  dont  l'équation  est 

aY  4-  h'^x'  —  —-  .  (c=^  —  z")  i 

ses  deux  demi-axes  sont  donc 

h  — — — —  a  . 

-.  l/c'»  — 2^=^       et       -.{/c^  —  z^i 
c     *  c 

on  sait  de  plus  que  la  surface  d'une  ellipse  est  égale 
au  produit  de  ces  deux  quantités,  multiplié  par  le 
rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  ;  en  dési- 
gnant donc  ce  rapport  par  tT,  on  aura 

c 

On  conclut  de  là 

ib 


c  et  O  étant  des  constantes  arbitraires.   On  aura 
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donc  5   pour  les  intégrales  définies ,   prises  depuis 
z:=0L  jusqu'à  z=S y 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (i),  çt  l'é- 
duisant  ^  on  trouve 

Cette  expression  nous  fait  voir  que  la  position  du 
centre  de  gravité  d'une  portion  d'ellipsoïde,  com- 
prise entre  deux  plans  perpendiculaires  à  l'un  des 
trois  diamètres  principaux ,  est  indépendante  des 
valeurs  des  deux  autres  diamètres  :  de  sorte  que  si 
l'on  décrivait  une  sphère  sur  le  diamètre  20^  le 
centre  de  gravité  du  segment  sphérique  compris 
entre  ces  deux  plans  ,  coïnciderait  avec  celui  du 
segment  de  l'ellipsoïde  donné,  quels  que  soient  les 
deux  autres  diamètres  2a  et  2b, 

Si  l'on  veut  avoir  le  centre  de  gravité  du  demi- 
eilipsoïde,  il  faudra  faire  ê=c,  cc=o;ce  qui  donne 

s^=  -K-.  c.  Ainsi  le  centre  de  gravité  de  ce  solide  se 

trouve  sur  le  demi-diamètre  perpendiculaire  à  sa 
hase ,  aux  trois  huitièmes ,  à  partir  de  cette  base  , 
ou  bien  ,  aux  cinq  huitièmes  ,  à  partir  du  sommet. 

116.  Le  centre  de  gravité  d'une  pyramide  ou 
d'un  cône  à  base  quelconque,  s'obtiendra  aussi  en 
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clëcomposant  ce  solide  en  une  infinité  de  traficîieâ!  l 
parallèles  à  sa  base.  Considérons,  en  effet ^  la  pyra- 
mide SABCDE  (fîg.  3o  ),•  soit  ahcde  une  section 
parallèle  à  la  base  ABCDE^  et  F  le  centre  de  gra- 
vité de  ce  dernier  polygone  ;  joignons  le  point  F 
et  le  sommet  S ^  par  la  droite  SF  qui  rencontre  la 
section  ahcde  au  point/:  les  deux  polygones  ahcde 
et  ABCDE^onl  semblables,  et  le  pointy* est  situé 
dans  le  premier,  comme  le  point  jPdans  le  second; 
de  manière  que  F  étant  le  centre  de  gravité  de  la 
base ,  f  est  celui  de  la  section  parallèle.  Ainsi  la 
ligne  SF  passe  par  les  centres  de  gravité  de  toutes 
les  sections  parallèles  à  la  base  ;  par  conséquent  si 
l'on  décompose  le  solide  en  tranches  d'une  épaisseur 
infiniment  petite  ,  et  qui  soient  parallèles  à  la  base, 
la  droite  S  F  sera  le  lieu  de  leurs  centres  de  gravité; 
et  par  conséquent  aussi  le  centre  de  gravité  de  la 
pyramide  entière  se  trouvera  sur  cette  droite. 

Soit  donc  z^ ,  la  distance  inconnue  de  ce  point  au 
plan  de  la  base,  Z  l'aire  de  la  section  quelconque 
ahcde ^  et  z  sa  distance  au  même  plan;  on  trouvera 
pour  déterminer  js^,  l'équation  (i)  du  n°  précédent, 
dans  laquelle  il  faut  substituer  la  valeur  de  Z  en 
fonction  de  z.  Or,  si  l'on  abaisse  du  sommet  une 
perpendiculaire  ^'JjTsur  la  base,  que  H'  soit  le  point 
où  elle  coupe  la  section  ahcde  ^  et  que  h  représente 
l'aire  de  la  base,  on  aura,  comme  on  sait  par  les 
elémens  de  géométrie. 
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faisant  donc  la  hauteur  SJI=zhy  on  aura  SH'=.h — z , 

et 

bQi-z)\ 
^—       J-.       ^ 

substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (i),  il  vient 

ou  bien  en  simplifiant 

I  ,  z^.f(h^zy.dz=fQi--z)\zdz. 

Ces  intégrales  doivent  être  prises  depuis  ;sr=o,  jus- 
qu'à z:=^SHz=^h;  entre  ces  limites,  on  trouve 

f(h-^zy.rîz=:-^,         fih-^zy.zdz^^- 
d'où  l'on  conclut 

La  distance  du  point  cherché  à  la  base,  est  donc 
égale  au  quart  de  la  hauteur  ;  par  conséquent  si  l'on 
prend  HK  =  ^,SIfy  et  qu'on  mène  par  le  point  K 
un  plan  parallèle  à  la  base,  ce  plan  coupera  la  droite 
S  F  en  un  point  G  qui  sera  le  centre  de  gravité  de 
la  pyramide;  mais  FG  sera  le  quart  de  SF^  comme 
UK  est  le  quart  de  SH:  il  s'ensuit  donc  que  le  centre 
de  gravité  d'une  pyramide  a  hase  quelconque  ^  se 
troui^e  sur  la  droite  qui  joint  le  sommet  et  le  centi^ 
de  gî'avité  de  la  hase,  au  quart  de  cette  ligne  à  partir 
de  la  hase  y  ou  aux  trois  quarts  à  partir  du  sommets 


L 
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Ce  résultat  convient  également  aux  cônes  à  base 
quelconque  ,  parce  qu'un  cône  peut  être  regardé 
comme  une  pyramide  dont  la  base  a  une  infinité  de 
côtés. 

117.  On  peut  démontrer  directement  ce  théorème, 
en  considérant  d'abord  une  pyramide  triangulaire 
ABCD  (  fîg.  5i  ).  On  prouvera,  en  la  divisant  en 
tranches  infiniment  petites  et  parallèles  à  la  base 
ABD ,  ou  bien ,  en  employant  la  méthode  des  li- 
mites, comme  dans  le  n*"  108,  que  son  centre  de 
gravité  se  trouve  sur  la  droite  CF^  menée  du  sommet 
C  au  point  F  que  je  suppose  être  le  centre  de  gra- 
vité du  triangle  ABD,  Par  la  même  raison,  le 
centre  de  gravité  de  cette  pyramide  doit  aussi  se 
trouver  sur  la  droite  AF^  qui  joint  un  autre  sommet 
A  et  le  centre  de  gravité  F  du  triangle  CBD; 
donc  ces  deux  droites  AF  et  CF  doivent  se  couper 
en  un  certain  point  G  qui  sera  le  centre  de  gravité 
de  la  pyramide  ABCD.  Or,  K  étant  le  milieu 
du  côté  BD ,  base  commune  aux  deux  triangles 
CBD  et  ABD  y  leurs  centres  de  gravité  F  et  F 
se  trouvent  sur  les  droites  AK  et  CK  ^  et  Fon  a 
(n°  107  ) 

les  deux  droites  AE  et  CF  sont  donc  situées  dans 
un  même  plan  ,  savoir,  dans  le  plan  ACK  mené 
par  le  côté  AC  et  par  le  point  ^ ,  ce  qui  est  déjà 
la  condition  nécessaire  pour  qu'elles  se  coupent;  en 
outre  si  l'on  tire  la  droite  FF  y  elle  sera  parallèle  à 

la 
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la  base  AC  du  triangle  ACK  ^  puisqu'on  a  la  pro- 
portion 

FK  :  EK  ::  jk  :  cK; 

les  triangles  ACG  et  FEG  seront  donc  semblables, 
ainsi  que  les  triangles  ACK  et  FEK  -,  par  consé- 
quent on  aura 

GF :  CG::  ef  :  ac\:  fk  \  ak% 

donc  GF  sera  le  tiers  de  CG  ^  de  même  que  FR 
est  le  tiers  de  AK)  donc  aussi  cette  partie  GF  sera, 
le  quart  de  la  ligne  entière  CF  ;  ce  qu'il  s'agissait 
de  prouver. 

1 18.  Ce  re'sultat  étant  démontré  pour  une  pyramide 
triangulaire  ,  il  est  aisé  de  l'étendre  à  une  pyramide 
quelconque  SABCDE  (fîg.  52).  En  effet, quelle  que 
soit  sa  base ,  on  peut  toujours  la  partager  en  un  cer- 
tain nombre  de  triangles  ,  et  décomposer  la  pyra- 
mide donnée  en  autant  de  pyramides  triangulaires 
qui  auront  pour  bases  ces  différens  triangles  et  leur 
sommet  commun  au  point  S.  Soit  f^  f\  f"^  les 
centres  de  gravité  de  ces  triangles  ;  tirons  les  lignes 
Sfy  Sf\  Sf\  et  prenons  sur  une  d'elles ,  une  partie 
fgz=:^,Sf-^  par  le  point  g ,  menons  un  plan  paral- 
lèle à  la  base  ,  qui  rencontre  les  autres  lignes  aux 
points  g' y  g"  :  toutes  ces  lignes  seront  coupées  en 
parties  proportionnelles  par  ce  plan  ;  de  sorte  qu'oa 
aura  3iussi  f'g'=:^.Sf ,  fY=i"Sf'' :  les  points 
g  y  g\g\  seront  donc  les  centres  de  gravité  des 
pyramides  partielles.  Ces  points  étant  tous  compris 
dans  un  même  plan^  le  centre  de  gravité  de  la  pyra-^ 
I .  II 
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Hiide  entière  s'y  trouvera  aussi  (  n*  99);  maïs  on 
démontre  pour  une  pyramide  à  base  quelconque  ^ 
comme  pour  une  pyramide  triangulaire,  que  son 
centre  de  gravité  est  un  des  points  de  la  droite 
qui  joint  celui  àe  la  base  et  le  sommet  ;  donc  i^  étant 
le  centre  de  gravité  du  polygone  ABCDE^  celui  de 
îa  pyramide  que  nous  considérons ,  se  trouvera  au 
point  G  où  la  ligne  SF  rencontre  le  plan  mené  par 
le  point  g  ;  et  comme  ce  plan  parallèle  à  la  base  , 
coupe  en  parties  proportionnelles  toutes  les  droites 
qui  partent  du  sommet  et  aboutissent  à  la  base  y  il 
s'ensuit  qu'on  aura  FG=^.iS'F,  puisqu'on  3^=^.5/: 
d'oii  il  résulte  le  théorème  du  n**  116,  dans  toute  sa 
généralité. 

1 19.  Comme  tout  polyèdre  est  décomposable  en 
pyramides ,  on  pourra  maintenant  déterminer  la 
centre  de  gravité  d'un  polyèdre  quelconque^  au 
moyen  des  formules  du  n*"  100. 

Relativement  aux  prismes  à  bases  parallèles ,  la 
décomposition  en  pyramides  est  inutile  ;  car  il  est 
évident  que  le  centre  de  gravité  d'un  tel  corps  doit 
se  trouver  au  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  centres 
de  gravité  de  ses  deux  bases  ;  et  de  même  pour  un 
cylindre  quelconque ,  pourvu  que  ses  deux  bases 
soient  parallèles. 

120.  Pour  compléter  ce  que  nous  avons  à  dire  sur 
les  centres  de  gravité ,  nous  donnerons  les  formules 
générales  d'après  lesquelles  on  déterminera  celui 
d'un  corps  de  forme  quelconque ,  et  celui  de  telle 
portion  qu'on  voudra  de  sa  surface. 
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Représentons  par 

/(a?,  ^,  z)  =  o, 

l'équation  d'une  surface  quelconque,  et  supposons 
qu'en  la  diffère ntiant ,  il  vienne 

ensorte  que  p  et  q  sont  des  fonctions  de  x^j-^  ë: 
qui  désignent  ici  les  différences  partielles  de^,  par 
rapport  à  ^  et  à  j*  ;  on  démontre  dans  le  calcul 
différentiel,  que  rélément  de  cette  surface  est  ex- 
J)rimé  par 

d'où  il  suit  que  S  étant  l'aire  d'une  portion  quel- 
conque de  cette  même  surface ,  Sa  valeur  est  donnée 
par  cette  double  intégrale 


Jprise  entre  des  limites  convenables. 
"'  De  même  ^^,  7^,  z^  désignant  les  coordonnées  du 
contre  de  gravité  de  cette  portion  de  surface  ,  les 
!  valeurs  des  produits  oc^Sy  j^Sy  z^Sy  résultant  du 
théorème  du  n°  100,  seront  aussi  données  par  de 
doubles  intégrales  sernblables  à  la  précédente,  savoir  s. 

x,S=^ffx,  y/i  4-p^  +  q\dxdy, 
y„S=zffy.  v/i  +P-  -f-  q^.dxdy, 
zjS  ^=.ffz.  s/ \  -+-p''  H-  q"'  dxdy. 

\  Ainsi  les  valeurs  de  x^^ ,  r,, ,  2,, ,  dépendront  de 
\  quatre  doubles  intégrales  qui  devront  être  prises , 

II.. 
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dans  chaque  cas  particulier,  entre  des  limites  telles, 
qu'elles  comprennent  toutes  la  portion  de'  surface 
que  l'on  veut  considérer. 

121.  Si  l'on  coupe  un  volume  quelconque, par  une 
première  suite  de  plans  infiniment  rapproches  et  pa- 
rallèles au  plan  des  .r,  j";  par  une  suite  semblable 
de  plans  parallèles  à  celui  de  x^  z;  et  enfin,  par  une 
troisième  suite  de  plans  parallèles  à  celui  des^^  z, 
le  volume  se  trouvera  décomposé  en  parallélépi- 
pèdes rectangles ,  infiniment  petits  dans  leurs  trois 
dimensions ,  et  qui  auront  leurs  côtés  parallèles  aux 
axes  des  coordonnées.  Les  côtés  de  celui  qui  ré- 
pond aux  coordonnées  quelconques  oCyjy  Zy  seront 
les  différentielles  dœ,  dj^  dz  ;  son  volume  sera  donc 
égal  au  produit  dxdjdzy  et  /^ étant  le  volume  entier 
que  l'on  considère ,  sa  valeur  sera  donnée  par  cette 
triple  intégrale 

V^=  fffdxdydz . 

De  plus  x^^j^y  Zj  désignant  les  coordonnées  de  son 
centre  de  gravité,  on  aura,  d'après  le  n"  loo, 

Vxj^ffÇx ,  dxdyd% ,   Vyj=^fffy  /dxdydz ,  Vz-==^fffz .  dxdydz. 

Mais  si  le  corps  dont  on  demande  le  centre  de 
gravité ,  n'est  pas  homogène  ,  il  ne  Êiudra  pas , 
comme  dans  le  n°  loo, substituer  les  volumes  aux 
poids.  Supposons  que  la  densité  varie  d'une  manière 
continue^  dans  toute  l'étendue  du  corps,  de  sorte 
qu'on  puisse  la  regarder  comme  une  fonction  des 
variables  Xy  jy  Zy  donnée  dans  chaque  cas  parti- 
culier ;   soit  p  cette  densité  variable  ;  le  poids  de 
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l'élément  dont  le  volume  est  dxdjdz ,  sera  égal  au 

produit  (  n°  94  } 

g^ .  dxdydz  ^ 


S. 


^  désignant  la  gravité  ;  donc  le  poids  entier  du  eorps 
sera  donné  par  cette  intégrale  triple 

fffgp.  dxdydz; 

èu  Lien ,  a  cause  que  g  est  un  facteur  constant ,  ce 
poids  sera  égal  à  gMy  en  faisant,  pour  abréger, 

M=ffff>  »  dxdydz. 

Cela  posé  j  les  formules  du  n"^  99,  appliquées  a 
des  poids  infiniment  petits,  deviendront,  en  sup- 
primant le  facteur  g  commun  aux  deux  membres 
de  chaque  équation, 

Mx^  =  fffxp .  dxdydz , 
^/  =  f/fyp  •  dxdydz  , 
Mz^  z=  fffzp ,  dxdydz  ; 

x^yj^y  z^y  étant  toujours  les  coordonnées  du  centre 
de  gravité.  Dans  chaque  cas  particulier,  ces  inté- 
grales triples  devront  être  prises  entre  des  limites 
qui  comprennent  tous  les  points  du  corps  dont  on 
cherche  le  centre  de  gravité. 

Ces  formules  générales,  relatives  aux  centres  de 
gravité  des  surfaces  et  des  corps  hétérogènes,  ren- 
ferment _,  comme  cas  particuliers,  toutes  celles  dont 
nous  avons  fait  usage  dans  les  n°^  précédens  ;  mais 
nous  ne  nous  arrêterons  point  à  les  en  déduire,, 
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122.  Dans  ces  formules,  les  points  du  corps  sbnï 
supposés  déterminés  de  position  par  trois  coordon-* 
nées  rectangulaires  Jc^j-,  z^  et  Télément  du  volume 
est  exprimé  au  moyen  de  leurs  difFérentielles  dx^ 
djy  dz  ;  quelquefois  il  est  nécessaire,  pour  rendre 
les  intégrations  possibles,  de  donner  une  autre 
forme  a  cet  élément  ;  nous  allons  donc  substituer^ 
aux  variables  Jc^  jy  z,  un  autre  système  de  coor-^ 
données,  et  nous  cbercherons  rélément  du  volume, 
en  fonction  des  différentielles  de  ces  nouvelles  coor-^ 
données. 

Considérons  le  point  quelconque  m  (ûg.  55  )  qui 
répond  aux  coordonnées  oc^j,  z^  parallèles  aux  axes 
rectangulaires  Oœ ,  Ojy  Oz  :  joignons  ce  point  à 
l'origine  O ,  et  abaissons  du  point  m ,  la  perpendi" 
culaire  mp  sur  le  plan  des  Xyj  :  soit  ensuite 

OmrzzYj       7nOz=^&,      pOx=û). 

Il  est  évident  que  quand  le  rayon  vecteur  r  et  les 
deux  angles  6  et  û)  seront  donnés ,  le  point  m  sera 
déterminé  de  position  ;  de  plus ,  il  est  aisé  de  s^as- 
surer  que  ces  nouvelles  coordonnées  pourront  con- 
venir à  tous  les  points  de  l'espace ,  en  regardant  r 
comme  une  quantité  positive  qui  peut  croître  indé- 
finiment, depuis  zéro  jusqu'à  l'infini  ;  en  donnant 
h.  ù)y  toutes  les  valeurs  comprises  entre  zéro  et  4^0% 
et  à  0 ,  toutes  les  valeurs,  depuis  zéro  jusqu'à  2oo* 
seulement.  On  peut  donc  employer  les  variables  /'<^ 
fi  ,  ft),  au  lieu  des  variables  oc^j^^  z  ;  et  l'on  trouve, 
sans  difficulté  ^  pour  les  valeurs  de  celles-ci  ^  eïk 
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fonctions  àes  premières, 

œ  =  r.sinJ.cos.ûi,      y=r, sin.^, sm.  &>  ^       z=r.cos.^. 

Ainsi  lorsque  rëquation  d'une  surface  sera  donnée^ 
entre  les  coordonnées  oCyjy  js,  on  en  dë-duira  rëqua- 
tion de  la  même  surface,  entre  les  coordonnées  r, 
6  ,   a  y  en  y  substituant  ces  valeurs  de  oc^j,  z. 

123.  Menons  dans  le  plan  2 C^,  qui  contient  dëjà 
le  rayon  Om,  un  second  rayon  Ok  ;  soit  zOk=6' ; 
prenons  Ok=:Om=:r  y  et  dëcrivons  du  point  O 
comme  centre ,  Tare  de  cercle  7nk,  Prolongeons 
ensuite  les  rayons  OmetOk;  soit  Oinz=.0}^  z=:zr  ^ 
et  traçons  l'arc  de  cercle  rrîU  ,  concentrique  au  pre- 
mier. On  aura  mkz=r(^'-^^)  et  m'k'=Lr{& — Ô)  ;  et 
le  quadrilatère  mmkk'  qui  est  la  diiFërence  des  deux 
secteurs  vdOK  et  mOk  y  sera  égal  à 

Imaginons  enfin  que  le  plan  zOp  tourne  autour  de 
l'axe  Oz,  et  que  l'angle  pOx  devienne  qOx^=^cx>  y 
de  sorte  qu'on  ait  cjOp-=.(à  —  <*>.  Dans  ce  mouve- 
ment ,  tous  les  points  du  quadrilatère  mrriUk  dé- 
crivent des  arcs  de  cercle  dont  les  centres  sont  dans 
Faxe  Ojs  ,  et  le  quadrilatère  engendre  une  portion 
de  volume ,  telle  que  mmk'khh'nn*  D'après  le  théo- 
rème de  Guldin  (n°  ii4)>  ^^  vélums  est  égal  au 
produit  de  l'aire  génératrice,  multipliée  par  l'arc 
de  cercle  que  décrit  le  centre  de  gravité  de  cette 
aire  ;  appelons  donc  z/,  la  distance  inconnue  de  ce 
centre  à  l'axe  Oz  )  l'arc  d^  cercle  correspondant  à 


\ 
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ce  point  ^  sera  égal  à  u{od' — &>),  et  en  le  multipliant  " 
par  la  quantité  i,(r^  — '^'')*^'  —  ^)>  ^^^^  aurons 

pour  l'expression  du  volume  engendré. 

Maintenant  supposons  que  ce  volume  devienne 
infiniment  petit  dans  ses  trois  dimensions  ,  ou  ,  ce 
qui  est  la  même  chose ,  que  les  trois  différences 
r — r^  %' — 6,  (Jù — -û),  se  changent  dans  les  différen- 
tielles dr^  dhy  doù.  Son  expression  deviendra  d'abord 

2 

et  Ton  devra  négliger  dans  le  facteur    ^= ,  les 

termes  dépendans  de  ces  différentielles,  c'est-à-dire, 
les  termes  infiniment  petits.  Or,  le  centre  de  gravité 
du  quadrilatère  mnik'k  est  un  point  compris  dans 
son  intérieur;  lors  donc  que  ses  côtés  deviennent 
infiniment  petits,  sa  distance  à  l'axe  O2,  ne  peut 
différer  que  d'une  quantité  infiniment  petite ,  de  la 
distance  du  point  m  au  même  axe,  ou  de  la  perpen- 
diculaire iTify  abaissée  du  point  m  sur  cet  axe  ;  et 
comme  on  a ,  dans  le  triangle  mfOy 

mf=.  mO .sin,mOf:=r.sm.B  f 

il  s'ensuit  qu'on  doit  prendre  u=r. sin.^.  On  pren- 
dra  en  même  tems  2r,  aulieu  de  z-'+r;  donc  en 
l^égligeant  ce  qu'on  doit  négliger,  on  aura 
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et  le  volume  infiniment  petit  aura  pour  valeur 

Telle  est  l'expression  difFërentielle  de  l'élément 
du  volume  d'un  corps  qui  répond  aux  trois  coor- 
données ry  G  et  œ;  en  la  multipliant  par  la  densité 
p  de  cet  élément,  et  par  la  gravité  g,  on  aura  le 
poids  du  même  élément^  et  le  poids  entier  du  corps 
sera  égal  à  gMy  en  faisant ,  pour  abréger  , 

M=fffpr'' .  sin6 .  drdBda. 

Cette  triple  intégration  suppose  la  quantité  p 
donnée  en  fonction  de  7^,  6  et  o).  Quant  aux  limites 
des  intégrales ,  elles  seront  différentes  selon  que  le 
point  O,  origine  de  ces  coordonnées,  sera  situé  dans 
l'intérieur  ou  à  l'extérieur  du  corps.  Pour  fixer  les 
idées,  nous  le  supposerons  situé  dans  son  intérieur; 
et  alors ,  afin  d'y  comprendre  tous  les  élémens  du 
corps,  on  devra  prendre  les  intégrales,  i*.  de- 
puis 7'  =  o  ,  jusqu'à  la  valeur  de  r  qui  se  rapporte  à 
la  surface  du  corps,  et  qui  sera,  en  général,  une 
fonction  de  ô  et  ûj  ,  donnée  par  l'équation  de  cette 
surface;  2".  depuis  G=o,  jusqu'à  6=200'';  5°.  depuis 
û)=o,  jusqu'à  &ni=4oo°. 

Si  l'on  faisait  abstraction  du  facteur  p  ,  ces  trois 
intégrations  successives  donneraient  le  volume  du 
corps. 

124.  En  conservant  toujours  ^^,  j*^,  s^,  pour  re*" 
présenter  les  coordonnées  du  centre  de  gravité ,  pa- 
rallèles aux  axes  Ox,  Oj^  Ozy  et  substituant  dans 
les  dçrnières  formules  du  n°  1:21^  à  la  place  de  oc^ 
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jy  z  leurs  valeurs  en  fonction  de  r,  9  ,  où  (n*'i22)^ 
«t  à  la  place  de  l'ëlément  dxdjdz  du  volume ,  la 
nouvelle  expression  r* .  sin .  è.drd^do)  de  ce  même  ëlé-^ 
ment  ^  ces  formules  deviendront 

Mx^  =  fffpr^ .  sin^  .B.cos.a,  drdddeô ,. 
ifeÇy^  r=  fffpr .  sin® .  ô .  sin .  û)  .  drdMoû  , 
MZj  =  fff^r^ .  sin .  6 .  cos  .  ô  .  drdôda , 

Les  limites  de  ces  intégrales  seront  les  mêmes  cp© 
celles  qu'on  vient  d'indiquer  pour  la  valeur  de  M, 

125.  Afin  de  montrer,  par  un  exemple,  l'usage  de- 
ces  formules  dans  un  cas  où  celles  du  n°  121  se- 
raient difficilement  applicables,  je  supposerai  qu'on 
demande  le  centre  de  gravite  du  secteur  sphërique 
engendre  par  le  secteur  circulaire  JOB  (  fîg.  54  )  , 
tournant  autour  de  l'axe  Ozy  et  que  ce  corps  soit 
compose  de  couches  homogènes  ,  concentriques  , 
d'une  épaisseur  infiniment  petite ,  et  d'une  densité 
•variable  en  passant  d'une  couche  à  une  autre.  Dans 
ce  cas ,  la  quantité  p  est  une  fonction  de  la  seule  va-^ 
riable  r_,  et  elle  est  indépendante  des  deux  autres 
variables  9  et  ûe;.  De  plus,  si  Ton  représente  par  ^^ 
la  rayon  OJ;  par  a,  l'angle  AOB ,  et  par  stt,  la 
circonférence  entière,  il  faudra  prendre  les  inté- 
grales depuis  r=o,  jusqu'à  r:;=za  ;  depuis  ùù=:o  ^ 
jusqu'à  a)  =  27r,  et  seulement ,  depuis  9=o,  jus- 
qu'à 9  =  a.  Intégrant  donc  dans  ces  limites,  on 
trouve  immédiatement 

Af=2îr^(i— cos.«),  Mr^=:o,  ifefy^  =  o,  Mz ^z=z7r A' .sm\ct , 

çn    représentant    par    A  et  A' ,  les   valeurs  des 
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intégrales  fpr'^dr  et   f^r^dr  y   prises  depuis   r=o, 
jusqu'à  rz=a. 

A  cause  de  x/=:oelj^  =0,  nous  voyons  d'abord 
que  le  centre  de  gravite  demande  se  trouve  suf 
l'axe  Ozy  ce  qui  résulte  de  la  symétrie  du  corps  au- 
tour de  cet  axe  ;  et  quant  à  sa  distance  z^  au  point  O, 
on  a,  en  divisant  la  valeur  de  Mz^  par  celle  de  M^ 

'    ___     A'.sm'.ct     ^^  (i-f-cos.^) 

'  2.A{^1 COSet)  2.A 

Si  le  corps  est  homogène,  p  est  une  quantité  cous-» 
tante  ;  par  conséquent 

d'où  il  suit 

3a.  (1  -4-  COS. a) 
^'—  8 

Cette  valeur  de  z^  se  construit  en  décrivant  d« 
centre  O  et  d'un  rayon  OC=\,OA  y  un  arc  de 
cercle  CD  \  abaissant  du  point  Dy  où  cet  arc  coupe 
le  rayon  OB  y  la  perpendiculaire  DE  sur  le  rayon 
OA-,  prenant  enfin  le  milieu  G  de  ECy  on  aura, 
comme  il  est  aisé  de  le  voir,  OG=:z^y  et  le  point 
G  sera  le  centre  de  gravité  du  secteur  spbé- 
rique  que  l'on  considère.  C'est  d'ailleurs  ce  qu'on 
peut  démontrer  directement  ;  car  si  l'on  décompose 
la  calotte  spbérique  qui  lui  sert  de  base  y  en  élé- 
mens  infiniment  petits  et  égaux ,  et  le  secteur  lui- 
même  ,  en  pyramides  qui  aient  pour  bases  ces  élé- 
mens,  et  leur  sommet  au  point  O  y  les  centres  de 
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gravité  de  toutes  ces  pyramides  se  trouveront  a  une 
distance  du  point  O,  égale  aux  trois  quarts  du  rayon 
OjI,  qui  est  leur  hauteur  commune  ;  de  manière  que  i 
le  lieu  de  tous  ces  points  sera  une  seconde  calott^  J 
sphérique,  concentrique  à  la  première,  et  engendré^ 
par  Tare  CD^  tournant  autour  de  CO:  le  centre 
de  gravité  de  cette  surface  sera  celui  du  secteur 
sphérique;  or^  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n"  1 15, 
ce  centre  doit  se  trouver  au  milieu  de  la  flèche  CE^^ 
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CHAPITRE  V. 

DU    FROTTEMENT. 

126.  L  ouTES  les  fois  que  des  forces  appliquées  en 
diffërens  points  d'un  corps  solide ,  satisferont  aux 
équations  d'équilibre  que  nous  avons  précédemment 
trouvées  ,  le  corps  restera  en  repos  ,  pourvu  que 
l'on  ait  eu  soin  de  comprendre  au  nombre  des  forces 
données  ^  le  poids  du  corps  considéré  comme  une 
force  verticale ,  appliquée  au  centre  de  gravité,  A 
la  rigueur ,  cet  équilibre  devrait  se  rompre  aussitôt 
que  5  par  un  changement  quelconque  dans  les  di- 
rections ou  dans  les  intensités  des  forces  ,  ces  équa- 
tions ont  cessé  de  se  vérifier  ;  car  non-seulement 
elles  suffisent  pour  l'équilibre,  mais  encore  elles  sont 
nécessaires,  ainsi  que  nous  l'avons  démontré.  Mais 
quand  il  s'agit  d'un  corps  posé  sur  un  plan  ûxe,  ou 
gêné  par  quelqu'autre  obstacle  fi^Q  ^  une  circons- 
tance physique,  dont  nous  avons  fait  abstraction  jus- 
qu'à présent,  s'oppose  à  ce  que  cette  ruption  ins- 
tantanée d'équilibre  ait  effectivement  lieu  dans  la 
nature.  Je  veux  parler  ici  an  frottement  du  corps 
contre  l'obstacle  fixe ,  que  l'on  doit  regarder  comme 
une  force  passwe y  incapable  de  produire  le  mouve- 
ment par  elle-même ,  et  seulement  capable  de  dé- 
truire le  mouvement  communiqué  par  d'autres  forces. 
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On  conçoit  qu'il  est  indispensable  d'avoir  e'gard  a 
cette  force,  lorsqu'on  veut  appliquer  les  lois  géné- 
rales de  l'équilibre  à  des  questions  particulières* 
mais  on  ne  doit  pas  s'attendre  à  trouver,  dans  ce 
Traité ,  de  grands  développemens  sur  une  matière 
qui  appartient  plutôt  à  la  pratique  qu'à  la  théorie  de 
la  mécanique.  Je  me  bornerai  donc  à  faire  con- 
naître, d'une  manière  succincte,  ce  que  l'expérience 
a  appris  de  plus  certain  sur  la  mesure  du  frotte*- 
ment,  et  à  montrer,  par  un  exemple,  comment  ou 
doit  tenir  compte  de  cette  force  dans  la  recherché 
des  conditions  d'équilibre. 

127.  Considérons  un  corps  pesant  posé  sur  titl 
plan  horizontal.  Ce  corps  restera  en  repos,  et  il 
exercera  sur  le  plan  une  pression  égale  à  son  poids ^ 
que  je  désignerai  par  P.  Dans  cette  situation ,  lé 
frottement  ne  contribue  en  rien  à  l'équilibre  ;  mais 
supposons  que  l'on  incline  le  plan  donné  sur  le  plaii 
horizontal ,  et  soit  a,  l'angle  BAC  (  fîg.  25  ),  formé 
par  ces  deux  plans  ;  le  poids  P,  appliqué  au  centré 
de  gravité  G  du  corps ,  se  décomposera  en  deux 
forces ,  l'une  perpendiculaire  au  plan  incliné  et  di- 
rigée suivant  GE ,  l'autre  parallèle  à  ce  plan  et  di^ 
rigée  suivant  GH.  Les  composantes  seront  expri*- 
mées  par  P .  cos  .EGF,  et  P .  cos .  HGF,  la  ligne  GP 
étant  la  direction  verticale  du  poids  P  ;  et  à  Cause 
que  les  angles  EGF  et  HGF  sont  complémens  Tun 
de  l'autre,  et  qu'on  a  évidemment  EGF=^BJC±:zay 
ces  deux  forces  seront  égales  à  P .  cos .  ot  et  P .  sin .  et. 
La  première  exprimera  la  pression  que  supporte  le 
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plan  înclinë;  quant  à  la  seconde^  il  est  évident  que, 
sans  le  frottement^  elle  ferait  glisser  le  corps  le  long 
de  ce  plan  ;  par  conséquent,  si  le  corps  continue  de 
rester  en  repos ,  il  en  faudra  conclure  qu'il  existe 
un  frottement  capable  de  détruire  la  force  P .  sin .  a. 
Si  nous  continuons  d'incliner  de  plus  en  plus  le 
plan  donné  sur  le  plan  horizontal ,  ou  si  nous  aug^ 
mentons  Fangle  ût,  la  force  P. sin. a  augmentera  ea 
ïiiême  lems,  et  au  contraire,  la  pression  P.cos.cc 
et  le  frottement  du  corps  contre  ce  plan ,  dimi- 
nueront; car,  sans  connaître  le  rapport  du  frotte- 
ment à  la  pression,  on  ne  peut  cependant  pas  douter 
que  le  frottement  ne  doive  diminuer  quand  la 
pression  diminue.  La  composante  du  poids  P,  pa- 
rallèle au  plan  incliné,  finira  donc  par  vaincre  le 
frottement ,  et  par  mettre  le  corps  en  mouvement  ; 
or,  si  l'on  fait  croître  l'angle  a  assez  lentement  pour 
qu'on  puisse  saisir  avec  exactitude  Finstant  où  l'équi^ 
libre  commence  à  se  rompre,  et  si  l'on  désigne  par 
€  la  valeur  de  a,  qui  répond  à  cet  instant,  il  est 
clair  que  la  force  P.sin.C  donnera  au  même  instant 
la  mesure  du  frottement  du  corps  contre  le  plan  in- 
cliné. Soit  donc  f  le  rapport  de  ce  frottement  à  la 
pression ,  qui  est  égale  à  P .  cos .  S  ,  à  l'instant  dont 
nous  parlons;  nous  aurons 

/.P.cos.C=P.s1d.^^ 

d'où  Ton  tire y^z^tang.^. 

Ainsi  la  tangente  du  plus  grand  angle,  pour  le- 
quel un  corps  pesant  posé  sur  un  plan  incliné,  puisss 
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s  y  tenir  en  équilibre ,  ou,  si  l'on  veut,  la  tangente 
du  plus  petit  angle  pour  lequel  il  commence  à  glisser  (jj 
le  long  de  ce  plan ,  exprime  le  rapport  du  frotte-r  | 
ment  a  la  pression  que  supporte  ce  même  plan. 

1 28.  C'est  d'après  ce  théorème  que  l'on  détermine 
par  l'expe'rience ,  la  mesure  du  frottement  des  diffë^ 
rentes  espèces  de  corps  solides ,  les  uns  contre  les 
autres.  On  a  constaté  de  cette  manière  les  résultats 
suivans  : 

1°.  Le  frottement  est  d'autant  plus  faible,  que  les 
surfaces  frottantes  sont  mieux  polies. 

2*.  Il  est  plus  grand ,  toutes  choses  d'ailleurs 
égales ,  entre  des  corps  de  même  matière  qu'entre 
des  corps  de  matières  différentes. 

5".  Les  surfaces  frottantes  restant  les  mêmes ,  il 
augmente  ou  diminue  dans  le  même  rapport  que  la  \ 
pression  ,  c'est--à-dire ,  que  Ton  trouve  l'angle  €  du 
n°  précédent ,  indépendant  du  poids  du  corps  que  | 
l'on  soumet  à  l'expérience. 

4°.  Enfin,  ce  poids  ne  changeant  pas,  l'étendue 
de  la  surface  frottante  n'a  aucune  influence  sur  le 
frottement.  Ainsi,  par  exemple,  un  polyèdre  dont 
toutes  les  faces  sont  également  polies,  éprouve  tou- 
jours le  même  frottement,  quelle  que  soit  la  face 
sur  laquelle  il  est  posé  ;  ensorte  que  l'angle  €  reste 
le  même ,  quand  on  pose  ce  corps  successivement 
sur  différentes  faces. 

129.  De  ces  deux  derniers  résultats,  on  peut  con- 
clure que  si  plusieurs  corps  pesans  sont  posés  sur 

un 
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tin  même  plan  incline ,  le  plus  petit  angle  pour  le- 
quel ils  commenceront  à  glisser  sur  ce  plan ,  sera 
le  même  pour  tous  ces  corps ,  quoique  leurs  poids 
et  l'étendue  de  leurs  surfaces  de  contact  soient  difFë« 
rens,  pourvu  seulement  que  ces  surfaces  soient  toutes 
également  polies.  En  effet  ^  appelons  A  et  B  deux 
de  ces  corps,  et  considérons  un  troisième  corps  C^ 
qui  ait  le  même  poids  que  A  et  une  surface  frot- 
tante, de  même  étendue  que  celle  de  B;  d'après  le 
troisième  résultat ,  l'angle  è  sera  le  même  pour  les 
deux  corps  B  ei  C^  et  en  vertu  du  quatrième ,  cet 
angle  sera  aussi  le  même  pour  A  et  C ;  donc  les 
deux  corps  A  ei  B  commenceront  à  glisser  pour  le 
même  angle  d'inclinaison,  et  il  en  sera  de  même  de 
tous  les  corps  posés  sur  le  plan  incliné. 

i5o.  Maintenant  examinons  comment  les  condi- 
tions d'équilibre  dans  le  levier,  se  trouvent  modi- 
fiées par  le  frottement. 

Il  ne  sera  pas  question  ici  d'un  levier  géomé- 
trique ,  qui  consiste  en  une  ligne  retenue  par  un 
point  fixe  (n°  67  ),  mais  bien  d'un  levier  physique 
que  nous  supposerons  formé  par  une  barre  inflexible, 
percée  d^un  trou  cylindrique,  au  travers  duquel  on 
fait  passer  un  axe  fixe.  Nous  supposerons  aussi  que 
cet  axe  est  un  cylindre  d^un  diamètre  à  très-peu- 
près  égal  à  celui  du  trou  ;  de  sorte  que  les  sections 
du  trou  et  de  l'axe  H^e,  faites  par  un  plan  perpen- 
diculaire a  l'axe,  sont  des  cercles  dont  les  rayons 
diffèrent  très-peu  Tun  de  l'autre.  Ces  deux  cercles 
se  touchent  en  un  point ,  lorsque  la  barre  s'appuie 
I  •  12 
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sur  l'axe  fixe  en  vertu  des  forces  qui  lui  sont  appîi* 
que'es  ;  le  contact  physique  a  sensiblement  lieu  dans 
un€  petite  étendue,  de  part  et  d'autre  de  ce  point, 
et  dans  cette  étendue ,  la  barre  éprouve  un  frotte- 
ment contre  la  surface  du  cylindre  fixe  ,  suivant 
toute  la  longueur  de  cette  surface  ;  or,  il  s'agit  de 
déterminer  dans  quelles  limites  ce  frottement  peut 
empêcher  la  barre  de  tourner  autour  du  cjdindre , 
quoique  les  forces  qui  la  sollicitent  ne  se  fassent  pas 
équilibre.  Afin  que  ce  frottement  ne  dépende  pas  de 
îa  position  du  point  de  contact ,  nous  regarderons 
les  surfaces  frottantes  comme  également  polies  dans 
toute  leur  étendue. 

Cela  posé,  soit  EFGH  (  fîg.  55  )  une  section  du 
levier  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  fixe  ;  anh  et 
dnh' ^  les  sections  circulaires  de  l'axe  et  du  trou^  faites  '\ 
par  ce  plan  ;  n  leur  point  de  contact,  et  C  le  centre 
de  la  première.  Appliquons  à  ce  levier,  des  forces 
P,  P',  F\  etc.,  agissant  aux  points  m^  m\  ni  ^  etc., 
suivant  les  directions  mA^  mA\  niA'\  etc. ,  qui  sont 
toutes  comprises  dans  le  plan  de  îa  section  ÈFGE. 
Calculons  les  momens  de  ces  forces  P,  P',  P",  etc. , 
par  rapport  au  point  C ^  en  observant  que,  dans  ce 
calcul,  on  peut,  sans  erreur  sensible,  prendre  le 
point  C  pour  le  centre  du  cercle  dnh\  vu  le  peu 
de  différence  qu'on  suppose  entre  les  rayons  de  dnJ) 
et  de  anh.  Si  nous  trouvons  îa  somme  des  momens 
des  forces  qui  tendent  a  faire  tourner  le  levier  dans 
tm  sens ,  égale  à  la  somme  de  ceux  qui  tendent  à  le 
faire  tourner  dans  le  sens  opposé,  il  en  faudra  con- 
clure que  la  résultante  passe  par  le  point  C  (  n''  Sy  }; 
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par  conséquent  elle  coupera  le  cjlmdrefîxe,  perpen- 
diculairement à  sa  surface,  etTëquilibre  existera  sans 
que  le  frottement  y  contribue.  Mais  si,  au  contraire 
Tune  des  deux  sommes  Femporte  sur  lautre  le  le- 
vier tendra  à  tourner  dans  le  sens  des  forces  qui  au- 
ront donné  la  plus  grande  somme,  et  il  n'y  aura  que 
'le  frottement  qui  puisse  empêcher  ce  mouvement 
d'avoir  lieu. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  le  levier  tende 
à  tourner  dans  le  sens  de  la  force  P  qui  agit  suivant 
la  direction  7?iJ^  désignons  par  Z,  la  différence  des 
^deux  sommes  de  momens,  et  imaginons  que  cette 
différence  augmente  de  plus  en  plus,  jusqu'à  ce  que 
l'équilibre  soit  sur  le  point  de  se  rompre,  si,  toute- 
fois, cette  ruption  nest  pas  impossible  ;  à  cette  li- 
mite ,  les  forces  données  P,  P\  F\  etc. ,  sont  en- 
core tenues  en  équilibre  par  le  frottement,  qu'on 
doit  considérer  comme  une  force  tangente  au  cy- 
lindre fixe  ,  appliquée  au  point  de  contact  n  ,  et 
agissant  suivant  la  direction  nB^  c'est-à-dire,  ten- 
dant à  faire  tourner  le  levier  en  sens  contraire  de 
la  force  P.  En  appelant  donc  F,  cette  force,  et  la 
joignant  aux  forces  données,  il  faudra  que  la  résul- 
tante de  F,  P,  P\  P\  etc.  ,  soit  perpendiculaire  à 
la  surface  du  cylindre  fixe ,  ou ,  ce  qui  revient  au 
même,  il  faudra  qu'elle  passe  par  le  point  C;   ce 

I    qui  exige  que  le  moment  de  F,  pris  par  rapport  à 
ce  point ,  soit  égal  à  L. 

Ainsi,  nous  aurons  Z  =  FA  ,  h  étant  le  rayon  du 

i    cercle  anh  ^  ou  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre 
C  sur  la  tangente  nB.  De  plus ,  la  pression  que  sup- 

12.  . 
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porte  la  surface  du  cylindre  fixe^  et  qui  s'exerce  au 
point  de  contact  /z,  suivant  la  normale  nC^  sera  la 
résultante  de  toutes  les  forces  jP,  P,  P'y  P\  etc.  : 
iious  la  désignerons  ^ar  Ç,  et  comme  nous  savons 
que  le  frottement  est  proportionnel  à  la  pression 
(  n°  1 28  ),  nous  aurons  Fz=zf.  Q  ^  f  étant  un  coeffi- 
cient donne  et  indépendant  des  forces  Py  P',  P" ^  etc.  ^ 
appliquées  au  levier.  Substituant  cette  A^aleur  dans 
celle  de  Z,  il  vient 

L^fh.q-,  (0 

mais  on  ne  peut  rien  conclure  de  cette  équation  ^ 
sans  avoir  auparavant  déterminé  la  valeur  de  Q, 

i3i.  Menons  donc  arbitrairement  dans  le  plan  qui 
contient  toutes  les  forces  Qy  F,  P ^  P\  P\  etc.  , 
deux  axes  rectangulaires,  tels  que  Cx  et  Cj\  soient 
et  y  ût!y  et" y  etc.  y  les  angles  donnés  que  font  les  direc- 
tions de  Py  P\  P\  etc.  avec  l'axe  Cx)  ê^  Q'y  è\  etc.  , 
les  angles  aussi  donnés  que  font  ces  mêmes  direc- 
tions avec  l'axe  Cj  ;  «  et  Z> ,  les  angles  inconnus  qui 
se  rapportent  à  la  direction  nC  de  la  force  Q,  et  qui 
sont  les  supplémens  des  angles  nCx  et  nCj  j  enfin 
a  et  h' y  les  angles  relatifs  à  la  direction  nJB  de  la 
force  F.  Puisque  Q  est  la  résultante  de  Fy  Py  P'y 
P" y  etc.  ,  nous  aurons 

Ç.cos.a=F.cos.a^ -j- P.cos.a  +  P'.cos.ct' -f-  etc., 
Ç.cos.^  =  F.cos.y-}-  P. COS. C  4-  P'.cos.C'  -f  etc. 

Si  l'on  fait ,  pour  abréger  y 

P.cos.(:+P',co5,€'^etc.  =  r| 
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on  aura 

Q.cos.a  —  F.cos.a'z==X,       Q.cos.b  —  F.cos.^  =  K;, 

et  si  l'on  appelle  R  la  résultante  des  forces  P,  P\ 
P" y  etc. ,  on  aura  aussi 

d'où  l'on  conclut,  en  employant  pour  F^  sa  vaîieur 

R^=:  Ç^[(cos.a— /.cos.a')^4-(cos.i;^/.cos.y)"-]. 

Mais  on  a  (  n°  9  ) 

cos^..a  -f-  cos'^.  Z>  r=  1 ,       cos^. a'  -f-  cos*.  è'  =  i  ^ 

d'ailleurs  les  directions  nB  et  nC  du  frottement  F 
et  de  la  pression  Ç,  étant  perpendiculaires  l'une  à 
l'autre,  on  a  en  outre  (n°  78) 

cos.a.CQs.a' -\-cos.b,cos.b' =  o^ 

donc  en  vertu  de  ces.  équations,  la  valeur  de  R^  se 
réduit  à 

ce  qui  donne 

Or,  en  représentant  par  r,  la  perpendiculaire  abaissés 
du  point  C  sur  la  direction  de  i? ,  nous  aurons , 
d'après  le  théorème  du  n°  55 ,  Z  =  Rr;  substituant 
ces  valeurs  de  Z  et  Ç  dans  l'équation  (1)  ,  elle  de.-* 
vient 
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Ce  résultat  nous  apprend  que  ia  limite  où  l'équi- 
libre commence  à  se  rompre^  dépend  uniquement 
de  la  distance  de  la  résultante  des  forces  données, 

au  point  C  :  tant  que  cette  distance  est  plus  petite 

fji 
que     ^.  ,  les  forces  données,  ou  leur  résultante, 

sont  tenues  en  équilibre  par  le  frottement  ;  aussitôt 
que  la  même  distance  dépasse  cette  limite ,  les  forces 
données  l'emportent  sur  le  frottement,  et  l'équilibre 
est  rompu. 

La  valeur  de  Q  fait  connaître  la  pression  que 
supporte  Taxe  ûxe  ;  et  l'on  voit  qu'à  raison  du  dé- 
nominateur \/i+y%  le  frottement  contribue  tou- 
jours à  la  diminuer.  Si  l'on  voulait  savoir  en  quel 
point  cette  pression  s'exerce,  il  faudrait  déterminer, 
au  moyen  des  équations  précédentes^  les  valeurs 
des  angles  a  et  b  :  leurs  supplémens  sont  les  angles 
7iCx  et  nCjj,  relatifs  à  la  direction  du  rayon  Cn  qui 
aboutit  au  point  de  contact  tz  ,  et  c'est  en  ce  point 
que  le  levier  s'appuie  sur  le  cylindre  ûxe. 

i52.  La  quantité  jT  varie  avec  la  matière  du  levier 
€t  de  l'axe  fixe  ,  le  degré  de  poli  et  l'étendue  des 
surfaces  frottantes.  Sa  valeur  peut  être  aussi  grande 

que  l'on  voudra;  mais  la  fraction — '^        ,  seratou- 

.  .       .  . .   ,  M'~^/' 

jours  plus  petite  que  l'unité  ;  d'où  il  suit  que  quand 
l'équilibre  existe ,  la  distance  /•  de  la  résultante  B. 
au  point  (7,  est  toujours  plus  petite  que  le  rayon 
h  du  cylindre  ûxe.  Ainsi  cette  force  ne  peut  être 
tenue  en  équilibre  par  le  frottement  du  levier  contre 
le  cylindre  fixe,   qu'autant  que  sa  direction  vient 
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couper  ce  cylindre;  et  toutes  les  fois  que  cette  con- 
dition ne  sera  pas  remplie ,  on  pourra  assurer  ,  sans 
examiner  si  le  frottement  est  plus  ou  moins  con- 
sidérable, que  l'équilibre  est  impossible.  Mais  on  ne 
doit  pas  perdre  de  vue  que  ce  résultat  est  subor- 
donné à  l'hypothèse  dont  nous  sommes  partis, 
savoir  ^  que  le  levier  et  le  cylindre  fixe  ne  se 
touchent  qu^en  un  seul  point,  ou  du  moins  ,  dans 
une  très-petite  étendue  :  il  ne  serait  plus  vrai ,  si  le 
levier  touchait  le  cylindre  et  frottait  contre  sa  sur- 
face en  plusieurs  endroits  à  la  fois. 
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CHAPITRE  VI. 

DE  L'ÉQUILIBRE  D'UN  CORPS  FLEXIBLE. 

ï55.  ^i  l'on  considère  un  assemblage  de  points, 
lies  entre  eux  d'une  manière  quelconque  et  sollicites 
par  des  forces  données,  et  que  Tëquilibre  ait  lieu 
dans  ce  système,  il  est  évident  que  cet  état  ne  sera 
pas  troublé,  en  joignant  toas  ces  points  les  uns  aux 
autres  par  des  droites  inflexibles,  de  manière  à 
changer  le  corps  que  l'on  considère,  en  un  corps 
solide.  Les  conditions  d'équilibre  relatives  à  un  sys- 
tème de  forme  invariable,  doivent  donc  se  retrouver 
parmi  celles  de  tous  les  systèmes.  Ainsi,  les  six  équa- 
tions du  n°  60  sont  nécessaires  pour  l'équilibre  de 
tout  corps  qui  ne  renferme  aucun  point  fixe  ^  ni 
aucun  point  astreint  à  rester  sur  une  surface  ou 
sur  une  courbe  ûxe,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  liai- 
son mutuelle  des  parties  de  ce  corps.  S'il  renferme 
un  point  fixe,  les  équations  (5),  (5)  et  (6)  de  ce  n% 
seront  seules  nécessaires;  s'il  en  contient  deux  ,  une 
seule  de  ces  trois  équations  continuera  de  subsister  : 
car  alors,  en  joignant  les  points  du  corps  par  des 
droites  inflexibles,  celle  qui  joint  les  deux  points 
fixes,  deviendra  un  axe  fixe,  autour  duquel  le  corps, 
devenu  solide,  sera  forcé  de  tourner,  et  dans  ce  cas 
^iQUS    savons  (n°  65)    qu'il    n'existe  plus    qu'une 
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seule  équation  d'équilibre.  Enfin  ,  lorsque  le  sys- 
tème contiendra  trois  ou  un  plus  grand  nombre 
de  points  fixes ,  qui  ne  seront  pas  ranges  sur 
une  même  droite,  nos  six  équations  deviendront 
inutiles  ,  et  la  considération  du  corps  solide  ne 
fera  connaître,  dans  un  pareil  cas,  aucune  des  équa- 
tions d'équilibre  du  système  proposé;  et  effective- 
ment, trois  points  fixes,  non  en  lignes  droites,  suf^ 
fisent  pour  rendre  un  corps  solide  ,  tout  -  à  -  fait 
immobile  ;  de  sorte  que  les  forces  qui  lui  sont  appli-* 
quées ,  sont  détruites  ,  sans  qu'il  en  résulte  aucune 
équation  de  condition. 

Mais  outre  ces  équations  d'équilibre  ,  communes 
à  tous  les  systèmes ,  et  qui  suffisent  pour  les  corps 
j solides,  il  en  existe  d'autres,  qui  dépendent- du 
i  mode  de  liaison  des  points  oii  les  forces  sont  appli- 
quées, et  dont  le  nombre  augmente  à  mesure  que 
ces  points  sont  plus  indépendans  les  uns  des  autres. 
C'est  la  recherche  de  ces  équations  particulières,  qui 
va  nous  occuper  dans  ce  chapitre. 

«  §.  I.  équilibre  du  Polygone  funiculaire  ;    équation 

de  la  Chaînette. 

154.  On  appelle,  en  général,  machine  funiculaire  :^ 
^  tout  assemblage  de  cordes  liées  entre  elles  par  des 
I  nœuds  fixes ,  ou  simplement  passées  dans  des  an- 
]  neaux  qui  peuvent  couler  le  long  des  cordes.  Le 
]  nombre  des  cordons  qui  viennent  aboutir  à  un  même 
'  nœud,  peut  être  quelconque;  mais  pour  simplifier 
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la  question^  nous  supposerons  que  chaque  nœud 
n  assemLie  jamais  que  trois  cordons ^  et  en  premiei 
îieu,  nous  exclurons  les  anneaux  mobiles. 

Prenons  donc  une  corde  parfaitement  flexible  el 
inextensible,  d'une  longueur  quelconque  et  dont  K 
et  K'  (fîg.  56)  soient  les  deux  points  extrêmes. 
Soient  77z,  ni^  m\  etc.,  différens  autres  points  de 
cette  corde  ;  attachons  à  ces  points  des  cordons  m\ 
?nh\  niK ^  etc.,  suivant  lesquels  agiront  des  forces 
données  P,  P' ^  P\  etc.;  appliquons  aussi  au  poini 
77Z,  une  force  donnée  A^  agissant  dans  la  directioa 
du  cordon  Km^  et  au  dernier  des  points  w,  m^ 
m  ^  etc.,  une  autre  force  donne'e  A\  dirigée  vers 
le  point  K' .  Dans  Fëtat  d'équilibre ,  la  corde  inex- 
tensible formera  un  certain  polygone ,  que  nous  ap- 
pellerons spécialement  le  polygone  funiculaire ,  et 
dont  les  sommets  seront  les  points  ou  nœuds  K^m^ 
m\  m\..,K\  Il  s'agit  de  trouver  les  conditions 
que  les  forces  données  A^  P,  P' ,  P%.  .  .A',  doivent 
remplir  pour  que  cet  équilibre  soit  possible,  et  de 
déterminer  la  figure  du  polygone  qui  convient  à 
cet  état. 

Pour  découvrir  ces  conditions,  je  pars  de  ce  prin- 
cipe évident,  que  si  l'équilibre  existe,  chacun  des 
cordons  mm,  min\  m"nî\  etc.,  doit  être  tiré  à  ses 
deux  extrémités,  par  des  forces  égales,  dirigée^ 
suivant  ses   prolongemens. 

Il  s'ensuit  d'abord,   que  la   résultante   des    deux^ 
forces  A  et  P,  appliquées  au  point  m,  doit  coïnci- 
der avec  le  prolongement  mf  du  cordon  mm\  Oa  i 
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peut  daiic  (n°  28)  transporter  le  point  d'application 
de  cette  force,  au  point  rn  situé  sur  sa  direclion; 
eii  la  composant  ensuite  avec  la  force  P'y  appliquée 
au  même  point  suivant  la  direclion  Jii'h^j  il  faudra 
que  cette  seconde  résultante ,  qui  sera  celle  des  trois 
forces  ^ y  P,  P\  coïncide  avec  le  prolongement 
7nf\  du  cordon  771m'  :  donc  il  est  permis  de  trans- 
porter son  point  d'application^  au  point  /??"  qui  se 
trouve  sur  sa  direction.  Je  prends  encore  la  résul- 
tante de  cette  force  et  de  la  force  P"  appliquée  au 
même  point  77/;  j'ai  de  cette  manière  la  force  qui 
ûve  le  cordon  7?i"77i"  à  son  extrémité  7/i\  et  qui  doit 
^tre  dirigée  suivant  son  prolongement  7?ff".  Cette 
force  est,  comme  on  voit,  la  résultante  des  quatre 
forces  ^,  Pj  P\  P"  ;  un  raisonnement  semblable: 
prouverait  que  la  force  qui  tire  le  même  cordon 
i  son  extrémité  7]/'^  et  qui  doit  coïncider  avec  l'autre 
brolongement  7ii'f'\  de  ce  cordon^  est  la  résul- 
tante des  forces  F\  P^^^, . .  .yf  i  ces  deux  résul- 
iantes  sont  donc  égales  et  directement  opposées,  et 
par  conséquent  la  résultante  de  toutes  les   forces 

llonnées  A  ^  P,  P',  P\  P'\ A\  est  égale  à  zéro. 

)n  parviendrait  évidemment  au  même  résultat,  en 
:onsidérant  les  forces  qui  agissent  aux  extrémités 
le  tout  autre  cordon. 

Ainsi,  les  forces  appliquées  au  polygone  funi- 
ulaire, doivent  être  telles,  qu'en  les  transportant  en 

m  même  point  parallèlement  à  elles-mêmes^  elles 
y  fassent  équilibre;  ce  qui  donne,  comme  on  sait, 

rois  équations  entre  ^q^  forces  et  les  angles  que 
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font  leurs  directions  avec  trois  axes  rectangulaires, 
menés  par  ce  point.  Ces  équations  sont(n®  22) 

^.cos.a4-^''COS.a'-f-jP.cos.fi&-|-P'.cos.ct'-f"-P"-cos.a"+etc.=ro,  \ 
^.cos.è+^',cos.è'4-P.cos.C+P'.cos.C'+P".cos.r+etc.=o,  \  {a 
^.cos.c-f--^'.cos.c'4-P.cos.'y+P'.cos.y-j-P",cos.y-f-etc.=o;  ) 

a^  a  j,  ûLy  afy  a^^etc. ,  désignant  les  angles  relatifs  àTui] 
des  axes;  b,  h'  ^  S  y  é'^  Q",  etc.,  les  angles  relatifs  l 
un  second  axe;  c,  c\  y  ^  y\  y" y  etc.  ,  ceux  qui  Si 
rapportent  au  troisième. 

i55.  Lorsque  les  forces  A ^  P^  P' ^  P^^ A' 

et  les  directions  des  cordons  par  lesquelles  ellej 
agissent ,  ne  satisferont  pas  à  ces  équations ,  il  sen 
impossible  qu'elles  se  fassent  équilibre  au  moyer 
du  polygone  funiculaire,  quelque  figure  que  l'or 
donne  à  ce  polygone.  Mais  toutes  les  fois  que  cej 
équations  seront  satisfaites  ,  on  pourra  donner  au 
polygone  une  figure  telle ,  que  l'équilibre  ait  lieu. 
Les  grandeurs  et  les  directions  des  forces  A  ^  P, 

P\    P\ A' j   étant   données,    cette    figure  esi 

déterminée ,  et  sa  construction  résulte  de  la  suite 
de  compositions  de  forces  que  nous  venons  d'in- 
diquer. 

En  effet ,  connaissant  les  directions  des  cordons 
Km  et  hm  suivant  lesquels  agissent  A  et  P,  il 
m'est  facile  de  déterminer  la  grandeur  et  la  direc- 
tion de  leur  résultante.  Sur  le  prolongement  de  cette 
direction^  à  partir  du  point  7?z,  je  porte  la  longueur 
donnée  du  cordon  mrn  ;  cela  fait ,  j'applique  au 
point  77/,  la  résultante  de  A  et  P,  sur  la  ligne  777772',  e1 
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ia  force  P'  dans  la  direction  donnée  du  cordon 
niK  ;  je  prends  la  résultante  de  ces  deux  forces  : 
sa  direction  me  fait  connaître  celle  du  cordon 
irini  ,  et  je  porte  sur  le  prolongement  de  cette 
direction,  la  longueur  donnée  de  ce  cordon.  Main- 
tenant je  fais  au  point  nfj  une  construction  sem- 
blable à  celle  que  je  viens  d'indiquer  pour  le  point 
m  :  j'applique  en  ni  ^  la  dernière  résultante,  sur  le 
côté  nïm  ^  et  la  force  P" ^  dans  la  direction  donnée 
du  cordon  iiiK  ',  je  compose  ensuite  ces  deux  forces 
•  len  une  seule,  et  c'est  sur  le  prolongement  de  celle- 
ci  que   je   porte  la  longueur    donnée    du    cordon 


m  m  . 


Je  continue  ainsi  jusqu'à  ce  que  je  sois  parvenu 
au  dernier  des  nœuds  m ,  /?z',  m  ,  etc. ,  qui  sera  , 
je  suppose,  le  nœud  11  f ^  de  sorte  que  rrCK'  sera  le 
i 'dernier  côté  du  polygone.  Sa  direction  est  connue, 
l 'puisqu'elle  représente  celle  de  la  force  A' ^  et  que 
l'on  regarde  comme  données  ,  les  directions  de 
toutes  les  forces  A,  P,  F,  P\  F" ,  P\  P\  A'-,  il  fau- 
dra donc  que  la  direction  prolongée  de  la  résul- 
tante des  deux  forces  appliquées  au  point /7z%  suivant 
le  côté  m^^m^y  et  suivant  le  cordon  in^^Jï^^  coïncide 
avec  la  direction  donnée  du  côté  nï^K\  C'est  en 
effet  ce  qui  arrivera  toujours;  car  d'après  notre 
construction,  la  force  dirigée  suivant  iit^mH'  n'est 
autre  chose  que  la  résultante  des  six  forces  A ^  P^ 
F  y  P"  y  F  y  P'^j  transportées  au  point  ?n^  parallè- 
ment  à  leurs  directions  :  en  la  composant  avec  la 
force  P^  dirigée  suivant  7?2^/i%  on  aura  la  résultante 
de  toutes  les  forces  données ,  moins  la  force  A'  ; 
or,  en  vertu  des  équations  («),  q^'o^  suppose  satis- 
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faites,  cette  re'suitante  est  égale  et  directement  op 
posée  à  la  force  A'  (n^  22);  donc  la  direction  pro- 
longée de  celte  résultante,  coïncidera  avec  la  direc 
tion  donnée  du  cordon  ii-CK' . 

i56.  Si  Ton  mène  par  le  point  K^  les  trois  axes 
auxquels  se  rapportent  les  angles  a^  a\  ct^  etc.; 
b^  y  ^  ë  y  etc.;  Cy  c^y^  etc.;  et  si  l'on  considère  les 
coordonnées  parallèles  à  ces  axes,  des  sommets  772, 
m  y  m\  etc.  du  polj^gone  funiculaire,  il  est  évident 
que  ces  coordonnées  seront  des  fonctions  détermi- 
nées des  valeurs  de  ces  angles,  des  intensités  des 
forces  y^,  P,  P' y...A\  et  deslongueurs  des  cotés  miiï ^ 
inin\  etc.  On  pourrait  calculer,  en  fonction  de  ces 
quantités,  les  trois  coordonnées  d'un  sommet  quel- 
conque. Les  formules  générales  que  l'on  trouverait 
de  cette  manière,  serviraient,  dans  chaque  cas  parti- 
culier, à  construire  directement  tous  les  sommets 
du  polygone,  ou  seulement  un  ou  plusieurs  de  ces 
points.  Mais  nous  croyons  plus  simple  de  construire 
les  difFérens  cotés  de  ce  polygone  successivement  et 
les  uns  au  moyen  des  autres,  ainsi  que  nous  venons 
de  l'indiquer;  et  nous  nous  dispenserons  de  rap- 
porter les  valeurs  des  coordonnées  de  ces  sommets, 
qui  ne  nous  seraient  d'aucun  usage,  et  dont  l'expres- 
sion générale  est  extrêmement  compliquée. 

1^7.  Quand  les  forces  données  remplissent  les 
conditions  exprimées  par  les  équations  («),  et  que 
l'on  a  donné  au  polygone  la  figure  propre  à  l'équi- 
libre, on  peut  être  assuré  que  cet  état  existe.  Alors 
chacun  des  cordons  miiï ^  min\  nim\  etc. ,  se  trouve 
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tiré  dans  le  sens  de  sa  longueur ,  par  deux  forces 
égales  et  contraires ,  appliquées  à  ses  extrémités  : 
l'iniensitë  commune  de  ces  deux  forces  exprime  la 
tension  que  le  cordon  éprouve  ;  il  est  donc  impor- 
tant ,  dans  la  pratique ,  de  calculer  cette  tension ,  et 
de  s'assurer  par  l'expérience,  qu'elle  ne  dépasse  pas 
celle  qu'un  cordon  du  même  diamètre  et  de  la  même 
matière  ,  peut  supporter  sans  se  rompre. 
Or ,  diaprés  ce  qu'on  vient  de  voir  (  n°  1 54  ) ,  la 

►  .tension  des  diffërens  côtes  du  polygone,  variera  d'un 
côté  à  l'autre  :  la  tension  du  côte  mm   sera  égale  à 

■■  lia  résultante  des  forces  A  et  P,  ou  à  celle  des  forces 
P\  F\  P"\.  .  .  ,A'  ',  celle  du  côté  mm  sera  égale  à 
la  résultante  de  A^  P  et  P\  ou  à  celle  de  P\  P"'j  .... 

.  A^  ;  et  ainsi  de  suite.  Il  sera  donc  aisé  dans  chaque 
cas  particulier  5  de  déterminer  les  tensions  qu'éprou- 
vent tous  les  côtés  du  polygone ,  lorsque  les  gran- 
deurs et  les  directions  des  forces  A,  P,  P' ^  P\ A' 

seront  données. 


î|    i58.  Si  les  points  extrêmes  K  et  K^  du  polygone 

'Ifsont  fixes ,  il  est  évident  que  les  forces  A  el  A'  re- 

"  présenteront  à-la-fois  les  tensions  des  cordons  qui 

.  aboutissent  à  ces  points  ,  et  les  pressions  que  ces 

points  éprouvent.  Dans  ce  cas,  les  valeurs  de  A  et 

A\  et  des  angles  a^  b^  c^  a! y  h\  c\  qui  déterminent 

les  directions  des  côtés  extrêmes  du  polygone,  ne 

seront  plus  données  ;  mais  on  aura  huit  équations 

pour  déterminer  ces  huit  inconnues,   savoir,   les 

équations  {a) ,  les  équations  (  n°  8  ) 

cosS  a-f-cçs\  &+COi'' ,  C  r=  1  ,      cos''.a'-f-cos%ô''|-cos^.c'r=:  1  ; 

I 

i 

I 

I 
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et  trois  nouvelles  équations  résultant  de  ce  que  î 
position  des  points  fixes  K  et  K'  est  donnée.  E 
efi*et,  les  valeurs  des  coordonnées  du  point  K'^  pa 
ralièles  aux  axes  menés  par  le  point  A" ,  seror 
données  ;  égalant  donc  ces  valeurs  aux  expression 
des  coordonnées  de  K\  calculées  comme  on  vien 
de  l'indiquer  (  n**  1 56  )  ,  il  en  résultera  les  troi 
équations  dont  nous  parlons. 

On  formera  sans  peine  ces  trois  équations  ^  dan 
les  cas  particuliers  ou  le  nombre  des  côtés  d 
polygone  sera  peu  considérable.  Je  crois  inutile  d'e 
donner  ici  aucun  exemple;  seulement  je  ferai  re 
marquer  que  quelles  que  soient  les  intensités  et  le 
directions  des  forces  qui  agissent  sur  un  polygon 
funiculaire ,  attaché  à  deux  points  fixes ,  l'équilibr 
est  toujours  possible  ,  puisqu'alors  on  a  autant  d 
quantités  indéterminées  A^  A\  a^  by  c^  d ^  h\  c\  qu 
d'équations  de  conditions  à  satisfaire;  en  sorte  qu'; 
ne  reste  aucune  équation  entre  les  forces  données 
et  les  angles  qui  déterminent  leurs  directions. 

i5g.  Soit  que  les  points  extrêmes  du  polygon 
soient  fixes ,  ou  qu'ils  soient  libres  ^  si  l'un  ou  plu 
sieurs  des  nœuds  m^  m  y  ?n  y  etc.  sont  remplacés  pa 
des  anneaux  mobiles  y  cette  circonstance  donner 
lieu  à  de  nouvelles  conditions  d'équilibre.  Suppo 
sons^  par  exemple  y  que  Jii'  soit  un  anneau  mobile 
qui  puisse  glisser  le  long  du  cordon  m  m' ni"  ;  il  es 
clair  que  dans  ce  mouvement  la  somme  des  dis- 
tances r?/m"  et  m  ni" y  du  point  ni  aux  points  ni  et  nf 
restera  constante;  or,  si  l'équilibre  existe,  cet  éta 
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ne  sera  pas  trouble'  en  rendant  fixes  ces  deux  der- 
niers points;  mais  alors  le  point  rn  sera  évidemment 
dans  le  même  cas  que  s'il  était  astreint  à  rester  sur 
la  surface  d'un  ellipsoïde  de  révolution ,  dont  tp!  et 
11^  sont  les  deux  foyers,  et  dont  le  grand  axe  est 
égal  à  la  longueur  donnée  du  cordon  m  ni  m"  :  donc 
ce  point  ne  peut  rester  en  équilibre  (  n°  ^5  )  ,  à 
moins  que  la  force  P"  qui  lui  est  appliquée ,  ne  soit 
perpendiculaire  à  cette  surface;  d'où  il  suit,  d'après 
une  propriété  connue  de  Tellipse ,  que  la  direction 
de  cette  force  doit  couper  en  deux  parties  égales 
l'angle  des  deux  rayons  vecteurs  mn^  et  jrî'nf , 

Lors  donc  qu'en  exécutant  la  construction  du 
n"  i55,  on  sera  parvenu  à  un  anneau  mobile,  tel 
que  ni  y  et  que  l'on  aura  pris  la  résultante  des  deux 
forces  dirigées  suivant  miiï  et  niliL  y  ce  qui  fera  con- 
naître la  direction  du  cordon  m"nf  -,  si  l'on  trouve 
que  les  angles  Km  m  et  H'rnm"  ne  sont  pas  égaux 
entre  eux ,  il  en  faudra  conclure  que  l'équilibre 
n'existe  pas.  En  général ,  il  faudra  que  la  direction 
du  cordon  lini'y  attaché  à  Fanneau  mobile  ni'y  ne 
soit  pas  donnée  d'avance,  afin  qu'on  puisse,  en  la 
déterminant  d'une  manière  convenable  ,  remplir  la 
condition  de  l'égalité  des  deux  angles  ii'nini  et 
n  m  m  , 

On  peut  observer  que  dans  l'état  d'équilibre,  les 
tensions  des  cordons  adjacens  à  un  anneau  mobile 
seront  égales  entre  elles.  Cela  résulte,  comme  il  est 
facile  de  le  voir,  de  ce  que  ces  deux  cordons  font 
des  angles  égaux  avec  la  force  appliquée  à  cet  an- 
neau ;  et  d'ailleurs  cette  égalité  de  tension  est  évi- 
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dente  en  elle-même,  puisque  dans  ce  cas,  les  deux 
cordons  n'en  forment  plus  qu'un  seul ,  qui  doit  né- 
cessairement éprouver  la  même  tension  dans  tout^ 
son  étendue. 

i4o.  Ce  que  nous  disons,  relativement  à  un  an- 
neau obligé  de  glisser  le  long  d'un  fil  inextensible, 
peut  s'étendre  à  tous  les  points  d'un  système  en 
équilibre ,  quelle  que  soit  la  liaison  de  ces  points 
entre  eux.  On  ne  troublera  pas  cet  équilibre  en 
fixant  tous  les  points  du  système ,  excepté  un  seul  : 
or ,  si  la  liaison  de  ce  point  avec  les  autres  est  telle 
qu'il  puisse  encore  décrire  une  surface  ou  seule- 
ment une  ligne  courbe,  autour  de  ces  points  fixes  , 
il  est  évident  que  le  point  mobile  sera  dans  le  même 
cas  que  si  la  surface  ou  la  ligne  courbe  existait  réel- 
lement ;  par  conséquent  la  direction  de  la  force  qui 
lui  est  appliquée ,  doit  être  normale  à  cette  sui^face 
ou  à  cette  ligne. 

Concluons  donc  que  dans  tout  système  en  équi-^ 
libre  ^  la  force  appliquée  à  chaque  poiîit  du  système  y 
est  perpendiculaire  a  la  surface  ou  a  la  courbe  sur 
laquelle  ce  point  serait  obligé  de  rester ^  si  tous  les 
autres  points  auxquels  il  est  lié  ^  étaient  regardés 
pour  un  moment  comme  des  points  fixes , 

Quand  cette  condition  relative  à  la  direction  des 
forces  et  à  la  liaison  des  parties  du  système  n'est  pas 
remplie,  on  peut  être  certain  que  l'équilibre  n'existe 
pas;  mais  elle  lie  suffit  pas,  à  elle  seule,  pour  as- 
sui^er  l'équilibre  du  système. 

i4ï.  Considérons  maintenant  le  cas  particulier  où 
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toutes  les  forces  P^  P\  P\  etc.  ,  appliquées  au  po- 
lygone funiculaire,  sont  des  poids,  et  où  les  deux 
points  extrêmes  K  et  K'  sont  supposes  fixes.  Pour 
plus  de  simplicité,  supposons  aussi  qu'il  ne  se  trouve 
aucun  anneau  mobile  parmi  les  nœuds  nij  m\  in\  etc. 

Dans  ce  cas  ,  l'équilibre  est  toujours  possible 
(  n°  i58  )  ;  et  pour  déterminer  la  figure  du  polygone 
qui  convient  à  cet  état,  j'observe  d'abord  que  tous 
ses  côtés  seront  dans  un  même  plan,  savoir,  dans 
le  plan  vertical  mené  par  les  deux  points  donnés  K 
et  K'  (  fîg.  57  ).  C'est  ce  qu'il  est  facile  de  conclure 
de  la  construction  du  n°  i55;  car,  d'après  cette 
construction ,  les  trois  cordons  qui  aboutissent  à 
chacun  des  nœuds  m^  m\  m\  etc. ,  sont  dans  un 
même  plan;  or,  ici  le  plan  des  cordons  Km  y  hm 
et  Tnm\  est  vertical,  puisqu'il  renferme  la  ligne  ver- 
ticale hïiy  direction  du  poids  P  ;  le  plan  des  cor- 
dons mm\  Kni  et  nîm!  est  de  même  vertical ,  à  cause 
de  la  verticale  AW,  direction  du  poids  P'  :  ces  deux 
plans  verticaux  ayant  une  ligne  j?îI7Ï  commune,  coïn- 
cident nécessairement  ;  donc  les  trois  côtés  Km^  mm 
et  /??W sont  dans  un  même  plan  vertical.  On  prouvera 
de  même  que  tous  les  autres  côtés  du  polygone  sont 
contenus  dans  ce  plan. 

Cela  posé ,  je  mène  dans  ce  plan  et  par  le  point 
K ,  les  deux  axes  Kûc  et  Kjy  auxquels  se  rapportent 

les  angles  «,  a,  ct\  ct\ a  ;  b^  S^  S%  C% b\  du 

n"  i5/|.;  alors  tous  les  angles  c,  ^,  y\  y'*,. .  .  .c',  sont 
droits;  et  si  nous  prenons  l'axe  Ox  horizontal,  et 
l'axe  Ojr  vertical  et  dirigé  dans  le  sens  de  la  pesan- 
teur, les  angles  ct^  a',  a",  etc.,  seront  aussi  droits, 

i5. . 
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et  les  angles  ê,  Cy  f*,  etc.,  seront  nuls.  Les  équa- 
tions du  n°  cité  se  réduisent  donc  à  deux,  savoir t 

Jt.cos.b-i-  A'.cos.b'  '\-U=^o  ,  l  ^ 

n  désignant  la  somme  des  poids  P,  P\  P"^  etc. 

Soit  aussi  T  la  tension  d'un  côté  quelconque  du 
polygone.  Si  nous  considérons  cette  force  comme 
appliquée  à  l'extrémité  de  ce  côté ,  la  plus  voisine 
du  point  K'y  que  nous  représentions  par  m,  l'angle 
que  fait  sa  direction  avec  Taxe  horizontal  ;  par  (^ , 
celui  que  cette  direction  fait  avec  l'axe  vertical  ;  par 
77 ,  la  somme  des  poids  suspendus  au  polygone,  de- 
puis le  point  K  jusqu'à  cette  première  extrémité 
inclusivement  ;  la  force  T  sera  la  résultante  de  la 
force  A  et  du  poids  p  (  n°  iSy  )  ;  par  conséquent 

on  aura 

T,cQs.u-=zA.cos.a , 

T.cos.v  =  J^.cos.b  -\-p. 

31  au  contraire  on  regardait  la  force  T  comme  ap- 
pliquée à  l'autre  extrémité  du  côté  dont  elle  exprime 
la  tension,  sa  direction  serait  opposée  à  celle  qu'elle 
avait  d'abord  ;  de  sorte  qu'il  faudrait  remplacer  les 
angles  w  et  t^  par  leurs  supplémens  (  n°  7  );  mais 
alors  elle  serait  la  i-ésultante  de  la  force  A'  et  du 
poids  n  — p ,  et  l'on  aurait 

—  T,cos.u  =  Jt\  cos .  a',  ' 

-  —  T.cos.v  =  ^'.cos.6'+n— p- 

résultat  qui  s'accorde  avec  le  premier,  en  vertu  des 
équations  (^). 
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Au  moyen  de  ces  valeurs  de  T .  cos .  u  et  T ,  cos .  c/, 
on  déterminera  immédiatement  la  tension  et  la  di- 
rection de  chaque  côté  du  polygone ,  quand  les  va- 
leurs des  inconnues  A^  A\  a^  a\  b^  b\  auront  été 
calculées^  comme  il  a  été  dit  précédemment  (n°  i58). 

142.  C'est  un  problème  curieux  de  déterminer  la 
courbe  que  forme  ,  dans  l'état  d'équilibre  ,  une 
chaîne  pesante  et  parfaitement  flexible ,  suspendue  a 
deux  points  fixes  par  ses  extrémités.  On  nomme  cette 
courbe  la  chaînette,  11  nous  est  facile  acluellement 
d'en  trouver  l'équation ,  en  observant  que  tout  ce 
qui  a  été  dit  dans  le  n°  précédent,  étant  indépendant 
du  nombre  et  de  la  grandeur  des  cotés  du  polygone, 
doit  encore  subsister  quand  ce  nombre  devient  in- 
fini et  cette  grandeur  infiniment  petite. 

Décomposons  donc  la  chaîne  pesante,  suspendue 
aux  deux  points  fixes  K  el  K'  (  Bg,  58  ) ,  en  une 
infinité  de  parties ,  et  regardons  P,  P\  P" ^  etc.  , 
comme  les  poids  de  ses  élémens;  p  sera  le  poids 
d'une  portion  de  la  chaîne ,  commençant  au  point  K 
et  finissant  au  point  quelconque  ^  ;  et  si  nous  sup- 
posons la  chaîne  homogène  et  d'une  égale  épaisseur 
dans  toute  son  étendue,  ce  poids  sera  proportionnel 
à  la  longueur  de  cette  portion  de  chaîne;  de  sorte 
que  nous  aurons   j)-=.hs^   s  représentant  l'arc  de 
courbe  Kny    et  h  un  coefficient  constant.  Ce  coeffi- 
cient exprime  dans  chaque  cas  particulier,  le  poids 
donné  d'une  portion  de  la  chaîne  ,  d^une  longueur 
égale  à  l'unité. 

D'après  cette  décomposition ,  la  chaînette  se  trouve 
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remplacée  par  un  polygone  d'une  infinité  de  côtés 
infiniment  petits.  Ceiui  qui  se  trouve  à  l'extrémité 
de  l'arc  s^  éprouve  la  tension  T,  qui  s'exerce  suivant 
le  prolongement  de  ce  côté ,  lequel  prolongement 
n'est  autre  chose  que  la  tangente  à  la  courbe  au 
point  n.  Ainsi  les  valeurs  de  T,cos,u  et  T'.cos.t^, 
du  n°  précédent^  nous  feront  connaître  la  direction 
de  cette  tangente  et  la  tension  qui  a  lieu  à  l'extré- 
mité  de  l'arc  s.  Si  donc  nous  prenons  dans  le  plan 
de  la  chaînette ,  l'aire  horizontal  Kœ^  pour  celui  des 
abscisses,  et  l'axe  vertical  Kf^  pour  celui  des  or- 
données; que  nous  représentions  par  ûc  et  j',  l'abs- 
cisse et  l'ordonnée  du  point  ;z,  et  que  nous  suppo- 
sions la  ligne  nt ,  tangente  à  la  courbe  au  point  n , 

le  coefficient  différentiel  -^  exprimera ,  comme  on 

sait  5  la  tangente  de  l'angle  Ktn  ;  mais  à  cause  que 
cette  ligne  nt  représente  la  direction  de  la  force  T'y 
qui  est  déierminée  par  les  angles  u  et  i^  ^  cette'tan- 

S^ente  est  aussi  égale  au  rapport •  or,  les  va- 

leurs  de  T'.cos.p  et  7^. cos. m  donnent,  en  y  subs- 
tituant hs  à  la  place  de  p,  et  divisant  l'une  par  l'autre, 

cos.i/       A. COS.  b  -^hs 
cos.u  ^.cos.a      ' 

on  aura  donc 

•    dy         C3s.t/         j4  .  COS. h  ■-{-  h  s 
dx        cos.u  A.  COS.  a      ' 

d'où  Ton  tire 

A.cos>.a^dy  —  A,  cos.  h  .dx  r=hs,dx. 
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Soie  A'it^la  tangente  au  point  ^,et  faisons  xKct::=Cj 
jKcL  ==:  100°  —  c  ;  nous  aurons  cos.â^  =  —  cos.c  , 
cos  .b=:  —  sin .  c  ;  car  la  force  A  est  dirigée  suivant 
le  premier  côté  infiniment  petit  de  la  courbe  ou 
suivant  sa  première  tangente  ,  et  elle  agit  dans  le 
sens  du  prolongement  Ko!  de  cette  tangente  ;  de 
sorte  que  les  angles  a  et  b  ^  qui  déterminent  sa 
direction  par  rapport  aux  axes  Kx  et  Kj'^  sont  ocKct^ 
et  jKct  ^  supplémens  dexilCot  et  j'ivct;  d'oii  il  suit 
que  cos.<2  et  cos.^  sont  égaux  et  de  signes  con- 
traires à  cos.<?  et  sin.c.  Empîoyarit  donc  l'angle  c^ 
au  lieu  à.QS  angles  a  et  b  ^  réquaiion  précédente 
deviendra 

A.  sin.  c. dx  — -  A.  cos.  c.  dy  ==  hs^.dx.  (i) 

C'est  l'équation  de  la  chaînette  que  nous  nous  pro- 
posions de  trouver.  ^' et  c  sont  des  constantes  in- 
connues ,  dont  nous  allons  bientôt  déterminer  les 
valeurs. 

14^.  La  tension  T  en  un  point  quelconque  n  de 
eette  courbe  ^  sera  donnée  par  l'équation 

que  l'on  obtient  en  ajoutant  les  carrés  des  valeurs  de 
y.cos.w  et  T,cos\9  du  n*'  1415  ^t  observant  que 
cos.^=: — sine.  On  voit  par  là  que  la  constante  ^ 
exprime  la  tension  au  point  K y  où  5  =  0;  c'est-à- 
dire,  la  pression  que  supporte  ce  point  ^me;  ce  que 
nous  savions  déjà.  On  voit  aussi  que  la  tension  est 
variable  d'un  point  à  l'autre  de  la  chaînette  ;  et  si 
l'on  cherche  la  plus  petite  valeur  de  T^  au  moyen 
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di 


J'-r-i 

de  l'équation  -^-  =  o ,  on  trouve  qu^elle  répond  a 


^  =  —  ,   et  qu'elle  est  égale  à  -^.cos.c. 

En  substituant  cette  valeur  de  s^  dans  l'équation  (i), 
il  vient  dr^=o  ;  d'où  l'on  conclut  que  la  plus  petite 
tension^. COS. c,  a  lieu  au  point  où  la  tangente  à  la 
chaînette  est  horizontale,  c'est-à-dire^  au  point  le 
plus  bas  de  cette  courbe. 

i44-  L'équation  (i)  prend  une  forme  plus  simple, 
lorsqu'on  y  fait  disparaître  l'arc  s.  Pour  cela ,  je 
différentie  cette  équation  en  y  regardant  dx  comme 

constant;  à  cause  de  ds z=  \/ dx^ -j- dj^ ,  je  trouve 

—  J[.cos.c.dy'=h.\/dx'''^dy^,dx; 

multipliant  de  part  et  d'autre  par  ■—==. ,  il  vient 

—  A.co?,,c.dy,d^y  .  ,      /-,   „    , — 5—-      ,  ,    , 

\/dx'-^dy-  \ 

et  en  intégrant 

—  A .  cos .  c.  y/dx""  +  dy^  =  hydx  +  Cdx-^ 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

Pour  la  déterminer,  j'observe  qu'au  point  K y  on 
aj^=o;  ce  qui  réduit  cette  dernière  équation  à 

—  A.cos.c.  x/dx"" -f- dy^  =  Cdx  ; 

.   dy  ., 

mais  en  ce  point,  on  a  aussi  -r-  =  tang.c;  il  vient 
donc 

Cz=z — ^.COS.c.  V^l  -|-  tang^.cr=: — j4^ 
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Ainsi  l'on  a  pour  l'ëquation  différentielle  de  la  chaî- 
nette                        

Si,  d'après  cette  e'quation,  on  détermine  son  point 
le  plus  bas,  en  faisant  ^=0^  on  trouve  que  ce 
point  répond  à 

A.(i  —  cos.c") 

y=--^ — -■ 

On  peut  aussi ,  en  éliminant  dj  entre  les  équa- 
tions (i)  et  (2)5  déterminer  la  valeur  de  s  en  fonc- 
tion àej.  Cette  élimination  donne 

A.ûn.c  _  \/{A  —  hyf  —  Â'' . cos^ . c 
'==—h—  ^  h 

Il  faudra  prendre  le  signe  supérieur  du  radical,  de- 
puis j^=o,  jusqu'à  ce  que  ce  radical  soit  nul,  ce 
qui  a  lieu  au  point  le  plus  bas  de  la  courbe;  au-delà 
de  ce  point ,  on  prendra  le  signe  inférieur. 

145.  Cette  valeur  de  s  nous  montre  que  la  chaî- 
jiette  est  une  courbe  rectifiahle.  Pour  achever  d'en 
déterminer  la  nature ,  il  faut  trouver  son  équation 
en  quantités  finies ,  ou  l'intégrale  de  l'équation  (2). 
Or ,  en  la  résolvant  par  rapport  à  dx ,  il  vient 

diA.coQ.c.dy 

dx-= — —= ; 

y(^A'—hyy—A\cos''.c 

et  comme  l'abscisse  oc  est  toujours  croissante,  il  est 
évident  qu'on  devra  prendre  le  signe  supérieur  tant 
que  la  différentielle  dj  sera  positive ,  ou  depuis  le 
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point  K  jusqu'au  point  le  plus  bas.  de  la  courLe  : 
au-delà  de  ce  point ,  dj  devient  négative  ;  de  sorte 
qu'il  faudra  prendre  le  signe  inférieur ,  pour  que  dx 
reste  positive.  Cette  valeur  de  dx  peut  s'intégrer  par 
les  règles  connues  ,  en  conservant  le  double  signe  : 
en  effectuant  l'intégration,  on  trouve 

C  étant  une  constante  arbitraire.  Comme  on  a  ^=o 
ctj'=o,  au  point  Ky  et  qu'en  ce  point  le  radical 
doit  être  pris  avec  le  signe  supérieur,  il  vient,  pour 
déterminer  (7', 

Eliminant  cette  constante,  on  a 

__A.cos.c  ^J—hyz^[/  {J  —  hyy  —  A^ .  cos'^ .  c  "^ 

""-^        F~-^°S\  ^(i-sin.c)         ^~^/    ■ 

Cette  équation  fait  voir  que  la  cbaînette  est  une 
courbe  transcendante,  du  même  ordre  que  la  loga- 
rithmique.  Elle  donne  pour  l'abscisse  du  point  le 

plus  bas  , 

^.cos.c  ,  eos.c  Jj 

a:= = Aog. ; .  l 

h  1  —  sin .  c  ^ 

146-  On  peut  mettre  l'équation  de  la  chaînette 
sous  une  forme  plus  simple  ,  en  la  résolvant  par 
rapport  à  j.  En  effet ,  en  passant  des  logarithmes 
aux  nombres,  désignant  par  e  la  base  des  loga- 
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rithmes  dont  le  module  est  ëgai  à  l'unité,  et  faisant, 

pour  abreVer,  -j =  6;  on  trouve 


6«^ 


A{i — sin.c)  *"  A{}  —  sin.c) 


OU  bien ,  en  ëleyant  les  deux  membres  au  carré , 
pour  faire  disparaître  le  radical 

29:r        a^A—hy)       Qx  ,         cos^.c 

e 77 — -r.e     -f- ; ^ t;  =  o> 

^  (  1  —  sm .  c  }  (  i  —  SHi .  c)^  ^ 

d'où  l'on  tire 

j'=^.[i— i(i —sin.c). e  "^—1.(1  4- sin.c). e~  "^j. 

i47-  Il  nous  reste  encore  à  déterminer  les  valeurs 
de  ^  et  c,  qui  dépendent  de  la  position  du  point  K\ 
par  rapport  au  point  K,  Nous  supposerons,  pour 
plus  de  simplicité  ^  que  les  deux  points  de  suspen- 
sion sont  dans  une  même  droite  horizontale.  11  est 
clair  que  les  deux  branches  de  la  chaînette ,  com- 
prises entre  le  point  le  plus  bas  et  ces  deux  points, 
devront  être  semblables;  de  sorte  que  l'arc  compris 
entre  le  point  ^  et  le  point  le  plus  bas ,  sera  la 
moitié  de  la  longueur  entière  de  la  chaîne  donnée, 
et  que  l'abscisse  du  point  le  plus  bas  sera  aussi  la 
moitié  de  la  distance  du  point  K'  au  point  K.  Soient 
donc  l  et  V  cette  longueur  et  cette  distance;  nous 
aurons,  d'après  les  valeurs  qu'on  vient  de  trouver 
pour  cet  arc  et  pour  cette  abscisse  (  n°'  i45  et  i45)> 

,    ,        ^. sin.c  ,    „       A,cos,c   ,  cos.c 

i.Z=  r ,  i./  rrr  .log.- 


sin.c 
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d'où  Ton  lire 

/'        cos.c  .  cos.c 

7  =  :r:^.-'og- 


/ 


sin.  c  1  —  sm.c 


Cette  équation  servira  à  déterminer  l'angle  c.  Comme 
elle  est  transcendante,  on  ne  pourra  la  résoudre  que 
par  approximation.  Quand  la  valeur  de  c  sera  connue, 
on  aura  celle  de  ^,  au  moyen  de  Tune  des  deux 
équations  précédentes. 

143.  Si ,  au  lieu  d'une  chaîne  pesante,  il  s'agissait 
d'un  fil  parfaitement  flexible  dont  tous  les  points 
fussent  tirés  par  des  forces  variables  en  intensité  et 
en  direction ,  nous  pourrions  encore  déterminer  la 
courbe  qu'il  forme  dans  l'état  d'équilibre,  en  le  consi- 
dérant toujours  comme  un  polygone  d^une  infinité  de 
côtés  infiniment  petits.  Cette  courbe  sera,  en  général, 
a  double  courbure ,  et  pour  la  déterminer  ,  il  faudra 
trouver  ses  deux  équations.  Soient  donc  x,  jr?  z,les 
coordonnées  du  point  quelconque  n  ,  parallèles  à 
trois  axes  rectangulaires,  menés  par  le  point  K y  qui 
sera,  comme  précédemment  (  fîg.  38),  le  premier 
point  de  la  courbe;  soit  n  le  point  infiniment  voisin 
de  Hy  qui  répond  aux  coordonnées  œ-i-dx,  j--}-dj, 
z-^-dz;  désignons  par  s  l'arc  Kn  :  les  projections  de 
l'élément  ds  ou  du  côté  nn  de  cette  courbe,  sur  les 
trois  axes  des  Xy  des  j"  et  des  s ,  sont  évidemment 
les  différentielles  dxy  dj  et  dz\  par  conséquent  les 

,     dx    dy    dz  .  ,  .  ,  , 

rapports  -t^-j-.>  -j-y  exprmient  les  cosmus  des  angles 

que  fait  cet  élément  avec  les  mêmes  axes,  ou,  ce 
qui  est  la  même  chose ,  les  cosinus  des  angles  qna 
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fait  la  tangente  nnt'y  a  la  courbe  au  point  /z,  avec 
ces  axes,  car  cette  tangente  est  le  prolongement  in- 
défini du  côte  nn.  La  tension  que  ce  côte  éprouve 
est  une  force  T,  dirigée  suivant  son  prolongement 
nt  y  et  égale  à  la  résultante  de  toutes  les  forces  ap- 
pliquées au  polygone ,  depuis  le  point  K^  jusqu'au 
point  7z  (  n°  157  )  ;  les  composantes  de  celte  tension, 

parallèles  aux  axes,  seront  donc  — T ,  -j- ,  — ^«  ;/ 

—  jT.  -7-  -,  et  en  égalant  ces  quantités  aux  sommes 

des  composantes  de  toutes  les  forces  qui  sollicitent 
l'arc  Kn ,  on  formera  trois  équations  qui  détermi- 
neront la  tension  Z'  et  la  nature  de  la  courbe. 

Or,   quelles  que  soient  les  forces  appliquées  à 
chaque  point  de  celte  coui^be ,  on  peut  les  réduire 
à  trois,  parallèles  aux  trois  axes  des  coordonnées  ; 
leurs  intensités  varieront  d'un  point  à  un  autre;  mais 
dans  l'étendue  d'un  même  élément ,  on  pourra  les 
regarder  comme  constantes  ;  et  alors  les  forces  qui 
agissent  sur  cet  élément  seront  proportionnelles  à 
sa  longueur.    Représentons  donc  par  Xds  ^    Yds  ^ 
2jds  y  les  forces  parallèles  aux  axes  des  x,  desjr  et 
des  z ,  qui  agissent  sur  l'élément  ds  ;   de  manière 
que  oc  y  y  et  z  soient  des  fonctions  données  de  ^, 
jy  z  :  les  intégrales  fXds^  fYds^  fZdsy  prises  de- 
puis le  point  K  jusqu^au  point  n ,  exprimeront  les 
résultantes  des  forces  parallèles  à  ces  axes ,  qui  agis- 
sent sur  l'arc  Kn;  mais,  outre  les  forces  appliquées 
a  tous  les  points  de  la  courbe  et  données  en  fonc- 
tion de  leurs  coordonnées,  il  faut  encore  supposer 
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des  forces  particulières ,  agissant  aux  deux  points 
extrêmes,  et  nécessaires  pour  l'équilibre.  Je  désigne 
par  ^,  la  force  qui  agit  au  point  À",  et  par  «,  b,  c, 
les  angles  que  fait  sa  direction  avec  les  axes  des 
Xy  jyZ  ;  ses  composantes  seront  A .  cos  .a^  A .  cos .  b  ^ 
^.cos.<?,  et  Ton  devra  les  ajouter  aux  intégrales 
fXds^fYdsyfZds^  pour  avoir  les  valeurs  complètes 
des  composantes  de  la  tension  T,  Ainsi  l'on  aura 

-^T.^  — A. COS. a -{-fXds, 
as 

—  T. ^=zj. COS. b-i-frds,    )  {b) 

dz 

—  T.  -^-  =  ^ ,  cos .  c  +  fZds. 

as 

En  éliminant  Ty  entre  ces  équations  ,  on.  obtient 
les  deux  équations  de  la  courbe ,  savoir  : 

dx A.  COS.  a-^fXds  dy A.cos.b-^fYds 

dz        j4. COS.  c-\-fZds'         dz        A.cos.c-ÇfZds' 

Quant  à  la  valeur  de  T'y  on  la  trouve  en  ajoutant 
les  carrés  des  équations  (6)  ,  et  observant  que 
ds''=dx'''i-dj'-'\'dz'';  ce  qui  donne 

T^:=^QJ.cos.a'{-fXdsy-^{A.coê.b-^frdsy-{-(iAcos.c+fZds)\ 

149.  Comme  les  intégrales  qui  entrent  dans  les 
équations  (c)  ,  s'évanouissent  au  point  jfiT  ,  il  s^en- 
suit  qu'on  a  ,  en  ce  point  , 


ds 


•T.-j^^=zJ. cos  M,    ^T.^  —  J.COS.b,    — r.--^  =  ^.C05,* 
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d'où  l'on  conclut  que  la  force  A  est  e'gale  à  la 
tension  qui  a  lieu  au  point  K  ^  ^\  dirigée  suivant  le 
prolongement  Kct  de  la  tangente  en  ce  point.  C'est 
ce  qu'on  pouvait  prévoir^  d'après  le  n°  i55,  où 
Ton  a  vu  que  la  force  A  exprime  la  tension  du 
premier  côte  du  polygone  ^  et  que  sa  direction 
détermine  celle  de  ce  côté,  qui  devient  la  direc- 
tion de  la  première  tangente ,  quand  le  polygone 
se  change  en  une  courbe. 

K'  étant  le  dernier  point  de  la  courbe  ,  appelons 
S  ^  S\  S'^y  les  valeurs  des  intégrales  fXds  y  fKds^ 
fZdsy  prises  depuis  le  point  K^  jusqu'au  point  K' 
c'est-à-dire,  dans  toute  l'étendue  de  la  courbe^ 
les  équations  (b)  deviendront  au  point  K\ 

—  T.  T-  =  ^ .  cos .  C  -f-  tS  , 
as 

G/  o 

—•T.—^i  4. COS. c-i- S"- 

De  plus^  désignons  par  A' y  la  force  particulière 
qui  agit  au  point  K\  et  par  a,  h\  c\  les  angles  que 
fait  sa  direction  avec  les  axes  des  x  ^  j ^  z.  Cette 
force  sera  égale  a  la  tension  qui  a  lieu  au  point 
Ky  et  elle  agira  suivant  le  dernier  côté  de  la  courbe^ 
ou  suivant  la  tangente  extrême  KÇ,'  -,  on  aura  donc 
au  point  K' ^  en  décomposant  la  force  A'  suivant 
les  axes  , 

T.|=^'.cos.a'.     T.%^A'.....V,  T-.g^^'.cos.c'. 
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Ajoutant  ces  équations  aux  précédentes ,  il  vient 

^.cos.&-+--^'.cos.6'+y~o,    >  (a) 

Ces  équations  sont  ce  que  deviennent  celles  du 
n^  i54^  quand  le  polygone  se  change  en  une  courbe. 
Lorsque  les  points  K  et  K'  sont  lilDres  ,  et  que  les 
forces  A  et  A'  sont  données  en  grandeur  et  en 
direction  5  il  est  nécessaire  qu'elles  satisfassent  à 
ces  équations ,  pour  que  l'équilibre  existe  ;  lors- 
qu'au contraire  les  points  K  et  K'  sont  fixes  ,  les 
forces  A  et  A'  expriment  les  pressions  inconnues 
qu'ils  supportent,  et  les  équations  {a)  sont  au 
nombre  de  celles  qui  doivent  servir  à  déterminer 
les  huit  inconnues  A^  A'^a^b,  c^  a\  b\  c  (j^  i58.) 

i5o.  Toutes  les  fois  que  les  trois  quantités  X,  JT, 
Z  seront  données  en  fonction  de  l'arc  s  y  les  inté- 
grales/X^5,  fYcls  y  fZds  ,  pourront  s'obtenir  im- 
médiatement. C'est,  par  exemple^  ce  qui  arrivera 
dans  le  cas  d'une  chaîne  pesante^  dont  l'épaisseur 
varie  suivant  une  loi  donnée  ;  ce  qui  comprend 
comme  cas  particulier  ^  le  cas  d'une  épaisseur 
constante  ;,  que  nous  venons  de  traiter  ,  et  sur  le- 
quel il  serait  superflu  de  revenir.  Mais  ^  en  gé- 
néral ,  les  valeurs  de  X,  F,  Z,  seront  données  en 
fonctions  de  ^ ,  j  ,  z  ,  et  pour  intégrer  les  for- 
mules Xds  y  Vds ,  Zds  y  il  y  faudra  substituer,  à 
la  place  de  ces   trois   variables  ,  leurs  valeurs  en 

fonction 
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fonction  de  la  seule  variable  s  ;  substitution  qui 
suppose  que  l'on  connaît  déjà  les  deux  équations 
de  la  courbe.  11  est  donc  nécessaire  ,  pour  faire 
usage  des  équations  (^),  de  les  délivrer  des  trois 
intégrales  fXds ,  fYds  ^fZds ,  qu^elles  renferment; 
or^  en  les  différentiant ,  il  vient 

as  as 

—  dT.^—T.d.^  =  Zd^. 
as  as 


Ajoutant  ces  équations^    après   avoir  multiplié  la 

dx     1       j         •>  dy 

T-,  la  deuxième  par  -^ 


première   par  t-,  la  deuxième  par  -i^  ,  et  la  troi- 


dz 
sième  par  j-^  on  trouve  que  leur  somme  se  réduit  à 

—  dT^Xdx'\'Ydy'i-Zdz,  (c') 

à  cause  que  l'on  a 

©•+(îy+(i)-=,; 

et  par  conséquent 

dx    ,  dx  ,   dy    j  dy    ^    dz    ^  dz 
--.d,~j--j--f.d.-f'^-j~.d.-j-z=o. 
as        as       as        as        as        as 

En  éliminant  JZ'  entre  les  équations  (^),  on  trouve 

ï...  14 
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MaiiitenantMj  -si  Von  prend  la  valeur  de  T  daiis 
chacune  de  ces  deux  équations  ,  et  qu'on  la  substi- 
tue dans  l'équation  (/) ,  on  obtiendra  les  deux  équa- 
tions de  la  courbe,  délivrées  du  signe  f  ^  mais 
différentielles  du  troisième  ordre,  et  que  nous  nous 
dispenserons  d'écrire. 

I^orsque  la  formule  Xdx-i-  Ydj-\-Zdz  sera  une 
difFérenlieile  complète  d'une  fonction  des  trois  va- 
riables oc^j,  z  j,  regardées  comme  indépendantes  , 
î'équation  (c')  donnera  immédiatement,  en  intégrant 
celte  formule  ,  la  valeur  de  T;  et  en  substituant 
cette  valeur  dans  les  deux  dernières  équations ,  on 
aura  celles  de  la  courbe  ^  qui  seront  seulement  dif- 
férentielles du  second  ordi^e.  Leurs  intégrales  con- 
tiendront quatre  constantes  arbitraires  ^  que  l'on 
déterminera  en  astreignant  la  courbe  à  passer  par 
ïe  point  K^  et  en  faisant  coïncider  la  tangente  en  ce 
points  avec  la  direction  de  la  force  ^.  Quant  à 
îa  constante  qui  se  trouvera  dans  la  valeur  de  2\ 
elle  sera  déterminée  par  la  condition  qu'en  ce  même 
point,  on  ait  T^=^A, 

i5i.  Nous  pouvons  facilement  vérifier  que  les 
six  équations  du  n*"  60  ont  lieu  dans  l'équilibre  du 
système  que  nous  considérons ,  ainsi  que  cela  doit 
être  d'après  la  remarque  générale  du  n^  i55.  En 
effet;,  nous  avons  déjà  les  équations  («')  qui  ré- 
pondent aux  équations  (i)^  (2)  et  (4)  du  n°  60. 
Ensuite  ,  en.  multipliant  la  première  des  équations 
(Z>'),parj-,  et  la  retranchant  de  la  seconde  multi- 
pliée par  X  y  il  vieat 
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équation  qu'on  peut  écrire  ainsi  : 

et  d'où  l'on  tire,  en  inte'grant , 

C  étant  la  constante  arbitraire.  Pour  la  de'termi-^ 
ner,  supposons  que  Tintégrale  J^Ç  Yx  —  Xj  ),ds 
commence  ou  soit  nulle  au  point  ^,  et  soit  a  et  ^, 
les  valeurs  de  ji:"  et  j*  qui  répondent  à  ce  point  ; 
comme  nous  avons,  en  ce  même  point  (n°  i49)> 

-^  7^.-7-  =  ur^,cos,fl.  — T. -^-^z A.  COS. h ^ 

as  as 

il  s'ensuit 

A{ct.cos.b — C.cos.a)  =i  C. 

Représentons  aussi  parce'  et  Q\  les  valeurs  de  X  et 
jy  relatives  au  point  K^ y  et  faisons 

f(Yx^Xy).dsr=:.S^, 

rintégrale  étant  prise  dans  toute  l'étendue  de  la 
courbe,  ou  depuis  le  point  K  jusqu'au  point  K\^ 
On  a  ,  en  ce  dernier  point  (n*  149)  > 

T,~  =  A\cos.g\         T.^=:A\cos,¥; 

14... 
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i'éqnation   (J)  deviendra    donc  ,   relativement   au 

point  K'j 

A'{C' .cos.a' ^  ct\cosM)^S ^-^  C\ 

ou  bien^  en  substituant  pour  C  sa  valeur,  et  fai- 
sant tout  passer  dans  un  même  membre  , 

A{dL.cos.h — Q.  cos>.a)+A'  (a! .  cos.b'  —  C'.  cos. a'  )-\-S^^=z  o; 

or  ,  il  est  aise  de  voir  que  cette   équation  répond 
à  l'équation  (5)  du  n°  60. 

Par  une  analyse  semblable,  on  déduira  des  équa- 
tions (^')5  deuxautres  équations^  analogues  à  celle-ci  et 
correspondant  aux  équations  (5)  et  (6)  de  ce  numéro. 

\§.  IL  Equation  de  la  Lame  élastique  en  équilibre, 

i52.  Le  fîl  dont  nous  venons  de  donner  les  équa- 
tions d'équilibre,  était  supposé  parfaitement  flexible, 
mais  dénué  d'élasticité  ;  nous  allons  présentement 
avoir  égard  à  cette  qualité  de  la  matière,  et  mon- 
trer comment  elle  influe  sur  les  conditions  de 
l'équilibre. 

Considérons  une  lame  inextensible ,  flexible  et 
élastique ,  qui  soit  naturellement  plane  et  d'une  lar- 
geur constante  dans  toute  son  étendue,  c'est-à-dire, 
que  quand  elle  n'est  sollicitée  par  aucune  force  , 
elle  a  la  forme  d'un  rectangle  plan,  d'une  longueur 
et  d'une  largeur  données.  Supposons  cette  lamé  fixe- 
ment attachée  par  une  de  ses  extrémités,  et  appli- 
quons à  l'autre  extrémité,  une  force  qui  la  fléchisse 
dans  le  sens  de  sa  longueur  ;  de  manière  qu'elle  se 
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change  en  une  portion  de  surface  cylindrique.  Le 
problème  qui  va  nous  occuper ,  consiste  à  de  ter-' 
miner  la  section  de  cette  surface  ,  perpendiculaire 
à  la  largeur  de  la  lame. 

La  figure  5g  représente  cette  section  ;  la  courbe 
K'jnK  est  la  forme  de  la  lame,  après  son  inflexion; 
la  droite  K/K' ^  égale  en  longueur  à  cette  courbe, 
i^eprësente  la  lame  avant  Finflexion,-  Fextrëmitë  K^ 
est  fixement  attachée^  et  la  lame  est  assujètie  en 
ce  point  de  manière  qu'en  se  courbant  elle  est  for- 
cée de  rester  tangente  à  sa  direction  primitive  K'K'^\ 
Elle  est  prolongée  à  son  autre  extrémité  K^  par 
une  verge  inflexible  CK^  et  c'est  au  point  C^  dans 
le  plan  de  la  figure  et  suivant  la  direction  CD  , 
qu'est  appliquée  la  force  qui  a  infléchi  la  lame  et 
qui  la  retient  dans  la  position  WmK  ,*  de  sorte 
que  l'équilibre  existe  entre  cette  force  ,  et  l'élasti- 
cité de  la  lame,  considérée  comme  une  autre  force 
qui  tend  à  la  ramener  à  sa  forme  primitive ,  ou  à 
la  remettre  en  ligne  droite. 

i55.  Pour  trouver  les  conditions  de  cet  équilibre ;, 
je  substitue  à  la  courbe  K'niK ^  un  polygone  d'une 
infinités  de  côtés  infiniment  petits ,  dont  le  premier 
côté  K'H  est  pris  sur  la  droite  ^'i^'',  fixe  et  don- 
née de  position.  Soient  mpi  et  vinï  (  fig.  l^ç^  ) , 
deux  côtés  consécutifs  ;  mt  et  mt!\  leurs  prolonge- 
meïJS  :  supposons  que  les  deux  parties  K'm  et  Km 
d-u  polygone  ,  deviennent  inflexibles  ,  de  manière 
que  le  polygone  ne  conserve  sa  flexibilité  et  son. 
élasticité  qu'au  seul  point  m ,  et  imaginons  de  plu& 
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que  la  partie  K^m  soit  irs.ée  et  rendue  immobile^ 
Ces  suppositions  ne  détruiront  pas  l'équilibre  exis- 
tant; mais  maintenant  l'ëlasticite  n'a  plus  d'autre 
efFet  que  de  tendre  à  faire  tourner  le  cote  imn 
autour  du  point  m^  pour  le  remettre  en  ligne  droite 
avec  le  côte  m  m  y  on  peut  elonc  la  regarder  comme 
une  force,  perpendiculaire  à  la  droite  m/,  et  agis- 
sant en  tel  point  qu'on  voudra  de  cette  droite ,  par 
exemple,  au  pointa,  suivant  la  direction  BE,  Re- 
présentons cette  force  inconnue  par  I^y  appelons 
Py  la  force  donnée  .qui  agit  suivant  la  direction 
CD  ;  p  ,  \a  perpendiculaire  abaissée  du  point  m^  sur 
la  ligne  CD;  et  pour  simplifier^  supposons  égale 
à  l'unité ,  la  perpendiculaire  ?nB^  abaissée  du  nïême 
point  sur  la  ligne  BE  :  puisque  les  deux  forces 
F  et  P  se  font  équilibre  autour  du  point  7?2  sup- 
posé fixe,  leui^niomens  doivent  être  égaux  par 
rapport  à    ce  point;  par  conséquent  on  a 


Fz=:Pp, 


D 


i  :n> 


E.éciproquement,  le  premier  côté  K^H  étant  réel-^ 
lement  fîxe^  l'équilibre  existe  ,  si  cette  équation  a 
ïieu  par  rapport  à  tous  les  sommets  du  polygone. 

ï54'  La  force  jP  varie  ^  d'un  sommet  a  un  autre';' 
parce  qu'elle  dépend  de  l'angle  tmf  compris  entre 
les'  prolongemens  ?fit  et  mf  des  deux  côtés  con- 
sécutifs, et  qu'on  appelle  l'angle  de  canlingence. 
Cette  force  est  nulle  quand  Tangle  est  zéro  ;  on 
conçoit  qu'elle  augmente  avec  cet  angle  :  dans  les 
^^essorts  homogènes  et  d'une  égale  épaisseur  dans 
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toute  leur  étendue,  on  a  coutume  de  la  supposer 
proportionnelle  à  l'angle  de  contingence.  En  adop- 
tant donc  cette  hypothèse ,  et  en  désignant  par  A  , 
la  valeur  de  F  qui  répond  à  un  sommet  déterminé 
du  polygone  ;  par  cl  ,  l'angle  de  contingence  en  ce 
point;  par  œ^  l'angle  tmt ^  relatif  au  sommet  quelrr 
conque  m^  nous  aurons  cett^  proportion 

d'où  l'on  tire     ^"ï^^'  -'i 

F=:J.-,' 

Ci 

L'angle  de  contingence  devient  infiniment  petît^ 
lorsque  le  polygone  se  change  en  une  courbe  con- 
tinue ;  cette  valeur   dje  ,F  a  donc  alors  l'inconvë- 

nient  de  renfermer  le  -rapport  -  de  deux   quantités 

infiniment  petites;  mais  on  peut  le  remplacer  par 
le  rapport  inverse  des  rayons  de  courbure  de  la 
courbe,  correspondant  aux  angles  o)  et  û2c.  En  effet , 
élevons  sur  les  milieux  n  et  ii  des  deux  élémens  con- 
sécutifs mm  et  mfn  ,  les  perpendiculaires  ng  et  ng 
qui  se  rencontrent  en  un  point  g  ;  ce  point  sera  le 
centre  et  tz^  le  rayon  de  courbure,  qui  répondeut 
au  point  ?7i  ;  de  plus  on  aura 


mn 


^111 .  m  571 


l'angle  tmt'  sera  égal  a  l'angle  r/gn  ,  ou  double  de 
l'angle  mg7i;  et  comme  ces  angles  sont  infiniment 
petits,  ils  sont  égaux  à  leurs  sinus  ,  de  sorte  qu'aa 
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a  tmt^  ==  2  .  sin.mgn  ;   donc,    à   cause  que  mn  est 
moitié  de  mm  _,  on  aura 


,        inrri 
tint  =■  ■ 


ng 

ce  qui  montre  que  l'angle  de  contingence  est  égal 
à  l'ëlëment  de  la  courbe  ,  divisé  par  le  rayon  de 
courbure  correspondant.  Donc,  en  supposant  la 
courbe  partagée  en  élémens  égaux  ,  et  représentant 
par  r  ei  a  ^  les  rayons  de  courbure  qui  répondent 
aux  angles  co  et  a  y  nous  aurons 

et  ^ 

Je  substitue  cette  valeur  dans  celle  de  Fy  et  celle- 
ci  dans  l'équation  F==:  Pp ,  il  vient 

/=     Pp^l>  (0 

en  faisant,  pour  abréger  Aa-=.h,  Cette  quantité  h 
dépend  de  l'épaisseur  et  de  la  matière  de  la  lame 
que  Ton  considère;  elle  est  la  même  dans  toute 
l'étendue  d'une  lame  homogène  et  d'une  épaisseur 
constante;  elle  varie  d'une  lame  à  une  autre,  et  elle 
doit  être  donnée  pour  chaque  lame  en  particulier- 

L'équation  (i)  qui  convient  à  tous  les  points  de 
la  courbe  KmK\  est  l'équation  différentielle  de 
cette  courbe  ;  il  ne  s'agit  plus  maintenant  que  d'j 
introduire  les  coordonnées  du  point  m  à  la  place 
des  deux  variables  r  et  p. 
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1 55.  Prenons  le  point  K  pour  origine  ;  la    ligae    *  a- 
Kjc  perpendiculaire  à  la  droite  KC ^  pour  axe    des  ^^0  ^ 

abscisses,  et  le  prolongement  ^T^*  de  cette  droite, 
pour  celui  des  ordonnées.  Soient  x  et  j* ,  l'abs- 
cisse et  l'ordonnée  du  point  m;  c  ^  la  longueur  de 
la  droite  KC  ;  y  y  l'angle  DCK  ;  décomposoas  la 
force  Py  qui  agit  suivant  CD  ^  en  deux  forces 
dirigées  suivant  CK  et  suivant  CA  perpendiculaire 
à  CK  ;  ses  composantes  seront  P.cos.^  GiP.sm.y^ 
et  leurs  momens,  par  rapport  au  point  m  y  seront 
égaux  à  xP  .  cos  .y  et  (^  +  <?)  .  P .  sin  . y  ;  donc 
on  aura  (n°  55). 

Pp  =::  P\j(^y -}- c).sm,y  —  x.cos.y'}.  . 

D'ailleurs,  on  sait  qu'on  a ,  en  prenant  djc  constante 


(■+ 


dxy 


La  valeur  de  r  devant  toujours  être  positive  ,  on 
doit  prendre  le  signe  +  ou  le  signe  — ,  selon  que 

celle  de  —^  est  positive  ou  négative  ;  or,  d'après  la 

direction  que  nous  avons  donnée  à  l'axe  des  abscis- 
ses^ par  rapport  à  celle  de  la  force  Py  la  courbe 
K'mK  tourne  sa  concavité  vers  cet  axe;  cas  dans 

lequel  le  coefficient  différentiel  -7^  est  négatif;  par 

conséquent  c'est  le  signe  —  qu'il  faut  employer 
devant  la  valeur  de  r.   Au  moyen  de  cette  valeur 
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et  de  celle  de  Pp^  l'équation  (i)  devient 

._  — — 2__  ;^  p  [(  j?  ^  c)c.  sin .  y  '< —  or  .'cas .  y] .  (2) 

i56.  On  obtient  aisément  une  intégrale  première 
de  cette  équation  différentielle  du  second  ordre, 
en  faisant 

.      .  dz 

Çy-^cj.sin.y  —  x.  cos, y  ^zz^  ^  =  w^ 

-  d'où  l'on  conclut  * 

sin. y. dy  ^z^udx-^  cos. y  ,dx, 

sm.y .d^y=:du.doo,    .  ^'^i 

(c^ya  ^  Ja:0 .  sin*  •  7  =  C"""  +  2" .  cos .  7  +  1) .  cZ:r^| 

«uistituant  dans  l'équation  (2) ,  il  vient 

7     .  du  , 


multipliant  le  premier  membre  par  udx ,  et  le  se- 
cond par  dz ,  on  a 

—  h.ûn^.y.udu  _    , 

équation  dans  laquelle 'l%Sviâriables  ueX   z  sontl 
séparées. 

Le  premier  membre  s*intègre  par  les  règles  con- 
nues ;  mais  comme  son  intégrale  est  un  peu  com- 
pliquée,  et  qu'elle  lie  nous  servirait  à  rien.  Je 
ne  l'écrirai  point  ici  ;  pour  simplifier ,  je  suppo- 
gerai  que  la  direction  de  la  force  P  est  perpendi* 
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Cuîaire  à  la  ligne  CK.   On  a  alors  yz=^  ïoo%  ce  qui 
ï'ëduit  notre  équation  à 

—  hudu  _    , 


(IZ^+  l)^ 


d'où  l'on  tire  ,  en  intégrant  , 

2& 


--i^^^-F/; 


jf  étant  la  constante  arbitraire.  Je  résons  cette  equa- 

dy  ^ 
tion  par  ;Eî,apport  à  w  ,  j'y  mets  -^  à  la  place  dé  u^  et 

pour  z  Sa  valeur  que  la  supposition  de  y  :=.  ioo%  ré- 
duit \j-\-  c  ;  tout  calcul  fait  ^  je  trouve 


dx  =.  ^ ^-^Z.'- z"^ i^^^^r— -^'     m 


Cette  formulé  n'est  point  integrable  sous  forme 
iînie  5  par  les  règles  connues;  ainsi  ^  l'équatiori  en 
œ  et  j  de  la  courbe  élastique  K/mK  ^  ne  peut  èire 
donnée  qu'en  série  infinie.^  vi  t 

Au  point  Ky  origine  des' "coordonnées  ,  notïs 
avons  ^=o  et  jr  =  p  ;  de  plus^  la  droite  Kfi  éii-^^% 
supposée  le  prolongement  de  la  lame  élastique 
(n°  1 5  2) ',  il  s'ensuit  qu'elle  est  sa  tangente  au  poiot 
K;  et  comme  nous  avons  pris  la  droite  CKj  pour 
î  axe  des  ordonnées  ,  il  en  résulte  que  cette  tangente 
sera  perpendiculaire  à  l'axe  des  abscisses  :  donc  on 


'^OIX' 


^ura  aussi  au  point  ^ ,  -7^  ==::;-  on  ^  =  o.  Ces  di;ux 

*■  ^ dx       Q-  '    dy 
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conditions ^-=0  et-7-  =  o,  pour  jc=Oy  serviront 

à  déterminer  les  deux  constantes  arbitraires,  con- 
tenues dans  Fëquation  en  x  et  j'  de  la  courbe  K'jnKy  , 
savoir,  la  constante^ et  celle   qu'introduira  Tinté- • 
gration  de  la  valeur  de  clx. 

i5j.  Lorsque  cette  équation  de  la  courbe  K'mK 
sera  complètement  déterminée  ,  on  en  pourra  dé- 
duire la  valeur  de  l'arc  quelconque  Km^  en  fonc- 
tion de  l'ordonnée  j  du  point  m  ;  on  aura  donc 
aussi  la  longueur  de  la  courbe  entière  KmK\  en' 
fonctions  de  l'ordonnée  K'L  du  point  K'  ;  donc 
à  cause  que  cette  longueur  est  donnée  et  égale  à 
la  droite  K'K"^  on  en  conclura  réciproquement  la 
valeur  de  K'L.  Si  l'on  substitue  cette  valeur  à  la 
place  de  j  dans  l'équation  (5) ,  elle  donnera  la  va- 
leur de  -j- y  qui  répond  au  point  K'  ^  eï  qui  ren- 
fermera les  quantités  c^  P^  b  et  la  longueur  de  la 
la  lame  5  que  je  représenterai  par  l.  Or,  au  point 
K\  la  tangente  à  la  courbe  est  la  droite  K'K"  don- 
née de  position  (  n°  1 52  )  ;  en  désignant  donc  par  ft 
l'angle  K'Gj  que  cette  droite  fait  avec  Taxe  de  jy 

on  aura  ,  pour  le  point  K' ^  j-  =  tang .  6  ;  de  sorte 

dx 
qu'en  mettant  pour  j-,  la  valeur  qu'on  aura  trouvée, 

il  en  résultera  une  équation  de  condition  entre  les 
cinq  quantités  c,  P^h  y  /et  9. 

On  peut  appeler  l'angle  9  ,  \ inflexion  totale  de  la 
lame.  Quand  les  quantités  c^  P^  h^  i  seront  données^ 
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l'équation  de  condition  fera  connaître  cette  in- 
flexion ;  si ,  au  contraire ,  on  a  mesure  l'angle  9  , 
la  longueur  de  la  lame,  celle  de  la  verge  CK ,  et 
que  la  force  P  soit  toujours  donnée  ,  cette  équa- 
tion servira  à  déterminer  la  valeur  de  la  quantité  h  ^ 
relative  à  la  lame  que  l'on  considère.  Cette  valeur 
une  fois  connue  ,  l'équation  de  condition  détermi- 
nera rinflexion  de  cette  lame ,  qui  répond  à  une 
force  donnée  ,  ou  ,  réciproquement ,  la  force  qu'il 
faut  employer  pour  produire  une  inflexion  donnée. 
Mais  on  ne  doit  pas  oublier  que  tous  ces  calculs 
ne  pourront  s'effectuer  que  par  approximation  , 
puisque  l'équation  de  la  courbe  K'mK^  sur  la- 
quelle ils  sont  fondés  ,  n'est  donnée  qu'en  série. 
Nous  allons ,  tout-à-l'heure ,  donner  un  exemple 
fort  simple  de  cette  approximation. 

i58.  Observons  auparavant  que  si  la  lame  n'était 
pas  assujettie  ,  comme  nous  l'avons  supposé,  à  son 
extrémité  K'^  et  qu'au  contraire  cette  extrémité  fut 
entièrement  libre  ,  il  faudrait  ,  pour  l'équilibre  , 
qu'une  force  égale  à  la  force  P  fut  appliquée  au 
point  K' ^  et  que  ces  deux  forces  fussent  dirigées 
en  sens  contraires  l'une  de  l'autre ,  suivant  la  droite 
CK'  qui  joint  leurs  points  d'application  K^  et  C 
Si  le  point  K'  était  fixé  de  manière  que  la  lame 
conservât  la  liberté  de  tourner  autour  de  ce  point, 
il  suffirait ,  pour  empêcher  ce  mouvement ,  que  la 
direction  de  la  force  P  vînt  passer  par  le  point  K'y 
c'est-à-dire ,  que   cette   force    devrait  être  dirigée 
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suivant  la  droite  CK .  Cette  direction  ne  peut  éire 
arbitraire,  que  dans  le  seul  cas  où  non- seulement 
le  point  K  est  supposé  fixe,  mais  aussi  le  premier 
côté  de  la  courbe  ,  ou  la  direction  de  sa  tangente 
en  ce  point.  Au  reste  ,  dans  tous  les  cas  ,  la  figure 
de  la  lame  en  équilibre  est  toujours  la  même  et 
déterminée  par  l'équation  (5). 

i5g.  Examinons  le  cas  particulier  où  rioflexioil  * 
de  la  lame  est  très-petite.  Pour  simplifier ,  suppo- 
sons (?  =  o,  ensorte  que  la  force  P  soit  appliquée 
au  pointa.  Supposons  aussi  que  l'autre  extrémité  K 
soit  seulement  appuyée  sur  un  plan  lîxe^  sans  être 
entièrement  fixée  ,  ce  qui  exige  que  la  force  P  soit 
alors  dirigée  suivant  la  droite  KK'  qui  joint  le 
poiot  K  au  point  K\  Ce  cas  particulier  sera  ,  si 
l'on  veut,  celui  d'un  ressort  vertical  posé,  par  une 
de  ses  extrémités ,  sur  un  plan  fixe  horizontal ,  et 
chargé ,  à  l'autre  extrémité  ,  d'un  poids  donné  P^ 
qui  l'infléchit  un  tant  soit  peu ,  et  lui  fait  prendre 
la  forme  de  la  courbe  KmK'  (  fig.  4i.  ).  Il  s'a^ft 
de  trouver  son  équation  en  x  et  j  ^  l'axe  des  x 
étant  la  verticale  KK'^  et  l'axe  des  j  ,  Fhorizon- 
tale  Kj.  On  pourrait  la  déduire  de  l'équation  (5) , 
-en  y  faisant  c  =  Oy  et  y  négligeant  la  quatrième 
puissance  de  l'ordonnée  j' ,  qui  est  très-petite  dans 
toute  l'étendue  de  la  courbe  ;  mais  on  l'obtiendra  i 
plus  simplement  au  moyen  de  l'équation  (2). 

En  faisant  dans  cette  équation  7/  =  100°  et  C7=0j  , 
elle  devient 
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^"       -Py- 


('+£) 


'■d^-'y 


Or^lavaleurde-T^  est  très-petite  dans  toute  reten- 
due de  la  courbe ,  parce  que  la  tangente  en  chaque 
point  est  peu  inclinée  sur  l'axe  des  abscisses  ;  on 
peut  donc  ,  par  approximation ,  négliger  son  carré 
dans  le  premier  membre ,  ce  qui  réduit  l'équation 
à  celle-ci  : 

dont  l'intégrale  complète  est 

h  etjfétant  les  deux  constantes  arbitraires.  Comme 
on  a  j  au  point  K  y  x  =  o  etj;^=:o^  il  s'ensuit 
f=z  o  ;  l'équation  de  la  courbe  KmK'  est  donc 

y=.}i.%\\\Xx  ^ 

en  faisant,  pour  abréger,  t/-7=:^. 

i6o.  La  constante  h  exprime  la  plus  grande  va- 
leur dej;^,  ou  la  plus  grande  quantité  dont  la  courbe 
s'écarte  de  la  direction  verticale.  Pour  la  détermi- 
ner ,  j'observe  que  jr  =  o  au  point  K' ;  il  faut  donc 
que  h  soit  nulle,  ou  que  l'arc  îx ^  qui  répond  à 
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ce  point  ,  soit  un  multiple  de  la  demi-cîrconfe- 
rence  ;  appelant  donc  a  l'abscisse  KK\  i  un  nombr  e 
entier  indéterminé,  et  tT  la  demi-circonférence  pour 
le  rayon  égal  à  l'unité  ^  on  devra  avoir  Qaz=^  i^  ; 
ou  bien ,  en  remettant  pour  è  sa  valeur  et  élevant 
au  carré  , 

Ç==fv.  (4) 

S'il  est  impossible  de  satisfaire  à  cette  équation  , 
il  faudra  nécessairement  qu'on  ait  Azzro  ;  par  con- 
séquent la  courbe  KmK'  coïncidera  avec  l'axe  des 
abscisses ,  et  le  ressort  ne  subira  aucune  inflexion. 

La  valeur  de  a  se  conclut  de  la  longueur  de  la 
courbe  entière,  qui  est  donnée ,  et  que  nous  avons 
désignée  plus  haut  par  L  On  a ,  en  prenant  l'in- 
tégrale depuis  jc  =  o  jusqu'à  .x  =  ^  , 

L'équation  de  la  courbe  donne 

cLx 
d^où  il  suit 

dy^        ^  ^  ^  1     IfP         1    h^P 

rL-  =:  hK^. cos\Cx  —  -.  —, b-.-r--  co5.2Cx: 

Je  substitue  cette  valeur  dans  celle  de  /,  et  je 
néglige  les  puissances  de  -j-  supérieures  à  la  se- 
conde; intégrant  ensuite  entre  les  limites  assignées, 

et 
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et  observant  que  sin. 2^^  =  siiLs^Tr^o,  quel  que 
soit  le  noimbre  entier  i^  il  vient 

J'élimine  a  entre  cette  équation  et  l'équation  (4)  ; 
je  néglige,  dans  le  résultat ,  la  quatrième  puis- 
sance de  h ^  et  je  le  mets  sous  cette  forme 

Or  5  la  plus  petite  valeur  qu'on  puisse  prendre  pour 
i  y  c'est  i  =  I  ;  si  donc  on  a  : 

^>1,       OU     ^P<.-j^. 

cette  équation  sera  impossible  ,  puisque  la  valeur 
de  A*  serait  négative  ,  et  celle  de  A  ^  imaginaire  ; 
donc  alors  le  ressort  ne  sera  pas  courbé  parle  poids 
P  :  il  conservera  au  contraire  sa  forme  rectili^fne 
I   et  sa  situation  verticale. 

Nous  sommes  donc  conduits  à  cette  conclusion 
singulière  y  que  le  poids  P  doit  surpasser  la  quan* 

tite  •^-,  pour  que  le  ressort  que  nous  considérons 

subisse  une  inflexion  aussi  petite  qu'on  voudra.  Un 

poids  égal  à  -^~  est  le  plus  grand  de  ceux  qu'il  peut 

supporter  sans  fléchir:  c'est  ce  qu'on  appelle  la  force 
du  ressort;  on  voit  qu'elle  est  proportionnelle  à 
la  quantité  b  y  qui  mesure  son  élasticité  y   et   que 

il         }•  .  1 5 
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dans  les  ressorts  de  même  matière  et  de  même 
épaisseur,  elle  est  en  raison  inverse  du  carré  de 
la  longueur  Z. 

i6i.  Pour  peu  que  le  poids  P  surpasse  cette  li- 
mite —îTi  1^  ressort  se  courbera.  Dans  cette  sup- 
position ,  on  pourra  faire 


Pt 


=:l  —  ^, 


J^  étant  une  quantité  très-petite  et  réelle.  On  satis- 
fera  à  l'équation  (5)  ,  en  prenant 

/=!     et     ^  =  ^.c^; 

/ 

on  aura  aussi  o  ==^-- ,   et  l'équation   de  la  courbe  i 
KmK'  deviendra 


V  = -^^ — .«T.sin. — . 
'^  Te  a 

A  mesure  que  le  poids  P  augmentera ,  la  quan- 
tité cT  croîtra  aussi ,  et  la  courbe  s'infléchira  de  plus 
en  plus  ;  mais  bientôt  sa  forme  ne  sera  plus  déter- 
minée avec  une  exactitude  suffisante  ,  par  cette 
équation  qui  n'est  qu'approchée  ,  et  qui  suppose 
ilnflexion  très-petite. 

Lorsque  P  sera  dev^u  un  peu  plus  grand  que 

4.  -TT?  c'est-à-dire,  quand  on  aura 


l 

^'  PI 
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J^'  étant  une  quantité  réelle  et  très-petite ,  on  satis- 
fera encore  à  l'équation  (5)  par  une  très-petite  va- 
leur àe  h  y  pourvu  qu'on  prenne  z==2.  On  aura 
alors 

ely  pour  l'équation  de  la  courbe  KmK\ 

lys        ,     ^-TTx 

y  =:— — .J^'.sm. . 

*^  2a      -  a 

Cette  valeur  de  /  devient  nulle,  quand  .r  =  |<z; 
par  conséquent  la  courbe  coupe  l'axe  des  abscisses 
au  milieu  de  la  droite  KK\  et  elle  a  la  forme 
représentée  par  la  figure  /yH,  Mais  la  lame  élas- 
tique prendra-t-elle  effectivement  cette  forme  ,  ou 
bien  en  prendra-t-elle  une  autre  qui  suppose  une 
inflexion  considérable  et  qui  échappe  à  notre  calcul 
d'approximation  ?  C'est  une  question  qui  ne  pour- 
rait être  résolue  d'une  manière  tout-à-fait  satisfai- 
sante ,  que  par  une  solution  rigoureuse  et  com- 
plète du  problème. 

En  général ,  lorsque  le  poids  P  surpassera  d'une 
très-petite  quantité  ,  le  produit  i*.  -jr  ^  ^^  satis- 
fera à  l'équation  (5)  par  une  valeur  réelle  et  très-^ 
petite  de  h  y  et  l'on  pourra  supposer  à  la  lame  élas- 
tique 5  une  forme  qui  s'écarte  peu  de  l'axe  vertical  : 
la  courbe  coupera  cet  axe  en  un  nombre  i  —  i 
de  points  ,  sans  compter  les  deux  points  extrêmes, 

i5. . 
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La  figure  4^  se  rapporte  au  cas  de  i  =  5  ;  la  droite 
KK^  j  est  coupée  en  trois  parties  égales  par  la 
courbe  KmlC 

162.  Si  l'on  a  Lien  saisi  le  principe  d'après  le- 
quel nous  avons  trouve  l'ëquation  d'équilibre  de  la 
lame  élastique,  d>ans  le  n''  i55 ,  on  étendra  sans 
difficulté  cette  équation  ,  au  cas  où  tous  les  points 
de  la  lame  seraient  sollicités  par  des  forces  dirigées 
dans  le  plan  de  la  courbe  KmK'  (  fîg.  59.  ).  En 
effet,  il  suffira  d'y  remplacer  le  moment  de  la  force 
P  y  par  la  somme  des  momens  des  forces  qui 
agissent  sur  la  lame  ,  depuis  le  point  K  jusqu'au 
point  quelconque  m  y  en  prenant  avec  le  signe  +> 
les  momens  des  forces  qui  tendent  à  infléchir  la 
lame  ,  et  avec  le  signe  —  ,  ceux  des  forces  qui 
tendent  à  la  redresser. 

Soit  donc ,  comme  dans  le  problème  du  fil  flexible 
f  n""  148.  )  ,  Xds  et  Yds  les  composantes  parallèles 
aux  axes  Kx  et  Kj ,  des  forces  qui  agissent  sur 
l'élément  ds  ,  de  manière  que  X  et  F  soient  des 
fonctions  données  des  variables  x  etjr;  soit  fJL  un 
point  de  l'arc  Km ,  qui  répond  aux  coordonnées 
af  et  j  ,  et  désignons  par  X'  et  Y' ,  ce  que  de- 
viennent X  et  Y  y  relativement  à  ce  point  :  les  mo- 
mens des  forces  Xds  et  Yds  ,  pris  par  rapport 
au  point  m  ,  seront  égaux  h.  (  j  — j  ) .  Xds  et 
(x  —  X  ).  Yds  ;  d'ailleurs  ,  les  composantes  qui 
agissent  dans  le  sens  de  Taxe  Kx  tendent  à  in- 
flécliir  la  courbe,  et  celles  qui  agissent  dans  le  sens 
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de  Taxe  Kj  tendent  à  îa  redresser;  par  conse'quent 
la  somme  des  momens  de  toutes  les  forces  appli- 
quées à  l'arc  Km  ,  sera  égale  à  f  (j  — y  ) .  X'ds 
— /(-^  —  x^)'i^^dsy  les  intégrales  étant  prises  en 
supposant  J^  etj  constantes,  et  depuis  le  point  ^^, 
où  l'on  a  œ^=o  et  7^  =  0  ,  jusqu'au  point  m  j,  où 
l'on  a  x=:x  eijz=:j.  En  conservant  donc,  en 
outre,  la  force  P y  appliquée  à  l'extrémitë  de  la 
droite  CK  ,  et  dont  le  moment  est  Pp  ,  l'ëquatiou 
d'équilibre  sera 

ou  bien,  en  substituant  pour  la  perpendiculaire  p 
et  pour  la  force  i^,  leurs  valeurs  trouvées  dans  le 
11°  i54, 

i^[(j'  +  c).sin.^  —  Jc.cos.y']  -}-  f(y  — y').X'ds 

7*  représente  le  rayon  de  courbure  au  point  7?i  ;  h  est 
une  quantité  constante^  si  la  lame  est  supposée  homo- 
gène et  d'une  égale  épaisseur  dans  toute  son  éten- 
due ;  c  et  y ,  sont  des  constantes  données. 

Il  est  aisé  de  voir  que  les  intégralesy( )-—y),X^ds 
el  f(œ — jc').Y'dsj  prises  comme  elles  doivent 
l'être  ,  sont  la  même  chose  que  j'-yX^i^-  — fjXds 
eX'pc .fYds — fjcVds,  pourvu  qu'on  prenne  celles- 
ci  :  fXds  ,  fjXds  ,  fYds  et  fxYds  ,  de  manière 
qu^elles  s'évanouissent  au  point  K.  Cette  équation 
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peut  donc  être  écrite  ainsi  : 

P  {_{y  +  c) .  sin .  Q/  —  x»  cos .  y~\  -^y.fXds  —  fyXds 
^x.fYcls+fyXds=:-. 

En  y  mettant  pour  /-,  sa  valeur  en  différentielles 
de  *r  et  j* ,  et  faisant  disparaître ,  par  la  différen- 
tiation,  les  signes  y  qu'elle  contient,  on  aura  l'équa-  | 
tion  différentielle  de  la  courbe  élastique  dont  tous 
les  points  sont  sollicités  par  des  forces  dirigées  dans 
un  même  plan. 
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CHAPITRE  Vn. 


PRINCIPE  DES  YITESSES  VIRTUELLES. 


i63.  JCjn  comparant  entre  elles  les  conditions  d'ë- 
quilibre  dans  les  machines  simples  ,  et  en  cherchant 
ce  qu'elles  ont  de  commun  ^  les  géomètres  sont 
enfin  parvenus  à  découvrir ,  par  induction  ,  une  loi 
e^énérale  qui  s'observe  dans  tout  système  de  forces 
en  équilibre.  C'est  dans  cette  loi  que  consiste  le 
principe  des  vitesses  virtuelles  :  nous  allons  d'abord 
en  donner  l'énoncé;  puis  nous  le  vérifierons  dans 
plusieurs  cas  d'équilibre ,  et  ensuite  nous  essaie-* 
rons  d'en  donner  une  démonstration  directe  et  gé-» 
nérale. 

Nous  représenterons  par  P^  P',  P\  etc.,  les 
forces  données;  par  mA ^  niA\  niA%  etc.  (fîg.44)> 
leurs  directions  ,  et  par  m ,  ni  y  ni  y  etc.  ,  leur3 
points  d'application.  Ces  points  matériels  sont  liés 
entre  eus  d'une  manière  quelconque ,  par  des  fils 
inextensibles  ,  ou  par  des  droites  inflexibles  ^  ou 
par  tout  autre  moyen  physique  que  l'on  peut  con- 
cevoir; il  peut  s'en  trouver,  parmi  ces  points, 
qui  soient  assujétis  à  rester  sur  des  surfaces  ou  sur 
des  courbes  données  ,  et  d'autres  qui  soient  tout-, 
^-fait  immobiles. 

Supposons  que  Ton  communique  un  mouvement 
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infiniment  petit  à  ce  système  de  points  y  de  ma- 
nière que  le  point  m  soit  transporté  de  m  en.  n  ^ 
le  point  m\  de  ni  en  ti  ^  etc.  y  sans  que  les  condi- 
tions qui  lient  ces  points  entre  eux,  soient  violées:  1 
les  droites  infiniment  petites  mn  y  nïn  ^  mn  y  etc. , 
décrites  par  les  points  rriy  ni  y  ni' ,  etc. ,  sont  ce  que 
nous  appellerons  les  vitesses  virtuelles  de  ces  points; 
et  si  Ton  projette  l'une  de  ces  droites  sur  la  direc- 
tion de  la  force  appliquée  au  même  point ,  on  aura 
la  vitesse  virtuelle  de  ce  point ,  estimée  suivant  la 
direction  de  cette  force.  Ainsi,  j'abaisse  du  point  /z, 
une  perpendiculaire  na  sur  la  direction  m  A  de  la 
force  P,  ou  sur  son  prolongement  ;  du  point  n  j, 
une  perpendiculaire  nd  sur  la  direction  de  P'^  ou 
sur  son  prolongement  ;  etc.  ;  et  de  cette  manière^ 
j'ai  les  lignes  ma ,  nid ^  nidy  etc. ,  pour  les  vitesses 
virtuelles  des  points  m  y  ni,  ni ,  etc.,  estimées  sui- 
vant les  directions  des  forces  qui  agissent  sur  ces 
points. 

Dans  tout  ce  qui  va  suivre ,  nous  donnerons  le  1 
signe  -4-3  celles  des  projections  ma  y  nid ,  ni  a  y  etc., 
qui  sont  comptées  sur  les  directions  mêmes  des 
forces,  et  le  signe  — ■  4ï  celles  qui  tombent  sur  les 
prolongemens  de  ces  directions  ;  de  sorte  que  si 
l'on  fait 

ri  f  un  ir  . 

ma  =  p  ,       TYi  a  =p  ,       m  a  =p  ,       etc. , 

ïes  quantités  p  y  j)' y  /?%  etc. ,  pourront  être  positives 
ou  négatives  :  par  exemple,  la  figure  suppose/?,/?'^/?"' 
positives  ,  et  -p\  p^^  négatives.  Au  contraire  ,  les 
quantités  Py  P' y  P'* y  etc. ,  qui  représentent  les  in-* 
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I  tensitës  des  forces,  sont  toujours  positives  ,  comme 
nous  en  sommes  convenus  au  commencement  de 

j   ce  Traite  (  n'*  lO.  ). 

Cela  posé  ,  si  les  forces  P,  P',  Vyetc,  ^  sont  en 
équilibre^  la  somme  de  ces  forces  j,  niultipliées  res^ 
-pectwement  par  les  vitesses  virtuelles  p,  p'^  p",  etc.  _, 

!    estimées  sui<^ant  leurs  directions  ^  est  égale  a  zéro  ; 
c' est-a-dire  ^  que  Von  a 

Pp  +  Py  +  P"p"  +  etc.  =  o  ;  (a) 

et  réciproquement  ^  les  forces  P,  P',  P%  etc,  ^  sont 
en  équilibre _,  quand  cette  équation  a  lieu  pour  tous 
les  mouvemens  infiniment  petits  que  l'on  peut  don-* 
fier  au  système  des  points  m ,  m',  m",  etc. 

Tel  est  l'énoncé  le  plus  général  du  principe  des 
vitesses  virtuelles.  Quant  à  son  usage  pour  résoudre 
les  questions  de  Statique,  il  ne  s'agira,  dans  chaque 
cas  particulier,  que  de  distinguer  les  difFérens  mou- 
Vemens  infiniment  petits  que  le  système  des  points 
m ,  171  y  jn'j  etc.  ,  est  susceptible  de  prendre  ,  et  de 
déterminer  pour  chacun  de  ces  mouvemens  ,  les 
vitesses  virtuelles  p^p^  p" y  etc.  ,  estimées  suivant 
les  directions  des  forces  données  :  cela  fait  ,  le 
principe  des  vitesses  virtuelles ,  ou  l'équation  (^) 
qui  le  renferme  ,  donnera  immédiatement  toutes 
les  équations  d'équilibre  qui  seront  en  nombre  égal 
à  celui  des  mouvemens  possibles. 

164.  Considérons  ,  par  exemple  ,  un  levier 
DCE  (  fîg.  45.  ) ,  formé  par  une  ligne  inflexible 
l^omprise  dans  ^n  même  plan.  Soit  C  le  point  d'ap- 
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pui  ;  P  et  P'  deux  forces  dirigées  dans  le  plan  du 
levier  et  appliquées  aux  points  m  et  m  de  cette 
ligne ,  suivant  les  directions  mA  et  mA\  Le  levier 
ne  peut  prendre  qu'un  mouvement  de  rotation  au- 
tour du  point  C  ;  on  n'aura  donc  qu'une  seule 
équation  d'équilibre  ,  savoir  : 

p  et  p^  étant  les  vitesses  virtuelles  de  m  et  mf^  esti-^ 
mées  suivant  les  directions  de  P  et  P\  qui  résultent 
de  ce  mouvement. 

Pour  déterminer  les  valeurs  et  les  signes  de  p 
et  p\  j'observe  d'abord  que  celte  équation  ne  peut 
avoir  lieu ,  sans  que  ces  quantités  ne  soient  de 
signes  contraires  ;  ce  qui  exige  que  les  forces  P  et 
P^  tendent  à  faire  tourner  le  levier  dans  des  sens 
opposés  autour  du  point  C,  Je  suppose  donc  que 
la  rotation  qu'on  imprime  au  levier  se  fasse  dans 
le  sens  de  la  force  P,  et  alors  c'est  p  qui  est^posi-^ 
tive  et  /?'  négative.  Dans  un  pareil  mouvement , 
les  angles  7?iCn  et  nîCn\  décrits  par  les  lignes  Cm 
et  Cnî  sont  égaux  ;  les  arcs  mn  et  rtin ^  décrits 
par  m  et  iri  autour  du  point  C  comme  centre, 
sont  donc  entre  eux  comme  les  rayons  Cm  et  Cm  : 
ils  conservent  le  même  rapport  quand  ils  devien- 
nent infiniment  petits,  de  sorte  que  l'on  a  toujours 


Tïin        mn' 


Cm.        Cm!  ' 


Abaissons  des  points  n  et  7i  ^  des  perpendiculaires 
na  et  na^  sur  Içs  directions  des  forces  P  et  P' ; 
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nous  aurons 


p  =  ma ,       p'  =  —  ma  . 


Abaissons  aussi  du  point  C,  des  perpendiculaires 
Cb  et  Cb\  sur  les  mêmes  directions,  et  faisons 
Ch—q^  CVzzncf .  En  considérant  les  arcs  infiniment 
petits  mn  et  mn  comme  des  lignes  droites  perpen- 
diculaires aux  rayons  Cm  et  Cnï ,  les  triangles  Chm, 
et  mna  seront  semblables ,  ainsi  que  les  triangles 
Ch'm    et  m  n'a  \  et  l'on  en  conclura 


m  n 


mar=^-7T-^Cb,         "^«— ÔZ         ' 
Lin  ^"'' 

par  conse'quent 

mn  ,  mn      r 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  de/?  et  /?',  dans  l'équa- 
tion des  vitesses  virtuelles  ,  et  que  l'on  supprime 

,  m.n     mn'      -i      *      * 

les  facteurs   égaux  ^,  -^-r ,  u  vient 

Pq  —  P'9'  =  o  ; 

d'où  il  suit  que  les  forces  P  et  P',  qui  se  font 
équilibre  au  moyen  d'un  levier  ,  sont  réciproque- 
ment proportionnelles  aux  perpendiculaires  q  et  /, 
abaissées  du  point  d'appui  sur  leurs  directions  ; 
ce  qui  revient  à  dire  que  leurs  raomens  sont  égaux 
par  rapport  à  ce  point. 

Comme  ce  théorème  a  été  démontré  directement 
dans  le  n°  67  ,   il  en  résulte  que  le   principe  des 
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vitesses  virtueiles  est  vérifié  ,  relativement  à  l'équi- 
libre du  levier.  A  la  vérité  ,  nous  n'avons  appliqué 
que  deux  forces  à  cette  machine;  mais  on  peut, 
si  l'on  veut,  en  considérer  un  plus  grand  nombre; 
et  quel  que  soit  ce  nombre,  on  déduira  du  principe 
des  vitesses  virtueiles  ,  la  même  condition  d'équi- 
libre que  dans  le  n°  cité.  Ce  principe  se  vérifie 
aussi  ,  sans  aucune  difficulté  ,  dans  l'équilibre  du 
treuil ,  de  la  poulie  et  de  là  vis  y  dont  les  conditions 
sont  généralement  connues. 

i65.  Pour  donner  une  seconde  application  du 
principe  des  vitesses  virtuelles,  cherchons,  d'après 
ce  principe ,  les  conditions  d'équilibre  de  deux 
corps  pesans  ,  attachés  ensemble  par  un  fil  inexten- 
sible ,  et  posés  sur  deux  plans  inclinés,  adossés  l'un 
à  l'autre,  c'est--à-dire  ,  sur  deux  plans  inclinés  qui  j 
ont  une  hauteur  commune,  et  leurs  bases  sur  un 
même  plan  horizontal. 

La  figure  46  représente  une  section  des  deux  corps^ 
faite  par  un  plan  vertical  passant  par  leurs  centres  de 
gravité  772  et  772'.  Nous  désignerons  par  P  etP',  leurs 
poids,  qui  sont  des  forces  appliquées  aux  points  mi 
et  77z'  suivant  les  verticales  m^à  et  ni^^',  par  Z,  la  lon- 
gueur ^^  du  plan  sur  lequel  est  posé  le  poids  P*| 
par/',  la  longueur  JB'H  de  l'autre  plan  incliné;  enfim 
par  h^  la  hauteur  commune  HC.  Si  le  point  7?i  des- 
cend sur  le  premier  plan  d'une  quantité  77272,  il  est 
évident  que  le  point  77?',  à  cause  du  fil  inextensible 
qui   lie    les   deux   corps  ,  montera   sur  le    second 
plan ,  d'une  quantité  ïnn'  égale  à  mn  ;  les  vitesses 
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TÎrtuelles  de  ces  points  ;,  estimées  suivant  les  direc- 
tions des  poids  P  et  P\  seront  donc  de  signes  con- 
:  traires  :  la  vitesse  p  de  m  sera  positive  ,  la  vitesse 
'ip^àem  sera  négative.  En  abaissant  des  points  n  et  ii^ 
sur  les  verticales  mA  et  mA^ ,  des  perpendicu- 
laires/z^;  et  fia  y  et  en  comparant  les  triangles  sem- 
blables nian  et  BHCy  m  an  et  B'HC  ^  on  trouvera 


Tna-=.  -yinn^       ma  z=zy,Tnn  _ 


y2iV  conséquent 


/  f 


Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  fournie  par 
le  principe  des  vitesses  virtuelles  ,  savoir  : 

supprimant  les  facteurs  égaux  mn  et  nin\  et  le  fac- 
teur commun  A,  il  vient 

ce  qui  nous  fait  voir  que  quand  l'équilibre  a  lieu , 
les  poids  Pet  P'  sont  entre  eux  comme  les  longueurs 
des  plans  inclinés  sur  lesquels  ils  sont  posés. 

C'est  en  effet  ce  que  l'on  peut  trouver  directe- 
ment ,  en  décomposant  chacune  des  forces  verti- 
cales en  deux  autres.  Tune  perpendiculaire  au  plan 
incliné  et  qui  sera  détruite ,  et  l'autre  dirigée  sui- 
vant ce  plan.  Les  composantes  dirigées  suivant  les 

plans  inclinés^  seront  P.  y  et  P^7■,  d'après  ce  qu'on 
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a  vu  dans  le  n°  98;  pour  l'équilibre,  il  faudra  qu'elles 

soient  égales  entre  elles  :  on  aura  donc  ,  de  cette 

manière^ 

P.^=^p^A,     ou    pv^p'i, 

comme  par  le  principe  des  vitesses  virtuelles. 

166.  Si  nous  analysions  les  difFérens  mouvemens 
que  peut  prendre  un  corps  solide^  de  forme  quel- 
conque^ libre  ou  gêné  par  des  obstacles  fixes  ,  le 
principe  des  vitesses  virtuelles  nous  fournirait  une 
équation  d'équilibre  pour  chacun  de  ces  mouve- 
mens, et  par  ce  moyen,  nous  retrouverions  les  équa- 
tions du  chapitre  second.  Il  en  résulterait  donc  une 
nouvelle  vérification  de  ce  principe  ;  mais  cette  vé- 
rification ,  qui  serait  d'ailleurs  un  peu  longue,  nous 
parait  superflue  :  les  deux  exemples  que  nous  ve- 
nons de  donner,  et  ceux  que  chacun  peut  y  ajou- 
ter ,  suffisent  pour  éclaircir  le  sens  qu'on  doit  atta- 
cher à  ce  principe  général  que  nous  allons  mainte- 
nant entreprendre  de  démontrer  directement. 

167.  Voici  d'abord  une  proposition  relative  à  la 
composition  des  forces ,  sur  laquelle  notre  démons- 
tration sera  en  partie  fondée. 

Soient  des  forces  quelconques  Q\  Q^^  Q" ,  etc.  , 
appliquées  en  un  même  point //z  (fîg.  47) >  suivant  lesi 
directions  jnB^  mB\  mB\e\c.y  comprises  ou  non  com- 
prises dans  un  même  plan  ;  soit  aussi  P  leur  résul- 
tante, et  niA y  sa  direction.  Menons  par  ce  point  y 
dans  une   direction  quelconque,  la  ligne  nui  y  et 


LIVRE  I.  STATIQUE.  25§ 

décomposons  chacune  des  forces Jj^  Q',  Q",  etc.  ^ 
en  deux  autres ,  l'une  dirigée  suivant  la  ligne  ?nn , 
l'autre  perpendiculaire  à  cette  ligne.  Puisque  P  est 
la  résultante  de  toutes  les  autres  forces  ,  sa  com- 
posante suivant  la  ligne  mn  sera  égale  à  la  somme 
des  composantes  de  ces  autres  forces ,  suivant  la 
même  ligne  :  en  désignant  donc  par  «  ,  a,  ot',  et",  etc. , 
les  angles  que  font  les  directions  des  forces  P^  Q^ 
Ç%  Q"^  etc. ,  avec  la  ligue  mn,  nous  aurons  (n°  21) 

jP.cos.a=:  Q^cos, ût  -\-  Q\cos,eL' -\-  Q'^cos.a,"  +  etc. 

Or  y  si  l'on  abaisse  du  point  n,  pris  arbitrairement 
sur  la  ligne  7?in  ,  des  perpendiculaires  na^  nb ,  nb\ 
nh" y  etc.  ,  sur  les  directions  des  forces  P,  Ç,  Ç'^  0% 
€tc.  ou  sur  leurs  prolongemens  ;  que  l'on  désigne 
par^,  q ,  q\  q\  etc.  ,  les  projections  ma^mh  ,  mU ^ 
mb\  etc.  ^  de  la  ligne  mn^  sur  ces  directions,  et  par 
€  y  la  ligne  mn  :  on  aura 

pmc.cos.a,       ^=c.cos.2«,       q^  z=zc, COS.  et ,  qXc, 

Multipliant  donc  par  c  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion précédente  ;,  il  vient 

Pp  =  Ç^  +  Q'q'  +  Q"q"  +  etc.  (h) 

Si  Ton  suppose  que  le  point  m  a  été  transporté  de  m 
en  n,  et  si  l'on  regarde  ?7in,  comme  la  vitesse  virtuelle 
de  ce  point,  les  quantités  p ,  q,q  ,q%e\c. ,  serontses 
vitesses  virtuelles,  estimées  suivant  les  directions 
des  forces  P,  Q,  Q\  Q%  etc.  ;  l'équation  (^) signifie 
donc  que  le  produit  de  la  résultante  d'un  nombre 
,  quelconque  de  forces  appliquées  en  un  même  point^^ 
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par  la  vitesse  virtuelle  de  ce  point ,  estimée  suîvaril 
la  direction  de  celte  résultante ,  est  égal  à  la  somme- 
des  produits  de  ces  forces,  multipliées  par  les  vîtesseâ 
virtuelles  du  même  point ,  estimées  suivant  leurs 
directions  respectives. 

On  peut  remarquer  que  pour  ce  théorème ,  il 
n'est  pas  nécessaire  que  les  vitesses  virtuelles  soient 
infiniment  petites  ,  car  la  longueur  de  la  ligne  77iïi 
est  tout-à-fait  arbitraire. 

i68.  Pour  que  les  forces  Qy  Q\  Q",  etc. ,  soient 
en  équilibre  autour  du  point  m ,  supposé  entière- 
ment libre  5  il  faut  que  l'on  ait  P=g  ,  ce  qui  réduit 
l'équation  Çby  à  celle-ci  : 

équation  qui  renferme  le  principe  des  vitesses 
virtuelles  ,  relativement  aux  forces  Ç,  Q\  Q\  etc. 

Ce  principe  a  également  lieu  lorsque  le  point  m , 
au  lieu  d'être  libre ,  est  assujéti  à  rester  sur  une 
surface  ou  sur  une  courbe  donnée ,  pourvu  qu'alors 
les  vitesses  virtuelles  soient  infiniment  petites.  On 
n'a  plus  ,  dans  ce  cas,  P=o;  mais  on  a  yr?==o  , 
et  l'équation  (b)  se  réduit  toujours  à  celle  des  vi- 
tesses virtuelles. 

En  effet ,  supposons  le  point  fii  assujéti  à  rester 
sur  une  surface  donnée  ;  il  faudra  pour  l'équilibre, 
que  la  résultante  P  coïncide  avec  la  normale  à 
eélte  surface ,  ou  qu^^elle  soit  perpendiculaire  à  son 
plan  tangent;  si  donc  nous  communiquons  au  point 
772 ,  un  mouvement  infiniment  petite  et  qu'en  vertu 
de  ce  mouvement  il  soit  transporté  en  n  sur   la 

surface 
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Surface  donnée ,  la  projection  p  de  la  droite  mn  , 
faite  sur  la  direction  de  P,  ou  sur  la  normale  au 
point  m ,  sera  nulle  ;  car  dans  une  étendue  infîui- 
ment  petite  ,  la  surface  coïncide  avec  son  plan  tan- 
gent^ ce  qui  fait  que  la  ligne  mn  est  comprise  dans 
ce  plan ,  et  par  conséquent  perpendiculaire  à  la 
droite  sur  laquelle  on  la  projette. 

Lé  même  raisonnement  s'applique  au  cas  où  le 
point  m  ne  peut  se  mouvoir  que  sur  une  courbe 
donnée  :  la  ligne  mn  coïncide  avec  la  tangente  à 
cette  courbe-  elle  est  donc  perpendiculaire  à  la  di- 
rection de  la  force  P  qui  coïncide  avec  la  normale* 
par  conséquent  la  projection  de  mn^  sur  cette  direc- 
tion, est  égale  à  zéro. 

Ainsi  5  le  principe  des  Vitesses  virtuelies  a  lieu 
dans  tous  les  cas  d'équilibre  que  peut  présenter  um 
système  de  forces  appliquées  en  un  même  point  ; 
mais  on  doit  observer  que  si  le  point  m  était  sim- 
plement posé  sur  une  surface  donnée  ,  l'équatiou 
des  vitesses  virtuelles  n'aurait  pas  lieu  pour  un 
mouvement  infiniment  petit,  qui  élèverait  le  point 
m  au-dessus  de  la  surface  donnée  ,  mais  seulement 
pour  tous  les  déplacemens  dans  lesquels  le  point  7?i 
reste  sur  cette  surface.  Cette  circonstance  donne 
lieu ,  comme  nous  l'avons  déjà  remarqué  (n^ 2/^)  , 
à  une  condition  d'équilibre  relative  à  la  direction 
delà  résultante  P;  condition  qui  ne  peut  être  expri-  - 
mée  par  une  équation,  et  qui  n'est  pas  comprise  dans 
le  principe  des  vitesses  virtuelles. 

169.  Essayons  présentement  d'étendre  ce  principe 
î»  16       ' 
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à  un  système  de  points  matériels  m^  m' ,  m\  etc.; 
lies  entre  eux  d'une  manière  quelconque  ,  soit 
par  des  droites  inflexibles  ,  soit  par  des  fîls  inex- 
tensibles ,  dont  les  uns  sont  fixement  attaches  à 
ces  points,  tandis  que  les  autres  viennent  les  tra- 
verser comme  des  anneaux  mobiles.  Dans  ce  der-* 
nier  cas  ,  les  points  ou  anneaux  conservent  la 
liberté  de  glisser  le  long  des  fîls  qui  les  traversent, 
et  pour  cela ,  nous  supposons  ces  fils  parfaitement 
flexibles. 

Si  Ton  applique  des  forces  données  P,P',P''^  etc., 
aux  points  m^  m ,  iri\  etc.,  et  que  l'équilibre  s'éta- 
blisse dans  le  système;  il  est  clair  que  les  cordons 
qui  joignent  ces  points  deux  à  deux  éprouveront 
chacun  une  tension  particulière  ,  c'est-à-dire  ^  que 
chacun  de  ces  cordons  sera  tiré  à  ses  deux  extré" 
mités  par  des  forces  égales  et  contraires  ^  dirigées 
suivant  ses  prolongemens.  L'intensité  commune  de 
ces  forces  sera  ici,  comme  dans  le  n"  iSy ,  la  me- 
sure de  la  tension  que  ce  cordon  éprouve.  \]\x 
cordon  qui  ne  serait  pas  tendu,  ne  contribuerait  en 
rien  à  l'équilibre^  et  l'on  pourrait  en  faire  abs- 
traction. 

La  tension  peut  varier  en  passant  d'un  cordon  à 
l'autre  ;  mais  s'il  s^agit  de  deux  cordons  qui  sont  le, 
prolongement  l'un  de  l'autre  à  travers  un  anneau,  , 
la  tension  est  égale  dans  les   deux  y  parce   qu'ils  > 
ne  forment  qu'un  même  cordon  ,  qui  éprouve  né- 
cessairement la  même  tension  dans  toute  son  éten- 
•iue  (n^  ï^O)-    Ainsi,  par  exemple  ,   que  m    soit. 
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nn  anneau  traversé  par  le  cordon  mmirt' ^  la  tension 
des  deux  parties  ni  m  et  ni' m  de  ce  cordon ,  sera  la 
même. 

Lorsque  plusieurs  fils  viennent  se  croiser  dans 
im  même  anneau ,  la  tension  est  la  même  dans  les 
deux  parties  de  chaque  fîl^  mais  elle  peut  varier 
d'un  fil  à  l'autre.  Si  donc^  outre  le  cordon  nimni\ 
il  passe  encore  un  cordon  m"miii'^ ^  dans  l'anneau 
m  y  la.  tension  sera  la  même  dans  les  deux  par- 
ties ni'' m  et  in^'^ni  de  ce  dernier  fil^  et,  en  général^ 
elle  sera  différente  de  celle  des  deux  parties  nim 
et  jji'in  du  premier  fil.  Et  si  un  autre  cordon,  tel 
que  m^nij,  vient  aboutir  au  même  anneau  ^72^  auquel 
il  soit  fixement  attaché  ^  ce  cordon  aura  sa  tension 
particulière  ,  différente  en  général  de  toutes  celles 
des  cordons   qui  aboutissent  au  même  point. 

Observons  encore  que  si  iri  est  un  anneau^  ainsi 
que  m  y  et  que  le  fil  ni'mm  ^  après  avoir  passé  par 
l'anneau  jn^  passe  encore  par  l'anneau  ni ^  pour  aller 
aboutir  au  point  ni"  ;  la  tension  sera  la  même  dans 
les  trois  cordons  m'm^  mni  et  nim" ;  car  alors  ces 
trois  cordons  n'en  font  qu'un  seul,  savoir,  m"  mni  ni" , 
En  général,  lorsqu'un  même  fil  est  partagé  en  plu- 
sieurs parties,  par  des  anneaux  mobiles,  la  tension 
est  la  même  dans  toutes  ses  parties. 

170.  Ce  que  nous  disons  ici^  par  rapport  aux  fils 
inextensibles ,  s'applique  également  aux  droites  in- 
flexibles qui  joignent  deux  à  deux    les  points  du 

16.. 
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système.  11  faut  se  représenter  ces   droites   comme 
des  espèces  de  fils  qui  ne  peuvent  ni  s'étendre,  ni 
se  contracter,  et  qui  sont,  quand  Féquiiibre  existe, 
ou  tires  ou   pousses  dans  le  sens  de  leur  longueur 
par  des   forces  égales  et  contraires  ;,  appliquées  à 
leurs  extrémités.   L'intensité   de  ces    forces  est   la 
mesure  de  la  tension  ou  de  la  contraction  que  ces 
fîis  eDrouYeni;  :  s^il  en  existe  dans  le  système  qui 
Be  soient  ni  tendus  ni  contractés  ,  ils  sont  inutiles 
a  l'équilibre  ,  et  l'on  peut  les    supprimer.  Ainsi , 
dans  ce  qui  va  suivre^    nous  supposerons  tous  les 
liens  physiques  qui  restent  dans  le  système ,  tendus 
ou  contractés  dans  le  sens  de  leur  longueur  par  des 
forces  inconnues. 

L'avantage  du  principe  des  vitesses  virtuelles  est 
de  donner  les  équations  d'équilibre  dans  chaque 
cas  particulier  ,  sans  qu'on  ait  besoin  de  calculer 
ces  tensions  ;  il  n'est  pas  même  nécessaire  de  les 
connaître  pour  parvenir  à  la  démonstration  rigou- 
reuse de  ce  principe  ;  mais  comme  celle  que  nous 
allons  donner  est  fondée  sur  la  considération  de 
ces  tensions  inconnues ,  voici  la  notation  dont  nous 
ferons  usage  pour  les  représenter. 

Nous  désignerons  par  \_m^m~\  ,  la  tension  ou  la 
contraction  du  fil  flexible  ou  inflexible  qui  joint 
deux  points  quelconques  m  et  Jii  du,  système.  De 
cette  manière  ,  \_m,  m\  ,  \j^ j  m''\  ,  etc.  ,  repré- 
senteront les  tensions  des  fils  qui  joignent  m  et  nï\ 
m'  @t  nï%  etc. 
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171.  Nous  aurons  aussi  à  considérer  les  varia- 
tions  infiniment  petites  qu'éprouvent  les  distances 
des  points  m,  m\  in\  etc.  ,  pris  deux  à  deux,  soit 
quand  l'un  des  points  change  de  position ,  soit  quand 
les  deux  points  sont  déplacés  simultanément.  Alors 
nous  désignerons  par  {jn^  ni  ^  la  distance  de  deux 
points  quelconques  m  et  m  ;  de  sorte  que  (^m^nf)  , 
{ni  y  m'y^^m^m")  ,  etc.  _,  exprimeront  les  distances 
de  m  et  ni\  m  et  m" y  m  et  ni^^ ^  etc.  Nous  emploie- 
rons la  caractéristique  J^^,    pour  indiquer  les  varia*^ 
tions  de  ces    distances  relatives  à  un  déplacement 
infiniment  petit  du  point  m  ;  la  caractéristique  cT/  ; 
pour  indiquer  celles  qui    ont  lieu   quand  c'est   le 
point  m'  que  l'on  déplace  ;  la   caractéristique   J^/', 
pour  indiquer  les  variations  relatives  au  déplace- 
ment de  ni';  et  ainsi  de  suite.  Enfin  nous  réservons 
la  caractéristique  J\  sans  accent,  pour  indiquer  la. 
variation  de  la  distance  de  deux  points   résultant 
de  leur  déplacement  simultané. 

En  supposant ,  par  exemple  ,  que  m  a  été  transe- 
porté  de  m  en  n ^  et  7?i'j  de  7?ï  en  n  (dg.  4^)>  nous 
aurons. 


I 


è  ,{m  y  ni^)  =  nn  —  7nm\ 
<r^.  (771 ,  m')  r=  nm —  mm', 
<r'  .  (jn,  m  )  =  mn  —  Tnm\ 


11  est  important  d'oLserver  que  la  variation  to- 
laîe,  indiquée  par  J^,  est  égale  à  la  somme  des  va- 
3?Lations  partielles^  indiquées  par  J"^  et//;  de  manière 
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qu'on  a,  pour  deux  points  quelconques, 

S. (m,  m')  =  S'^.(m,  m' ) -^ ^' ^ . (m' ,  m). 
Cette  équation  résulte  de  ce  que  les  déplacemens  de 
m  et  TTz' sont  supposés  infiniment  petits,  et  elle  n'a 
lieu  que  dans  cette  hypothèse.  En  effet  (m^  m')  est 
une  fonction  des  coordonnées  des  points  771  et  jn  ; 
ces  variables  prennent  des  accroissemens  infiniment 
petits  y  quand  les  points  m  et  m^  sont  transportés 
en  7z  et  n  ;  or,  en  rejetant  les  puissances  de  ces 
accroissemens  ,  supérieures  à  la  première  ^  il  est 
évident  que  l'accroissement  total  de  la  fonction 
(m  y  771^) ,  est  égal  à  la  somme  des  accroissemens  par- 
tiels qui  seraient  dus  à  la  variation  de  chaque  coor- 
donnée isolément  ;  par  conséquent^  la  variation 
totale  de  (771,  772)  doit  être  égale  à  la  somme  de  ses 
deux  variations  partielles ,  qui  répondent  aux  ca- 
ractéristiques S",  et  cT/. 

172.  Tout  ce  qui  précède  étant  admis,  consi- 
rons  le  point  771  auquel  est  appliquée  la  force  don- 
née P.  Ce  point  est  attaché  aux  autres  par  les  cordons 
171771  y  77277i'\  771771 '^ y  ctc.  ;  il  cst  douc  tiré  ou  poussé  y 
daiis  le  sens  de  chacun  de  ces  fils,  par  une  force 
égale  à  la  tension  ou  la  contraction  que  ce  fil  éprouve*, 
de  sorte  qu'outre  la  force  donnée  P^  le  point  772  est 
encore  soumis  à  l'action  d'autant  d'autres  forces 
qu'il  y  a  de  cordons  tendus  aboutissant  en  ce  point. 
Après  qu'on  a  eu  égard  à  ces  forces  de  tension,  il 
faut  faire  abstraction  des  fils  qui  lient  le  point  m 
aux  autres  points  du  système^  et  le  considérer  comme 
un  point  isolé,  autour  duquel  les  tensions  [/tZjW'J, 
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[/72  y  11  f  ] ,  \jn,  in"\ ,  etc.  ^  et  la  force  P  doivent  se  faire 
équilibre.  Si  ce  point  est  immobile,  il  n'en  résul- 
tera aucune  équation  de  condition  ;  mais  s'il  est  par- 
faitement libre ,  ou  seulement ,  s'il  est  asSujëti  à 
rester  sur  une  surface  ou  sur  une  courbe  donnée, 
on  aura,  entre  ces  forces, l'équation  des  vitesses  vir- 
tuelles déjà  démontrée  pour  l'équilibre  d'un  point 
isolé. 

Pour  former  cette  équation^  prenons  un  point /? 
infiniment  voisin  de  m  et  appartenant  à  la  surface 
ou  à  la  courbe  sur  laquelle  le  point  m  est  obligé  de 
rester,  s'il  n'est  pas  parfaitement  libre.  Soient/?,  t^ 
ï,  f ,  etc. ,  les  projections  de  mn^  sur  les  directions 
des  forces  P,  \in,  m^  ,  [??z,  m''\^  {in^  77z''']  ,  etc.  y 
nous  aurons  (n°  168) 

Pp-\-{jn,  m~\.t-\-{jn,  in~\,t!-\-\jn,  7n'"].t"  +  etc.  =  c;_ 


Mais  à  cause  que  la  ligne  mn  est  infiniment  petite, 
il  est  aisé  de  voir  que  sa  projection  sur  la  ligne  inm\ 
n'est  autre  chose  que  la  différence  des  deux  dis- 
tances mn  et  iimi",  car  si  l'on  abaisse  du  point  n 
(fig.  48)  5  la  perpendiculaire  na^  sur  mm  ^  ma  sera 
cette  projection,  et  l'on  aura  ma-=zmm --^ am  *^  or, 

am  z=z  mil  — na  ;  d'oii  l'on  tire  am' ■z=inm\  en  né- 
gligeant le  carré  na^  qui  est  infiniment  petit  du  second 
ordre  ;  donc  7na'==.m>m — nm  .  Ainsi,  Ton  aura  ^ 
d'après  la  notation  convenue. 
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et  par  la  même  raison 

t'  =  cr^.(7n,  m"),       f— ^,.(771,  m"),  etc. 
L'équatîon  préeëdente  deyient  done 

En  considérant  les  autres  points  m%  nï\  m'\  ete^' 
du  système  ^  on  aura  pour  chacun  de  ceux  qui  ne 
sont  pas  immobiles  3  une  équation  semblable  à  celles 
ci.  Ces  équations  seront 

4-[m,',  m'"]  .^; .  {in\  m")  -{-etc.  =r  o, 
-f  Qn" ,  m"-'j .  r  .  (tti"  ,  777"0  -f  etc.  rrz  o, 

-  -f  [77l'%  771  ]  .  r  .  (771^  777/)  4.  etC.  =r.  O  , 

etc.  \ 

p\p\  p'\  etc.  3  exprimant  les  vitesses  virtuelles  de 
m  ^  m\  m'y  etc. ,  eslimées  suivant  les  directions  des 
forces  données  P\  P" ^  P'" ^  etc. ,  qui  agissent  sur 
ces  points. 

Ajoutons  toutes  ces  équations  :  en  observant  que 
\}n^  m']  est  la  même  chose  que  \]n yiii\^  et  de  même 
pour  toutes  les  notations  semblables  ;  et  en  substi- 
tuant la  variation  totale  de  chaque  distance^  à  la 
somme  de  ses  deux  variations  partielles  ,  nous 
aurons 
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Pp^py  J^p"p"  4.  Py  4-etc.  -^[m,m!-}.^.(^mM^ 
4.[m,  77i"].^.(m,77i'')4-[^,77i*].<r.(m.,m"0  +  etc. 
4-  {m! y  m"'],è'.{m\m")  +  [/7l^7n"].c^.  (m',/7i")  4-etc. 

+  [77i^77l'^.(^.  C77l",7n'0  +  etc.  =  O.  (c) 

175.  Jusqu'ici  les  dëplacemens  des  points  m  y 
ni  f  m\  etc.  ^  qui  ont  produit  les  vitesses  virtuel- 
les p^p\p^y  etc.,  sont  absolument  iadependans 
entre  eux  ;  et  Fëquation  (c)  suppose  seulement  que 
ces  points  n'ont  pas  quitté  les  surfaces  ou  les  courbes 
données,  sur  lesquelles  ils  sont  obligés  de  rester; 
mais  si  nous  supposons  en  outre  qu'en  vertu  de  ces 
déplacemens,  les  points  du  système  qui  sont  joints 
par  un  fil  tendu  ,  ont  conservé  les  mêmes  distances 
respectives,  nous  aurons 

<r. (m,m)  =0  ,       ^. (mjTn")  =z o ,    etc. ) 
et  l'équation  (<?)  se  réduira  à  celle-ci 

Pp  +  py  +  py  4-  p'y  -f  etc.  =  o , 

qui  estprécisément  celle  des  vitesses  virtuelies(n'' 1 65)  J 

Si  dans  le  déplacement  des  points  m,  ni ,  m\  etc., 
ceux  qui  sont  des  anneaux  ont  glissé  le  long  des  fils 
qui  les  traversent ,  l'équation  des  vitesses  virtuelles 
aura  encore  lieu  ,  pourvu  que  les  longueurs  totales 
de  ces  fils  n'aient  pas  varié.  Supposons^  par  exemple, 
que  m  est  un  anneau  qui  a  glissé  le  long  du  fil  nïmm. 
Alors  on  n'a  plus  séparément 

^.  {m,m')  ==.0,       ^.  {m  m")  —  o; 
/ 
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mais  on  a  toujours 

à  cause  de  l'inextensibitë  du  fil  m'mm';  or  ,  les  deur 
fils  rrim  et  rri'm  n'eu  faisant  qu'un  seul  dans  ce  cas ^ 
les  tensions  [m^ni]  et  [m,  jn]  ,  sont  égales  (n°  i68): 
les  deux  termes  qui  renferment  ces  tensions  dans 
l'ëquation  (c)  ^   peuvent  donc  s'écrire  ainsi  : 

[m,  m'].  [d\  (771,  m')  +  ^.(m,77i")], 

et  par  conséquent  ils  se  détruisent. 

En  général  on  conçoit  que  si  un  fîl  flexible  passe 
à  travers  un  nombre  quelconque  d'anneaux  ,  les 
tensions  égales  des  différentes  parties  de  ce  fîl  dis- 
paraîtront dans  l'équation  (c)  ,  toutes  les  fois  que 
la  variation  de  la  longueur  totale  du  fîl  sera  nulle. 

Concluons  donc  enfin,  i*.  que  l'équation  des 
Vitesses  virtuelles  a  lieu  pour  tous  les  niouvemens 
infiniment  petits  que  l'on  peut  donner  à  un  corps 
solide  ,  libre  ou  gêné  par  des  obstacles  fixes  ;  car 
dans  tous  ces  niouvemens  ,  les  distances  respectives 
des  points  du  corps  restent  les  mêmes. 

2°.  Que  cette  équation  a  aussi  lieu  pour  tous  les 
niouvemens  infiniment  petits  que  peut  prendre  un 
système  de  points  ou  d'anneaux  liés  par  des  fils 
flexibles  ^  pourvu  que  ces  fils  restent  droits  et  ten- 
dus. Quand  cette  condition  n'est  pas  remplie,  les 
tensions  ne  disparaissent  pas  toutes  dans  l'équation  (c)y. 
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et  par  conséquent  Tëquation  des  vitesses  virtuelles 
îi'a  plus  lieu. 

174-  Cette  de'monstration  du  principe  des  vitesses 
virtuelles  est  un  développement  de  celle  que  M.  La- 
place  a  donnée  dans  le  P^  livre  de  la  Mécanique  cé^ 
leste ^  pour  un  système  de  points  liés  entre  eux  d'une 
manière  invariable.  Nous  l'avons  étendue  au  cas  où. 
ces  points  ou  plusieurs  d'entre  eux  ,  conservent  la 
liberté  de  glisser  le  long  des  fils  flexibles  qui  les 
unissent.  Quand  il  sera  question  de  l'équilibre  des 
fluides  .,  nous  ferons  voir  ,  en  partant  de  leur  pro- 
priété fondamentale  ,  que  cette  démonstration  s'ap- 
plique aussi  à  un  système  de  forces  qui  réagissent 
les  unes  sur  les  autres,  par  l'intermédiaire  d'un 
fluide  incompressible  ,  contenu  dans  un  canal,  ou 
dans  un  vase  de  forme  quelconque.  Par  ce  moyen  , 
notre  démonstration  aura  toute  la  généralité  que 
l'on  peut  demander  ;  car  les  droites  inflexibles,  les 
iîls  flexibles  et  inextensibles^  les  fluides  renfermés 
dans  des  canaux  ,  sont  les  seuls  moyens  physiques 
existans  ,  qui  soient  propres  à  lier  entre  eux  des 
points  matériels  ,  et  à  modifier  l'action  des  forces 
qui  leur  sont  appliquées  :  en  supposant  que  parmi 
ces  points  il  en  existe  d'immobiles,  d'autres  parfai- 
tement libres  ,  dWtres  assujétis  à  rester  sur  des 
surfaces  ou  sur  des  courbes  données,  on  a  le  sys- 
tème de  corps  le  plus  général  que  l'on  puisse  avoir 
besoin  de  considérer.  Si  l'on  établissait  entre  ces 
points  une  liaison  arbitraire ,  qui  ne  résultât  pas  d'une 
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combinaison  quelconque  de  ces  difFérens  moyens^^ 
cette  liaison  ne  pouvant  se  réaliser  physiquement  , 
il  serait  inutile  de  chercher  les  conditions  d'équi- 
libre d'un  pareil  système. 

lyS.  Il  nous  reste  encore  à  faire  voir  que  réci- 
proquement quand  l'équation 

Pp^py+py  ^P'Y^  etc.  ^o,         (a) 

a  lieu  pour  tous  les  mouvemens  infiniment  petits 
que  Ton  peut  communiquer  au  système  des  points 
?n^  m^j,  m  y  etc.  ,  les  forces  P^  P' ^  P" ^  etc.  ,  sont 
en  équilibre  ,  ainsi  que  nous  l'avons  énoncé  précé- 
demment (n^*  i65). 

Supposons  donc  ,  pour  un  moment ,  que  l'équi- 
libre n'ait  pas  lieu.  Les  points  m^  m  ^  rrt ^  etc.,  ou  une 
partie  de  ces  points  ,  se  mettront  en  mouvement,  et 
dans  le  premier  instant  ils  décriront  des  droites  infi- 
niment petites ,  telles  que  mriy  m' n'y  iiin  ^  etc.  (fîg.  44)> 
on  pourra  donc  réduire  tous  ces  points  au  repos  en 
leur  appliquant  des  forces  convenables  ,  dirigées 
suivant  les  proîongemens  de  ces  lignes ,  en  sens 
contraire  des  mouvemens  produits  ;  par  consé- 
quent, si  nous  désignons  ces  forces  inconnues  par 
H.,  Ky  R' y  etc.,  l'équilibre  aura  lieu  entre  les  forces 
P,  P' ,  P",  etc.,  R,  R,  R,  etc.;  de  sorte  que 
Ty  r  :>  i'\  etc.  j  étant  les  vitesses  virtuelles  de  m  ^ 
ïTL  y  7ïi ,  etc. ,  estimées  suivant  les  directions  des 
nouvelles  forces  R^  Ry  R ^  etc.,  on  aura,  d'après. 
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le  principe  des  vitesses  virtuelles  qui  vient  d'être 
démontré , 

Pp  4-  py  +  p"p"  +  etc.  +  Rr  -f  R'/  +  K'r"  +  etc.  =  o; 

équation  que  la  précédente  réduit  à 

Rr  +  Kl'  -f  R'r"  +  etc.  =  o. 

Cette  équation  ayant  lieu  pour  tous  les  mouve- 
niens  que  Ton  peut  donner  au  système  des  points 
m  j,  ni,  111  y  etc.,  nous  pouvons  choisir,  pour  les 
vitesses  virtuelles  de  ces  points  ,  les  espaces  réel- 
lement décrits  nin ,  nïriy  m"rfy  etc.  ;  mais  comme 
ces  lignes  sont  comptées  sur  les  j)rolongemens  des 
directions  àe  R  y  Ry  R\  etc. ,  il  s'ensuit  (n°  i65) 
que  toutes  les  quantités  Py  r,  Vy  etc.  _,  seront  né- 
gatives et  égales  ,  abstraction  faite  du  sip-ne,  à  ces 
mêmes  lignes  mn  ^  nïn  y  nin  y  etc.  Alors  tous  les 
termes  de  la  dernière  équation  étant  de  même  signe, 
leur  somme  ne  peut  être  nulle ,  à  moins  que  chaque 
terme  ne  soit  séparément  égal  à  zéro.  On  aura 
donc 

R.mn-^zo,       R\-mfn'  =  o,       R".m"n"^o^  etc. 

Or,  pour  que  le  produit  R.mn  soit  nul ,  il  faut 
qu'on  ait,  ou  i?=o,  ou  mnz=:o  ;  ce  qui  signifie, 
dans  l'un  et  l'autre  cas,  que  le  point  m  ne  peut 
prendre  aucun  mouvement  :  il  en  est  de  même  de 
tous  les  autres  points  ;  par  conséquent  le  système 
entier  est  en  équilibre  ;  et  c'est  ce  que  nous  nous 
proposions  de  démontrer. 
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1-76.  Le  centre  de  gravite  d'un  système  de  corps 
pesans ,  lies  entre  eux  d'une  manière  quelconque  , 
est  en  général  le  plus  haut  ou  le  plus  bas  qu'il  est 
possible  ,  quand  ces  corps  sont  en  équilibre.  Ce 
théorème  remarquable  est  une  conséquence  immé- 
diate du  principe  des  vitesses  virtuelles. 

En  effet,  supposons  que  m^  ivl ,  ni  ^  etc. ,  sont  les 
centres  de  gravité  de  différens  corps,  dont  les  poids 
sont  les  forces  P,  P' ^  P\  etc.  ,  appliquées  à  ces 
points  ;  abaissons  de  tous  ces  points  des  perpen- 
diculaires z  ^  Zy  Zp  etc.  ,  sur  un  plan  horizontal, 
choisi  arbitrairement  ;  ces  droites  représenteront 
les  directions  des  forces  P,  P' ^  P%  etc.  ;  leurs  lon- 
gueurs varieront  quand  on  communiquera  au  sys- 
tème un  mouvement  infiniment  petit  ;  et  il  est 
clair  que  leurs  accroissemens  positifs  ou  négatifs 
exprimeront  les  vitesses  virtuelles  des  points  m  ^ 
TU  y  m^^  etc. ,  estimées  suivant  les  directions  de  ces 
forces  ,  c'est-à-dire,  les  quantités  p  ^  p'^  p" ^  etc.  La 
somme 

Pp  +  py+py  4- etc. 

sera  donc  l'accroissement  de  la  quantité 

Pz  +  PV  +  PV'-fetc, 

correspondant  au  mouvement  communiqué;  or,  en 
vertu  du  principe  des  vitesses  virtuelles  ,  cet  ac- 
croissement est  égal  à  zéro  ,  lorsque  les  poids 
Pj,  P' ^  P\  etc. ,  sont  ea  équilibre  ;  donc  alors,  k 
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quantité  P^  +  PV-f-etc.   est  un  maximum  ou  un 
minimum  y  ainsi  qu'il  résulte  de  la  règle  connue 
d'après  laquelle  on  détermine   les  plus  grandes  et 
les  plus  petites  valeurs  des  quantités  variables.  Mais 
on  a  (  n°  99.  ) 

Pz  -f  PV^-  PV  +  etc.  =  Uz^ , 

en  désignant  par  FI  la  somme  des  poids  P ^  P' 
P\  etc.  ^  et  par  z^  l'ordonnée  verticale  du  centre 
de  gravité  du  système  entier  :  cette  ordonnée 
est  donc  un  maximum,  ou  un  minimum  ^  quand  le 
système  est  en  équilibre  ;  et  par  conséquent,  dans 
cet  état,  le  centre  de  gravité  est  le  plus  haut  ou 
le  plus  bas  qu'il  est  possible. 

lyy.  Il  suit  de  ce  théorème  qu'entre  toutes  les 
courbes  d'une  longueur  donnée  ,  qui  passent  par 
les  points  de  suspension  d'une  chaînette ,  cette 
courbe  est  celle  dont  le  centre  de  gravité  est  le 
plus  bas.  En  partant  de  cette  propriété  ,  et  en 
faisant  usage  du  calcul  des  variations  ^  on  obtient 
la  même  équation  de  la  chaînette  que  nous  avons 
déjà  trouvée  (n°  i44  )•  Comme  on  sait  d^avance 
que  cette  courbe  doit  être  plane  ,  on  simplifiera 
le  calcul  en  prenant  son  plan  pour  celui  des  co- 
ordonnées. Soit  donc  KnK'  (  fîg.  58  )  ,  la  courbe 
cherchée  ;  prenons  Fborizontale  Kx  ,  pour  Taxe 
des  abscisses  ,  et  la  verticale  Kj  pour  celui  des 
ordonnées  ;  désignons  par  /,  la  longueur  donnée 
de  cette  courbe ,  et  par  j' ,  l'ordonnée  de  son  centime 
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de  gravite,  nous  aurons  (  n°  io5) 

ces  intégrales  étant  prises  depuis  le  point  K ,  jus- 
qu'au point  K\   11  faut   donc  que  dans  la   courbe 

cherchée  ,  l'intégrale  /j.  xQx''  +  ^f^  ^  soit  un 
maximum  entre  toutes  les  courbes  que  l'on  peut 
mener  par  les  points  donnés  K  et  K\  et  qui  ont 
la  môme  longueur  l ;   or,   si  nous  considérons  la 

somme  /j .  V  <^^^  +  4^"^  +ë  •  /  S^dx"-  +  dj""  ^  où  g 
dési^îie  une  constante  indéterminée  ,  et  si  nous 
trouvons  une  courbe  dans  laquelle  cette  somme 
soit  un  maximum  entre  toutes  les  courbes  possibles, 
passant  par  les  poin's.  K  et  K\  il  est  évident  que 
pour  cette  même  courbe ,  l'intégrale/^' .  \/ dx''-^-  dj^ 
sera  un  jnaximum^  relativement  à  toutes  les  courbes 
de  même  longueur  ;  par  conséquent ,  si  nous  dé- 
terminons la  quantité  g  ^  qui  entrera  dans  l'équa- 
tion de  cette  courbe  ,  de  manière  qu'on  ait 
f  \^'dx'' -^  dj*  =z  l  y  cette  équation  deviendra  celle 
de  la  courbe  demandée.  C'est  en  considérant  ainsi 
la  somme  de  deux  ou  d'un  plus  grand  nombre 
d'intégrales  ,  que  l'on  ramène  les  maxima  relatifs 
de  ces  intégrales  ,  à  des  maxima  absolus  (^). 

Considérons  x  comme  fonction  de  j* ,    ce   qui 


(*)  ^^^yez  le  Traité  Élémentaire  du  calcul  différentiel  ^  de 
M.  Lacroix. 

rendra 
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tendra  les  calculs  plus  simples  ^  et  faisons ,  pour 
un  moment , 

nous  aurons 

fy.  y/'àx"  -f  (iy-hg,/v/r/^^  +  dy^z=.fVdy, 
et,  pour  l'équation  du  maximum  y 

Cette  variation  ^V  devrait  être  prise  par  rapport 

■,  \     doc         11  •       •  r\  d     oJC 

a  X  et  a  j-  ,  dont  les  variations  sont  àx  et  ~ —  : 

dy  ^  dy     * 

mais  comme  V  ne  contient  point  x ,  la  valeur  de 
i^J^  se  réduit  à 


s/ 


I-f 


dx''   dy 


dy' 


Multipliant  par  dj^  et  intégrant  par  parties,  afin  de 
faire  disparaître  d,^x  ^  il  vient 

Î^V.dy^^y^ïMâ^,^x-^f^xAr^^^^^ 

ydy^-i-dx-  L\/dx^-^dy^S 

La  variation  J'x  est  nulle  aux  deux  limites  de  l'in- 
tégrale ,  puisqu'elles  se  rapportent  aux  points  K 
et  K^ ^  qui  sont  fixes  et  donnés  de  position;  le 
terme  hors  du  signe  f^  disparait  donc  dans  cette 
valeur  defJ'F.dj;  et  en  égalant  à  zéro  le  coèffî- 
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^ient  de  J'x ,  sous  le  signe  /,  on  a  pour  réquatîon 

de  la  courbe  demandée  , 

dT^y^âà^l^o,  ou  Çf+gji^^c, 

L\/  dx^  +  dy^J  \/  dx^  +  dy^ 

C  étant  une  constante  arbitraire.  Si  l'on  appelle  c ^ 

,  l'angle  que  fait  la  tangente  au  point  K ,  origine  des 

coordonnées,  avec  l'axe  des  *r,  on  aura  à  la  fois 

j  =  o  et  -r-  =  tang .  c  ;  d'où  il  résulte  C:=^g .  cos .  (?; 

l'équation  de  la  courbe  devient  donc 

{y +ë)'djc  — g. COS. c,  \/dx^-^dy\ 

On  voit  qu'elle  a  la  même  forme  que  Féqua-- 
lion  (2)  du  n''  144^  ^^^^  laquelle  elle  coïncide  en 

prenant  g^-^j,  ce  qui  est  permis,   puisque  g 

et  Jl  sont  des  constantes  indéterminées.  On  achè- 
vera l'intégration  et  l'on  déterminera  les  constantes, 
de  la  même  manière  <que  dans  ce  n°  et  dans  les 
suivans. 

178.  Quoiqu'il  soit  vrai  de  dire  qu'un  système 
de  corps  pesans  reste  en  repos ,  quand  son  centre 
de  gravité  est  le  plus  bas  ,  et  quand  il  est  à  sa  plus 
orande  hauteur  ;  cependant  ces  deux  états  d'équi- 
libre diffèrent  essentiellement  l'un  de  l'autre  ;  et 
pour  en  montrer  la  différence ,  il  convient  d'expli- 
quer ici  ce  qu'on  entend  par  la  stabilité  de  l'équi- 
libre. 

Un  système  de  corps  est  dans  une  position  d'éqai- 
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libre  stable ,  lorsqu'en  l'ëcartant  un  tant  soît  peu  de 
cette  position  ,  il  tend  de  lui-même  à  y  revenir,  en 
faisant  de  part  et  d'autre  des  oscillations  très-petites. 
Dans  la  nature ,  ces  oscillations  sont  bientôt  anéan- 
ties par  les  frottemens  et  les  résistances  de  tout 
genre  que  les  corps  éprouvent,  et  le  système  re- 
prend la  position  d'équilibre  d'où  on  l'a  écarté. 

Cela  posé  ,  l'équilibre  d'un  système  de  corps 
pesans  est  stable  ,  lorsque  son  centre  de  gravité  est 
le  plus  bas  qu'il  peut  être  ;  au  contraire ,  il  n'est 
<^  instantané  y  quand  le  centre  de  gravité  est  le  plus 
haut  ;  c'est-à-dire ,  que  si  Ton  vient  dans  ce  dernier 
cas ,  à  écarter  le  système  un  tant  soit  peu  de  la 
position  d'équilibre  ,  au  lieu  de  tendre  à  y  revenir. 
il  s'en  éloigne  de  plus  en  plus. 

Cette  différence  des  deux  états  ne  peut  se  dé- 
montrer d'une  manière  générale,  qu'en  déterminant 
l'espèce  de  mouvement  que  prend  un  système  de 
corps  pesans ,  infiniment  peu  écarté  de  sa  position 
d'équilibre  ;   par    conséquent    cette   démonstration 
appartient  à  la  dynamique.  Mais  on  peut  citer  beau- 
coup de  cas    d'équilibre    où   cette    différence    est 
évidente  en  elle-même  :  par  exemple ,  si  l'on  con-- 
sidère  un  corps  pesant ,  retenu  par  un  point  Ç\^q  , 
ce  corps  sera  en  équilibre  lorsque  son  centre  de 
gravité  se  trouvera  sur  la  verticale  menée  par  le 
point  de  suspension,  au-dessus  ou  au-dessous  de 
ce  point  :  au-dessous,  il  sera  le  plus  bas  qu'il  peut 
être;  au-dessus,  il  sera  le  plus  haut;  or,  il  est  évident 
que  dans  le  premier  cas,  l'équilibre  est  stable,  et 
que  daus  le   second  ^   il    n'est   qu'instantané.    \]\x 
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cylindre  pesant  et  homogène  ,  à  base  elliptique  J 
est  en  équilibre  ,  étant  couché  sur  un  plan  ho- 
rizontal, lorsqu'il  touche  ce  plan,  suivait  l'arête 
menée  par  un  des  sommets  de  sa  base  ;  si  l'arête 
de  contact  est  menée  par  un  sommet  du  petit 
axe ,  la  distance  du  centre  de  gravité  au  plan  ho- 
rizontal y  est  un  miîiimum  ;  cette  distance  est , 
au  contraire ,  un  maximum ,  quand  l'arête  de  con- 
tact correspond  à  un  sommet  du  grand  axe  ;  or, 
il  est  encore  évident  que  l'équilibre  est  stable  dans 
le  premier  cas  ,  et  instantané  dans  le  second.  Si 
l'arête  de  contact  ne  passe  pas  par  un  des  sommets 
de  la  base  ,  il  n'y  a  ni  maximum^  ni  minimum-,  et 
aussi ,  dans  une  semblable  position ,  le  cylindre  ne 
reste  point  en  équilibre. 


FIN  DU  PREMIER  LlYRE. 
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DYNAMIQUE- 


CHAPITRE  PREMIER. 

DU  MOUVEMENT  RECTILÎGNE  D'UN  POINT 
MATÉRIEL, 

§.  I.  Mouvement  uniforme, 

179.  I_JE  niouYement  le  plus  simple  que  puisse 
prendre  un  point  matériel  ^  est  celui  qui  se  fait 
en  ligne  droite,  et  dans  lequel  le  mobile  parcourt 
des  espaces  égaux  en  temps  égaux.  G^est  ce  mou- 
vement qu'on  appelle  uniforme  ;  et  Ton  nomme 
vitesse  i  le  rapport  constant  des  espaces  parcourus 
aux  tems  écoulés  depuis  l'origine  du  mouvement, 
ou  ^  ce  qui  est  la  même  chose  ,  l'espace  parcouru 
dans  l'unité  de  tems. 

Un  mouvement  uniforme  diffère  d'un  autre  mou- 
vement de  la  même  espèce ,  par  la  grandeur  de  la 
vitesse  qui  doit  être  donnée  pour  chaque  mouve- 
ment en  particulier.  En  désignant  par  a  la  vitesse^ 
par  t  le  tems  écoulé  depuis  un  instant  déterminé  ^ 
par  e  l'espace  parcouru  par  le  mobile  pendant  ce 
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tems  t  )  on  aura  évidemment ,  d'après  la  définition 

de  la  vitesse  , 


e 

-z=.a.       ou       e:=.at. 

t  ' 


Mais  on  peut  donner  à  cette  équation  une  forme 
un  peu  plus  générale^  qui  permette  de  comparer 
entre  eux  les  mouvemens  de  plusieurs  corps  qui  ne 
partent  pas  du  même  point. 

Pour  cela  ,  supposons  que  e  désigne  à  un  instant 
quelconque,  la  distance  du  mobile  à  un  point  £i:Le 
C  (fîg.  49)  ^  choisi  arbitrairement  sur  la  droite  AB 
qu'il  décrit  en  allant  de  A  vers  B.  Soit  D  le  point 
où  se  trouve  le  mobile,  à  l'instant  déterminé  d'où  l'on 
compte  le  tems  t  ;  représentons  par  b^  la  distance  CDj, 
et  conservons  toujours^  pour  désigner  la  vitesse: 
^— „^sera  l'espace  p~arcouru  pendant  le  tems  t  ;  par 

conséquent  on  aura  — - —  =:a;  d'où  l'on  tire 

6  =  ai  -f-  b.  (1) 

Observons  que  quand  une  équation  contient  des 
^quantités  de  différentes  espèces,  comme  ici  le  tems  t 
^t  les  lignes  e^  a^h  ^  ces  quantités  ne  sont  autre 
-chose  que  des  nombres  abstraits  qui  marquent  leurs 
rapports  à  des  unités  de  l'espèce  de  chacune  d'elles» 
C^est  la  remarque  que  nous  avons  déjà  eu  occa- 
sion de  faire  dans  le  n°  94 ,  et  que  nous  répétons 
aiiaiotenant  une  fois  pour  toutes. 

La  variable  t  peut  être  positive  ou  négative  ;  ses  va- 
leurs positives  se  rapportent  à  des  époques  posté- 
rieures à  l'instant  d'où  l'on  compte  le  tems^j  et  ses  va- 
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leurs  négatives ,  à  des  époques  antérieures  au  même 
instant.  De  méme^  les  valeurs  positives  de  la  variable 
e  devront  être  comptées^  à  partir  du  point  ^,de  Çvers 
By  et  ses  valeurs  négatives,  à  partir  du  même  point, 
de  C  vers  A,  De  cette  manière,  l'équation  (i)  fera 
connaître  ,  pour  tous  les  instans  possibles  ,  la  posi- 
tion du  mobile  sur  la  droite  indéfinie  AB. 

180.  Si  nous  considérons  un  autre  point  maté- 
riel ,  qui  se  meuve  uniformément  sur  la  même 
droite ,  avec  une  vitesse  a ^  et  qui  soit  en  U  à  lins» 
tant  d'où  l'on  compte  le  tems  t  ^  l'équation  de  son 
mouvement  sera 

e'  représentant  sa  distance  variable  au  point  ^:lq,  C ^ 
et  h' y  la  distance  CD\  Dans  cette  équation ,  la  vi- 
tesse a  sera  positive  ou  négative  ,  selon  que  ce 
second  mobile  marchera  de  A  vers  By  comme  le 
premier  ,  ou  en  sens  contraire ,  c'est-à-dire,  de  B 
vers  A, 

Au  moyen  de  cette  équation  ^  combinée  avec  la 
précédente^  on  résoudra  sans  difficulté  tous  les 
problèmes  qui  se  rapportent  au  mouvement  relatifs 
des  deux  mobiles.  Si  l'on  demande ,  par  exemple  ^ 
à  quel  instant  ils  se  rencontreront  ,  il  est  clair  qu'à 
cet  instant  ils  seront  à  la  même  distance  du  point;: 
C;  on  aura  donc  e=<?',  ou 

at-^h^z  a't  -f-  6'^ 

ee  qui  donne 

t= ,. 
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Lorsque  cette  valeur  de  t  sera  négative,  il  en  fau-^ 
dra  conclure  que  la  rencontre  des  deux  mobiles  a 
eu  lieu  avant  l'instant  d'où  l'on  compte  le  tems  ; 
elle  aura  lieu  après  cet  instant  ^  quand  la  valeur  de 

t  sera  positive.  Dans  le  cas  de  ^=  d^  on  aura  ï==:-, 

ce  qui  signifie  que  les  deux  raoLiles  ne  se  rencon- 
treront jamais  ^  et  ne  se  sont  jamais  rencontres  ; 
ce  qui  est  évident  en  soi-même,  puisqu'ils  mar- 
chent dans  le  même  sens  ,  avec  des  vitesses  e'c^aies. 

i8i.  Lorsqu^on  est  certain  que  le  mouvement 
d'un  corps  est  imiforme  ^  ce  mouvement  fournit 
le  moyen  le  plus  naturel  de  mesurer  le  tems ,  qui 
est  alors  proportionnel  aux  espaces  parcourus  par 
le  mobile.  Mais  pour  s'assurer  de  l'uniformité  du 
mouvement  qui  doit  servir  de  mesure  au  tems  ^  il 
est  évident  qu'il  faut  en  avoir  une  autre  mesure  , 
indépendante  de  ce  mouvement.  Or^  si  l'on  a  une 
suite  de  mouvemens  qui  s'achèvent  tous  en  tems 
égaux  5  on  peut  prendre  leur  durde  commune  pour 
imité  de  tems  ,  et  le  nombre  de  ces  mouvemens^ 
successifs  deviendra  la  mesure  du  tems  ,  rapportée 
à  cette  unité.  Nous  ne  supposons  pas  que  l'on 
connaisse  la  loi  suivant  laquelle  ces  mouvemens 
s'exécutent  ;  car  il  se  présente  sans  peine  à  l'esprit 
une  infinité  de  cas  où  ,  sâîis  connaître  cette  loi  ^ 
on  peut  néanmoins  assurer  que  tous  ces  mouve- 
îiiens  s'achèvent  en  tems  égaux.  Nous  n'en  citerons 
ici  aucun  exemple,  parce  qu'il  ne  s'agit  pas  d'entrer 
dans  le  détail  des  difFérens  moyens  qu'on  pourrait 
employer  à  la  mesure  du  tems  ^  mais  seulement  da 
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faire  voir  que  cette  mesure  n'est  pas  essentiellement 
fondée  sur  la  considération  du  mouvement  uni- 
forme ;  de  manière  qu'on  peut ,  sans  commettre 
tin  cercle  vicieux ,  faire  entrer  la  notion  du  tems 
dans  la  définition  de  ce  mouvement. 

182.  Si  un  corps,  après  avoir  parcouru  un  certain 
«space  dans  un  tems  déterminé  ^  parcourt  ensuite  un 
espace  plus  grand  dans  un  tems  égal ,  nous  disons 
que  son  mouvement  s'est  accéléré;  nous  disons, 
au  contraire  ,  qu'il  s'est  ralenti^  quand  le  second 
.espace  est  plus  petit  que  le  premier  ;  or,  de  même 
que  ce  corps  n'a  pu  se  mettre  en  mouvement  sans 
l'action  d'une  force  (n**  i)^  de  même  aussi  il  est 
incapable,  sans  le  secours  d'une  nouvelle  force^  d'ac- 
pélérer  ou  de  ralentir  le  mouvement  qu'il  a  reçu  , 
ou  d'en  changer  la  direction.  Un  point  matériel  mis 
en  mouvement  par  l'action  d'une  force,  et  ensuite 
abandonné  à  lui-même,  se  meut  donc  indéfiniment 
en  ligne  droite  ;  il  décrit  toujours  le  même  espace 
dans  le  même  intervalle  de  tems,  ou  autrement  dit, 
lise  meut  d'un  mouvement  uniforme^,  dans  la  direc- 
tion de  la  force  qui  l'a  mis  en  mouvement.  L'inten- 
sité de  cette  force  détermine  la  vitesse  du  mouve- 
ment produit;  de  sorte  que  la  force  changeant,  le 
mouvement  reste  uniforme,  mais  l'espace  parcouru 
clans  l'unité  de  tems  devient  ou  plus  grand  ou  plus 
pçtit. 

Cette  impossibilité  où  sont  tous  les  corps  de 
changer  leur  état  de  mouvement  ou  de  repos,  sans 
le  secours  d'une  cause  particulière  qui  agit  sur  eux 
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à  cet  instant,  est  une  des  propriétés  générales  de  îa 
matière  ,  qu'on  appelle  V inertie.  Elle  est  pour  nous 
un  résultat  de  l'expérience  et  de  l'analogie ,  sur  le- 
quel il  ne  peut  rester  aucun  doute.   En  effets  nous 
voyons  les  corps  persévérer  de  plus  en  plus  dans 
leur   mouvement  ,    à   mesure    que    nous    prenons 
soin  de  diminuer  les  obstacles  ,  tels  que  les   frot- 
temens  et  les  résistances  des  fluides  ,  qui  altèrent 
ce  mouvement  et  finissent  par  l'anéantir.  L'analogie 
nous  conduit   donc  à  conclure  que  si  nous  parve- 
nions à  faire  disparaître  entièrement  ces  obstacles, 
nous  verrions  les  corps  mis  en  mouvement  par  une 
force,  conserver  ce  mouvement  sans  aucune  alté- 
ration ,  jusqu'à  ce  qu^une  nouvelle  force  vint  dé- 
truire ou  changer  l'effet  de  la  première.   L'inertie 
de  la  matière  est  principalement  remarquable  dans 
le   mouvement   des    corps    célestes ,   qui   subsiste 
depuis  un  tems  dont  nous  ne  saurions  assigner  la 
limite,  et  dans   lequel  cependant  les    observations 
les  plus  précises  n'ont  pu  faire  découvrir  aucune 
altération. 

§.   n.  Mouvement  uniformément  varié. 

i85.  Il  existe  dans  la  nature  deux  espèces  dis- 
tinctes de  forces.  Les  unes  agissent  sur  les  corps  pen- 
dant un  tems  inappréciable;  aussitôt  après  cette  action 
presqu'instantanée ,  elles  abandonnent  le  mobile 
à  lui-même  ;  par  conséquent  ces  forces  produisent 
toujours  un  mouvement  rectiligne  et  uniforme.  Les  I 
forces  de  l'autre  espèce  agissent  sans  interruption  sur 
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le  moLile,  pendant  toute  la  durée  de  son  mouvement. 
Si  cette  action  continue  s'exerce  toujours  suivant  la 
même  ligne  droite,  le  mouvement  produit  est  recti- 
ligne  ;  mais  les  espaces  parcourus  en  tems  égaux ,  ne 
5ont  point  égaux,  quelque  petits  que  soient  ces  inter- 
valles de  tems  ;  de  sorte  que  ce  mouvement  n'est  ni 
uniforme,  ni  un  assemblage  de  mouvemens  uniformes 
qui  se  succèdent  dans  la  même  direction.  Nous  exa- 
minerons dans  la  suite,  le  cas  oii  la  direction  de  la 
force  varie  sans  cesse  pendant  le  mouvement^  et 
où.  le  mobile  décrit  enconsêquence  une  ligne  courbe; 
il  ne  sera  question  dans  ce  chapitre,  que  du  mou- 
vement recti ligne  d'un  point  matériel. 

184.  Nous  appellerons  en  général  mouvemens  va-^ 
ries  y  ceux  dans  lesquels  le  rapport  des  espaces  par- 
courus aux  tems  employés  à  les  parcourir ,  varie 
continuellement;  efforces  accélératrices j  les  forces 
qui  produisent  de  semblables  mouvemens  par  leur 
action  non  interrompue  sur  le  mobile. 

Pour  se  représenter  plus  aisément  un  mouvement 
variée  on  peut  partager  le  tems  en  une  infinité  d'in- 
tervalles infiniment  petits  j,  et  supposer  que  la  force 
agit  sur  le  mobile  au  commencement  de  chaque 
instant.  Alors  le  mouvement  sera  uniforme  pendant 
la  durée  de  ces  intervalles  -,  le  mouvement  varié  , 
quel  qu'il  soit,  sera  donc  remplacé  par  une  suite 
de  mouvemens  uniformes,  dont  les  durées  seront 
infiniment  petites,  et  dont  les  vitesses  seront  toutes 
différentes  entre  elles. 

En  décomposant  ainsi  un  mouvement  varié  en 
une  infinité  de  mouvemens  uniformes^  on  simplifiei^a 
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beaucoup  les  démonstrations  et  les  calculs  ;  et  les 
résultats  auxquels  on  parviendra  par  ce  moyen  , 
n'en  auront  pas  moins  le  degré  de  certitude  que  Ton 
a  droit  d'exiger.  Cette  manière  d'envisager  les  mou- 
vem  ens  variés,  est  analogue  à  ce  qu'on  fait  en  géomé- 
trie^ quand  on  substitue  aux  courbes  continues,  des^ 
polygones  d'une  infinité  de  côtés  infiniment  petits. 

i85.  Lorsqu'un  corps  se  meut  d'un  mouvement 
varié  ^  si  l'on  supprimait  à  un  instant  quelconque 
la  force  accélératrice  ,  le  mouvement  deviendrait 
uniforme;  or^,  la  vitesse  du  mouvement  uniforme 
qui  succéderait  dans  ce  moment  au  mouvement 
varié  ,  est  ce  qu'on  appelle  la  vitesse  acquise  par  le 
mobile ,  ou  simplement  la  vitesse  du  mobile  à  cet 
instant.  Cette  vitesse  dépend  évidemment  du  tems 
pendant  lequel  la  force  accélératrice  a  agi  sur  le 
mobile  ^  et  de  la  nature  de  cette  force.  Dans  cbac|ue 
espèce  de  mouvement,  la  vitesse  est  donc  une  cer- 
taine fonction  du  tems  écoulé  depuis  que  le  corps 
a  commencé  de  se  mouvoir.  Après  le  cas  d'une 
vitesse  constante,  qui  donne  le  mouvement  uni- 
forme, le  plus  simple  est  celui  dans  lequel  la  vitesse 
croit  ou  décroitpar  degrés  égaux.  Le  mouvement  est 
uniformément  accéléré  ou  retardé,  selon  que  la  vitesse 
augmente  ou  diminue.  Pour  comprendre  ces  deux 
cas  en  une  seule  dénomination  ,  nous  nommerons 
uniformément  variés  ,  les  mouv  emens  dans  lesquels 
la  vitesse  varie  proportionnellement  au  tems. 

La  force  qui  produit  un  mouvement  de  cette 
espèce ,  sera  pour  nous  une  force  accélératrice 
constante;  car  elle  agit   constamment  de  la  mêma 
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5^.ianî ère  sur  le  mobile  ,  dont  elle  augmente  ou  di- 
minue la  Vitesse  d'une  quantité  égale  en  tems  égaux, 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement. 

186.  Proposons-nous  de  déterminer  en  fonction  du 
tems,  l'espace  parcouru  par  un  mobile  qui  se  meut 
d'un  mouvement  uniformément  varié.  Soient  e  cet 
espace^  t  le  tems,  p  la  vitesse  au  bout  du  tems  t; 
désignons  aussi  par  n  la  vitesse  initiale ,  et  par  g  la 
quantité  constante  dont  la  vitesse  augmente  dans 
chaque  unité  de  tems;  de  sorte  que  a  soit  la  vitesse  à 
l'origine  du  mouvement;  a-j-g ,  la  vitesse  à  la  fin 
de  la  première  unité  de  tems;  a-{-2gy  a-{-5g^  etc.^ 

I  à  la  fin  de  la  deuxième,  de  la  troisième,  etc. ,   nous 

j  aurons,  à  la  fin    du  tems  t  y 

Si  l'on  suppose  que  t  augmente  d'une  quantité 
infiniment  petite,  et  devienne  t-\-dty  e  deviendra 
e-^de y  et  la  différentielle  de  exprimera  l'espace  par- 
couru dans  le  tems  infiniment  petit  dl.  En  considé- 
rant donc  ,  pendant  cet  instant  ,  le  mouvement 
comme  uniforme ,  et  dû  à  la  vitesse  v  dont  le  mo- 
bile est  animé  à  la  fin  du  tems  f ,  il  vient 

de  =^  vdt ,       ou       c?e  =:  adi  -\-  gtdt  ) 

d'oii  l'on  tire  ,  en  intégrant 

b  étant  une  constante  arbitraire,  qui  dépend  de  la 
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position  du  mobile  a  l'instant  oii  l'on  fixe  l'ongine 
du  tems  ,  et  pour  lequel  on  a  i=o.  Ainsi^  en  sup- 
posant que  le  mobile  se  meuve  sur  la  ligne  AB 
(  fîg.  49)  ,  que  e  exprime  sa  distance  variable  au 
point  C^  pris  arbitrairement  sur  cette  ligne,  et  que  D 
soit  le  lieu  du  mobile  à  l'instant  dont  nous  parlons, 
on  aura  Z>=  CD.  Au  reste,  lorsqu^onne  considère 
qu'un  seul  mobile ,  on  est  maître  de  supposer  Z>=:a 
dans  réquation  de  son  mouvement ,  puisque  cela 
revient  à  compter  l'espace  e  ,  à  partir  du  lieu  du 
mobile  à  Torigine  du  tems. 

187.  Ces  équations  (i)  et  (2)  renferment  toute  la 
tbéorie  du  mouvement  uniformément  varié. 

Quand  la  quantité  g  sera  positive ,  ce  mouvement 
sera  accéléré;  il  sera  retardé  quand  g  sera  négative. 
Lorsqu'on  aura  ^'=0,  le  mouvement  deviendra 
uniforme. 

En  supposant  nulle,  la  vitesse  initiale  a^  et  en 
prenant  aussi  pour  simplifier,  Z>=o  ^  on  aura 

.     e  =  *2_„ 

Alors  le  corps  partira  du  repos ,  et  le  mouvement 
sera  produit  par  la  seule  action  de  la  force  accélé- 
ratrice constante  ;  or  ,  on  voit  que  dans  ce  cas  , 
l'espace  parcouru  croit  comme  le  carré  du  tems  em- 
ployé à  le  parcourir. 

On  voit  aussi  que  l'espace  -,  parcouru  dans  la  pre- 
mière unité  de  tems ,  est  la  moitié  de  la  vitesse  g , 


LIVRE  II.  DYNAMIQUE.  ^7r 

acquise  a  la  fin  de  cette  unité  ;  et  comme  on  peut 
prendre  pour  unité ,  tel  intervalle  de  tems  qu'on 
voudra ,  il  en  résulte  qu'une  force  accélératrice 
constante  communique  a  un  mobile  dans  un  tems 
quelconque^  une  vitesse  double  de  V  espace  quelle  lui 
a  fait  parcourir  dans  ce  même  tems. 

i88.  La  chute  des  corps  pesans  dans  le  vide,  nous 
offre  un  exemple  d'un  mouvement  uniformément 
accéléré.  L'expérience  a  démontré  que  les  espaces 
qu'ils  parcourent  sont  proportionnels  aux  carrés  des 
tems ,  tandis  que  les  vitesses  qu'ils  acquièrent  sont 
simplement  proportionnelles  aux  tems  (^).  La  pe- 
santeur est  donc  une  force  accélératrice  constante  ; 
et  si  l'on  prend  la  seconde  pour  unité  de  tems  ,  il 
suffira  de  connaître  l'espace  qu'un  corps  parcourt 
dans  la  i^^^  seconde  de  §a  chute,  pour  être  en  état  de 
déterminer  toutes  les  circonstances  du  mouvement 
de  ce  corps.  Or^  on  a  trouvé,  par  des  expériences 
faites  avec  une  extrême  précision ,  et  que  nous 
ferons  bientôt  connaître  ,  que  cet  espace  est  le  même 
pour  tous  les  corps  ,  qu'il  varie  avec  la  latitude ,  et 
qu'à  celle  de  Paris,  il  est  égal  à  4"^, 9044* 

En  faisant  donc 

|g-  =  4-9o44,       ou      g- ==9^8088, 


(^)  On  rend  sensible  en  physique,  la  loi  des  espaces  par- 
courus et  celle  des  vitesses  acquises,  par  les  corps  graves ,  au 
moyen  d'un  appareil  connu  sous  le  nom  de  Machine  d' Aihood  ^ 
et  dont  nous  donnerons  la  théorie  dans  le  livre  sAiyant. 
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dans  les  foimuies 


i.  =  gt 


elles  feront  connaître,  après  un  nombre  quelconque 
de  secondes,  la  vitesse  du  mobile  et  la  hauteur  d'où 
il  est  tombé;  et  réciproquement,  on  en  déduira  le 
tems  de  la  chute  du  corps  ^  lorsque  la  valeur  de  i> 
ou  celle  de  h  sera  donnée.  Que  je  sache,  par  exem- 
ple ,  qu'un  corps  pesant  a  acquis  une  vitesse  de 
loo^,  en  tombant  dans  le  vide,  d'une  hauteur  in- 
connue; je  divise  cette  vitesse  par  la  valeur  de  g, 
et  j'ai  le  tems  de  la  chute,  exprimé  en  secondes, 
savoir  lo",  2.  De  même,  si  l'on  sait  qu'un  corps  est 
tombé  d'une  hauteur  de  5o™,  et  qu'on  demande 
le  tems  de  la  chute  ;  on  divisera  le  double  de  cette 
hauteur  par  la  valeur  de  g  y  on  extraira  ensuite  la 
racine  carrée  du  quotient,  et  le  résultat  exprimera  le 
nombre  de  secondes,  contenu  dans  le  tems  demandé  : 
on  trouve,  dans  ce  cas  ,  ^  =  5",  2. 

i8g.  Si  on  élimine  t  entre  les  deux  équations  pré- 
cédentes ,  il  vient 

ce  qui  donne  la  vitesse  acquise  par  le  mobile,  quand 
il  est  tombé  d'une  hauteur  égale  à  e.  Comme  on  a 
souvent  occasion  de  faire  usage  de  cette  vitesse, 
on  l'appelle,  pour  abréger,  la  vitesse  due  à  une  hau- 
teur donnée, 

Soit_,  par  exemple,  e  =  5o"*;  nous  aurons 

nousi 
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nous  dirons  donc  que  3i^,52^  est  la  TÎtesse  due 
à  une  hauteur  de  So^^^^,  la  seconde  étant  l'unité  de 
tems  à  laquelle  cette  vitesse  est  rapportée. 

190.  L'action  de  la  pesanteur  sur  un  corps,  est  in- 
dépendante de  la  vitesse  dont  il  est  déjà  animé  dans 
le  sens  de  cette  force  ;  car  elle  lui  communique  des 
vitesses  égales  en  tems  égaux^  à  toutes  les  époques  du 
mouvement ,  quoiqu'a  ces  différentes  époques ,  le 
corps  soit  animé  de  vitesses  différentes.  Si  cette  action 
ne  dépend  pas  de  la  grandeur  de  la  vitesse  du 
mobile ,  il  est  naturel  de  penser  qu'elle  ne  dépend 
pas  davantage  de  sa  direction  •  en  supposant  donc 
un  corps  lancé  verticalement  de  bas  en  haut ,  la 
pesanteur  doit  diminuer  continuellement  la  vitesse, 
par  les  mêmes  degrés  qu^eîle  l'augmenterait  pen- 
dant la  chute  de  ce  corps  ;  c'est-à-dire,  que  si  l'on 
désigne  sa  vitesse  initiale  par  a  y  sa  vitesse  à  la  fin 
de  la  î'^^  seconde  ,  sera  a-^—g  ;  à  la  fin  de  la  2^  , 
a — 2g  ;  à  la  fin  de  la  5%  <3;  — 5^,  etc.  ;  g  ayant  la 
même  valeur  numérique  que  dans  le  numéro  pré- 
cédent. C'est ,  en  effet  ,  ce  que  l'expérience  con- 
firme :  ainsi  le  mouvement  d'un  corps  pesant^  lancé 
verticalement  de  bas  en  haut ,  sera  donné  par  les 
équations  (i)  et  (2)  du  n*  186,  dans  lesquelles  il 
suffira  de  changer  le  signe  de  g.  Si  l'on  y  fait  aussi, 
pour  simplifier  ,  ^;=o,  on  aura 

.vz=ia  —  s:t.       e-=.at  —  ^-" 

Le  corps  s'élèvera  jusqu'à  ce  que  sa  vitesse  soit 
I.  •  18 
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devenue  nulle;  en  désignant  donc  par  h  la  plus 
grande  hauteur  à  laquelle  il  parviendra,  et  par  9, 
le  tenis  qu'il  emploiera  pour  y  parvenir  ^  nous 
aurons 


d'où  l'on  tire 


e=^,       ^  =  f^. 


-ë 


t> 


Parvenu  à  ce  points  le  corps  retombera  vers  la 
terre  ;  et  si  l'on  demande  la  vitesse  qu'il  acquerra , 
en  parcourant  dans  sa  chute  toute  la  hauteur  h ,  on 
aura  y  pour  la  vitesse  due  à  cette  hauteur , 


V  =  V  2g7z  z=  y  cf-  ■=. 


a. 


Le  mobile ,  quand  il  sera  revenu  à  son  point  de 
départ ,  aura  donc  repris  une  vitesse  égale  à  sa  vi- 
tesse de  projection  ;  d'où  l'on  conclut  que  pour 
élei^er  un  corps  à  une  hauteur  donnée  ^  il  faut  lui 
imprimer  une  vitesse  égale  a  celle  qiiil  acquerrait 
en  tombant  de  cette  hauteur. 

Ainsi,  d'après  l'exemple  du  n°  précédent,  si  un 
corps  pesant  est  lancé  de  bas  en   haut  ,  avec  une. 
vitesse  de  5i™,52  par  seconde,  il  s'élèvera  à  une 
hauteur  de  5o  mètres  j  et  quand  il  sera  retombé  de 
cette  hauteur,   sa  vitesse  sera  redevenue  égale  à 

191.  Considérons  maintenant  le  mouvement  d'un 
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pohit  matériel  pesant,  sur  un  plan  incliné.  La  pe- 
santeur se  décompose  en  deux  forces  ,  l'une  per- 
pendiculaire  au  plan  ,    l'autre    dirigée    suivant  ce 
plan;  la  première  est  détruite,  et  c'est  la  seconde 
qui  produit  le  mouvement.  Mais  cette  composante 
de  la  pesanteur  produira-t-eile  ,  comme  la  pesan- 
teur elle-même  ,  un  mouvement  uniformément  ac- 
céléré y  et  quel  sera  le  rapport  de  la  vitesse  com- 
muniquée   dans   chaque   unité    de    tems  ,    par    la 
composante ,  à  la  vitesse  qui  serait  communiquée 
dans  le  même  tems  par  la  pesanteur  ?  On  conçoit 
que   pour  répondre   à    ces    questions,  il  faut  con- 
naître la  loi  que  suivent    les   vitesses,  quand  les 
intensités  des  forces   qui  les  produisent ,    varient 
dans  un  rapport  donné  ;  or  ,  c'est  un  principe  gé- 
néralement admis  ,  que  les  vitesses  communiquées 
en  tems  égaux  à  un  même  corps  ,  par   des  forces 
différentes  ,  sont  entre  elles  comme  les  intensités 
i  de  ces  forces.  Si  donc  la   pesanteur   décomposée 
suivant  le  plan  incliné  ,  est  la  moitié,  par  exemple, 
I  de  la  pesanteur  absolue ,  la  vitesse  communiquée 
'  par  la  première  force ,  dans  un  tems  quelconque , 
sera  la  moitié  de  la  vitesse  qui  serait  produite  par 
la  seconde  force  ,  dans  le  même  tems  ;  par  con- 
séquent ,  le  mouvement  sur  le    plan  incliné  sera 
uniformément  accéléré ,  et  la  vitesse  acquise  dans 
chaque  unité  de  tems  ,  sera  égale  à  la  moitié  de  la 
quantité  désignée  précédemment  par  g.  Relative- 
ment à  un  plan  quelconque,  dont  la  hauteur  est  h 
et  la  longueur  /,  on  a  déjà  vu  (  n°  98  )  que  la  pe- 

18.. 
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santeur  décomposée  suivant  ce  plan  ,  est  à  la  pe- 
santeur absolue  y  comme  h  est  à  Z;  en  substituant 

donc  g\  T  à  la  place  de  g  ^   dans  les  équations  du 

mouvement  vertical  d'un  corps  pesant ,  on  aura  les 
équations  de  son  mouvement  sur  un  plan  incliné  ^ 
savoir  : 

^  —  2.1  '  /         ' 

^tr  celle-ci  ; 

qui  résulte  de  l'élimination  de  i ,  entre  les  deux 
premières. 

Si  l'on  veut  connaître  le  tems  qu'il  emploie  pour 
parvenir  au  point  le  plus  bas,  et  la  vitesse  acquise 
en  ce  point  j  il  faut  supposer  e  =  /  ;  ce  qui  donne 

Ï92.  Cette  valeur  de  v  fait  voir  que  la  vitesse 
acquise  ,  quand  le  corps  a  parcouru  toute  la  lon- 
gueur du  plan  incliné  ,  est  la  même  que  s'il  fût 
tombé  verticalement  de  la  hauteur  du  plan  ;  de 
manière  que  si  l'on  a  une  suite  de  droites  CA , 
CB y  CD ,  CE  (fîg.  5o),  partant  d'un  même  point, 
et  aboutissant  à  un  même  plan  horizontal,  les  points 
matériels  pesans  qui  glissent  sur  ces  droites,  et  qui 
partent  ensemble  du  point  C ,  auront  tous  acqnis 
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âes  Vitesses  égales,  lorsqu'ils  seront  parvenus  à  ce 
plan  horizontal. 

On  peut  aussi  conclure  de  la  valeur  de  ^ ,   que 
toutes  les  cordes ,  telles  que  CA^  CA' ^  CA"  (  fîg.  5i), 
inscrites  dans  un   même  cercle  ,   et  aboutissant  à 
tme  même  extrémité  d'un  diamètre  vertical  ,  sont 
décrites  dans  le  même  tems  par  des  corps  pesans 
qui  partent  ensemble  du  point  C.  Car  en  supposant 
que  l  soit  la  longueur  de  la  corde  CA  ,  en  dési- 
gnant par  h  celle  du  diamètre  vertical  CB  y  et  en 
menant  la   droite    horizontale   AD  ,   la  hauteur  h 
sera ,   dans  ce  cas ,  la  partie  CD  de  ce  diamètre  , 
et  l'on    aura ,    d'après   une  propriété    du    cercle , 
V"  =  bh  ;  ce  qui  réduit  la  valeur  précédente  de  ^,  à 


/2b 


quantité  indépendante  de  la  longueur  de  la  corde 
CA ,  et  qui  exprime  le  tems  de  la  chute  par  le 
diamètre   CB, 

\ 

I       Les  cordes  AB  ^  A'B  ^  A"B  ,  qui  aboutissent  à 

son  autre  extrémité  B  ,  sont  aussi  parcourues  dans 
le  même  tems  que  ce  diamètre,  par  des  points  ma- 
tériels pesans,  partant  ensemble,  sans  vitesses  ini- 
tiales ,  des  points  A ,  A' ^  A'*, 

ig5.  La  loi  des  vitesses  proportionnelles  aux: 
forces  qui  les  produisent  ,  dont  nous  venons  de 
faire  usage ,  est  un  principe  fondamental  de  la  dj- 


I 
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iiamique.  A  proprement  parler,  cette  loi  n'est  qu'une 
hypothèse  ;  car  ^  de  ce  que  nous  entendons  par  le 
rapport  numérique  des  forces  (  n®  4  )  ^  nous  ne 
pouvons  rien  conclure  relativement  aux  vitesses 
quelles  produisent.  Nous  disons  ,  par  exemple, 
qu'une  force  est  double  d'une  autre  ,  quand  la 
première  est  formée  par  la  réunion  de  deux  forces 
égales  à  la  seconde ,  agissant  simultanément  et  dans 
le  même  sens,  sur  un  point  matériel  ;  or,  il  ne 
s'ensuit  pas  nécessairement  que  cette  force  double 
doive  communiquer  au  mobile ,  une  vitesse  pré- 
cisément double  de  celle  que  la  force  simple  lui 
communiquerait  dans  le  même  tems. 

La  vitesse  communiquée  à  un  mobile,  par  une 
force  qui  agit  sur  lui  pendant  un  tems  déterminé  , 
est  une  fonction  du  nombre  qui  représente  l'in- 
tensité de  cette  force  ;  le  peu  de  données  que 
nous  avons  sur  la  nature  des  forces  ,  ne  nous  per- 
met pas  de  déterminer  à  priori  la  forme  de  cette 
fonction  ;  nous  sommes  donc  obligés  ,  pour  ré- 
soudre les  problèmes  de  dynamique  ,  de  partir 
d'une  supposition  ;  et  nous  choisissons  la  plus 
simple  ,  en  regardant  la  vitesse  comme  propor- 
tionnelle à  la  force.  L'accord  des  résultats  qui  se 
déduisent  de  cette  hypothèse  ,  avec  l'expérience , 
prouve  ensuite  que  cette  loi  la  plus  simple  ,  est 
effectivement  celle  de  la  nature.  Au  reste ,  cette 
loi  et  l'inertie  de  la  matière  sont  les  deux  seules 
hypothèses  sur  lesquelles  toute  la  dynamique  est 
fondée  ;  mais ,  à  cet  égard ,  la  théorie  du  mouve- 
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i  inent  est  moins  étendue  que  celle  de  l'équilibre  ^ 
I  car  celle-ci  ne  dépend  absolument  d'aucune  suppo- 
!  silion.  En  effet ,  il  n'est   pas  nécessaire  pour  ré- 
soudre les  problèmes  de  statique,  de  connaître  les 
'  vitesses  que  des  forces  qui  ont  entre  elles  un  rap- 
port donnée  pourraient  communiquer,  à  leurs  points 
d'application  :  il  suffit  de  connaître  ce  rapport  nu- 
i  mérique ,  tel  qu'il  a  été  défini  dans  le  n°  4  >   ^^  ^^s 
directions  de  ces  forces. 

I       194.  Lorsque  deux  forces   sont  appliquées  a  un 
'même  point  matériel,  et  que  le  rapport  numérique 
de  ces  forces   est  donné,  on  en  conclut  celui   des 
Vitesses  qu'elles  communiqueraient  dans  le  même 
tems  à  ce  point  ;  c'est  ce  qui  arrive  quand  elles  pro- 
viennent de  la  décomposition  d^une  autre  force  :  le 
[rapport  des  intensités  des  composantes,  comparées 
entre  elles  ,  ou  de  Tune  des  composantes    compa- 
li'ée  à  la  résultante,  est  donné  par  la  règle  du  pa- 
I  rallélogramme    des    forces  ;   connaissant   donc    la 
ivîtesse  que  la  résultante  communiquerait  au  mobile, 
dans   l'unité  de  tems ,  on  en  déduira  immédiate- 
ment la  vitesse  qui  serait  due  à  l'une  des  deux  com- 
posantes ,  ainsi  qu'on  vient  de  le  voir  relativement 
|à  la  composante  de  la  pesanteur  dirigée  suivant  un 
plan  incliné. 

Quand  ,  au  contraire ,  les  vitesses  communiquées 
par  deux  forces,  a  un  même  mobile  et  dans  un  même 
tems  ,  sont  connues ,  leur  rapport  donne  celui  de 
ces  forces.  C'est  ainsi,  par  exemple_,^^qu'on  a  déter* 
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mine  par  l'expérience,  la  Ipi  de  la  pesanteur  à  la 
surface  de  la  terre.  L'observation  fait  connaître  , 
sous  les  différens  parallèles ,  la  hauteur  d'où  les 
corps  tombent  dans  la  i'^^  seconde  de  leur  chute; 
en  doublant  cette  hauteur ,  on  a  la  vitesse  acquise 
à  la  fin  de  ce  tems,  ou  la  mesure  de  la  pesanteur 
à  ces  différentes  latitudes;  or,  on  a  trouvé  de  cette 
manière  que  si  l'on  appelle  g  la  pesanteur  en  un 
lieu  dont  la  latitude  est  de  5o%  et  g^  la  pesanteur  en 
un  autre  lieu  quelconque  dont  la  latitude  est  repré- 
sentée par  «v}/ ,  la  valeur  de  g^  est  donnée  par  cettei 
formule  \ 

g^:=g{l — 0,002837.003.24)-  ■■ 

Au  pôle,  on  a  4  =  100°  et^'=^  (i +0,002857); 
à  l'équateur,  4  =  0  ^^  ê'  ="§'  (  ^ — 0,002837)5 
donc  l'accroissement  de  la  pesanteur  ,  dans  re- 
tendue entière   du  quart  du  méridien,   est  égal   à 

2^.(0,002837),  c'est-k-dire,  à  environ  — g  de  sa  va- 
leur moyenne. 

195.  Non  -  seulement  la  loi  des  forces  propor- 
tionnelles aux  vitesses  a  lieu  pour  les  forces  ac- 
célératrices ,  mais  elle  s'applique  également  auxU 
forces  qui  agissent  sur  les  corps  pendant  un  tems 
dont  la  durée  est  inappréciable.  Deux  forces  de 
cette  espèce  sont  entre  elles  comme  les  vitesses 
qu'elles  communiqueraient  a  un  même  corps,  si 
elles  agissaient  successivement  sur  lui. 

Il  est  bon  d'obsers^er  que  si  l'on  voulait  conipa- 
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rer  une  force  de  cette  espèce  avec  une  force  accé- 
lératrice y  il  faudrait  prendre  les  vitesses  produites 
par  ces  deux  forces  dans  un  même  intervalle    de 
tems  ;  or  ,  la  première  n'agissant  que  pendant  un 
tems  qu'on  peut  regarder  comme  infiniment  petit  , 
'  il  faudrait  prendre  les  vitesses  produites  par  la  se- 
conde y  pendant  un   tems  qui  fût  aussi  infiniment 
\\  petit  ;  et  comme  cette  Vitesse  se  trouve  infiniment 
Il  petite ,  tandis  que  la  vitesse  produite  par  la  pre- 
f  mière  force  est  toujours  une  quantité  finie,  il  en 
i  résulte  que  cette   force  instantanée  y   ou  que  nous 
1  regardons  comme  telle ,  est  infinie  par  rapport  à 
!j  celle  dont  l'action  est  continue  ;    ou  plutôt ,   ces 
;i  deux  forces  ne  sont  pas  de  même  nature ,  et  ne  peu- 
ï  vent  être  comparées  numériquement. 
\ 
\      §.  ÎIL  Formules  générales  du  mouvement  varié. 

196.  Lorsque  l'intensité  d'une  force  accélératrice 
varie  pendant  le  tems  qu'elle  agit  sur  le  mobile ,  la 
i  vitesse  acquise  dans  chaque  unité  de  tems  est  va- 
riable comme  cette  intensité,  et  le  mouvement  pro- 
duit n'est  plus  uniformément  varié.  Les  forces  qui 
dépendent  à  chaque  instant  de  la  vitesse  actuelle  du 
mobile  ,  telles  que  la  résistance  des  fluides  et  le 
frottement ,  nous  offrent  des  exemples  de  forces 
accélératrices  variables.  Il  en  est  de  même  de  la 
pesanteur,  quand  les  corps  pesans  tombent  d'une 
grande  hauteur  ,  et  que  l'on  veut  tenir  compte  de 
la  variation  continuelle  de  la  gravité ,  due  à  leur 
rapprochement  du  centre    de  la  terre.   Le   mou- 
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vement    du   corps   dépend    de   la    loi    suivant  la- 
quelle la  force  accélératrice  varie  ;  et  dans  un  mou- 
vement quelconque  ,  l'espace  parcouru  ,  la  vitesse 
acquise  à  chaque  instant,  et  la  force  accélératrice,., 
sont  trois  fonctions  du  tems  qui    sont  liées  entre  : 
elles  ,  comme  on  va  le  voir. 

197.  Représentons  le  tems  par  t ,  l'espace  par- 
couru par  e  ,  la  vitesse  acquise  par  v  y  el  par  (p  U" 
force  accélératrice.  On  verra  sans  peine  ^  comme 
dans  le   n"   186,  que  v  est  égal  au  coefHcient  dif- 

férentiel  -j-  ;  mais  il  ne  sera  pas  inutile  de  montrer 

comment  on  parvient  à  ce  résultat  par  la  considéra- 
tion des  limites. 

Pour  cela,  partageons  le   tems  t  en  un  nombre 
indéterminé  de  parties  égales  ;  soit  n  ce  nombre , 

et  faisons  ,  pour  abréger,  -  =  S.  Supposons  qu'une 

force  agisse  sur  le  mobile  au  commencement  de 
chacun  de  ces  intervalles  de  tems  égaux ,  et  qu'elle 
lui  communique  ,  chaque  fois  qu'elle  agit  sur  lui, 
une  vitesse  finie,  qui  s'ajoute  à  celle  dont  le  mo- 
bile est  déjà  animé.  Désignons  par  a  la  vitesse  com- 
muniquée au  commencement  du  premier  intervalle 
de  tems,  par  a  la  vitesse  communiquée  au  commen- 
cement du  second  ,  par  a  la  vitesse  communiquée 
an  commencement  du  troisième,  et  ainsi  de  suite, 
jusqu'à  ^^""^^  qui  désignera  la  vitesse  communiquée 
au  commencement  du  /^"""%  ou  du  dernier  intervalle: 
de  tems. 

Le  mouvement  restant  uniforme  pendant  la  durée^ 
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de  chaque  intervalle  de  tems,  et  les  vitesses  succes- 
sives du  mobile  étant  a^  a"\~d ^a-^-d ^d\  etc.  y 
nous  aurons  aS ^  (^i-i-d)  .9,  («+«'+^'').6,  etc.  , 
pour  les  espaces  parcourus  dans  le  premier  ,  le 
second  ,  le  troisième  y  etc. ,  intervalle  ;  d'oii  nous 
concluons  que  l'espace  parcouru  dans  le  tems  en- 
tier Tzô ,  ou  la  sonmie  de  tous  ces  espaces ,  est 
égal  à 

^.nâ  +  a'.(n— i)ô+a".(7z— 2)9 4-aC«-t>J. 

La  vitesse  du  mobile  a  la  fin  de  ce  tems  est  égak  à 

a4-.a'  +  «" -f-aCn-O; 

l'espace  qui  serait  parcouru  en  vertu  de  cette  vi- 
tesse ,  d'un  mouvement  uniforme  et  pendant  le  tem* 
7z9,  serait  donc 

or^  on  voit  qu'il  est  plus  grand  que  le  précédent, 
pourvu  que  l'on  suppose  positives ,  toutes  les  vitesses 
dy  d\  , .  d^^^^y  ajoutées  successivement  à  la  vitesse 
initiale  ^^  ou  ,  ce  qui  est  la  même  chose,  pourvu 
que  le  mouvement  du  corps  soit  accéléré  pendant 
toute  la  durée  du  tems  n^. 

Ainsi  dans  tout  mouvement  accéléré ,  l'espace 
parcouru  pendant  un  tems  quelconque  est  plus  petit 
que  celui  qui  serait  parcouru  uniformément  dans 
un  tems  égal,  en  vertu  de  la  vitesse  acquise  par 
le  mobile  à  la  fin  de  ce  tems  ;  et  comme  ce  résultat 
est  indépendant  de  la  grandeur  de  l'intervalle  qui 
sépare  les  actions  successives  de  la  force,  il  s'en- 


1 
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suit  qu'on  doit  l'étendre  au  cas  où  l'action  de  la 
force  est  continue ,  et  où  la  vitesse  du  mobile 
varie  par  degrés  insensibles.  Nous  savions  déjà 
(n*"  187),  que  dans  le  mouvement  uniformément 
accéléré,  l'un  de  ces  espaces  est  toujours  la  moitié- 
de  l'autre. 

Cela  posé^  soit  Ft  la  fonction  du  tems  qui  re- 
présente l'espace  e  ;  si  le  tems  devient  t  -f- 1! ^  cette 
fonction  deviendra  F(ï+^'),  et  l'on  aura  F(t-{'t)—'Fty 
pour  l'espace  parcouru  pendant  le  tems  t' ,  Or  ,  on 
peut  donner  à  t'  une  valeur  assez  petite  pour  que 
le  mouvement  soit  toujours  accéléré  ou  toujours 
relardé,  pendant  la  durée  de  ce  tems.  Supposons  , 
par  exemple,  que  le  mouvement  soit  toujours  accé- 
léré ,  et  désignons  par  u  la  vitesse  gagnée  par  le' 
mobile  pendant  le  tems  ï^  de  manière  que  (^4""  soit 
sa  vitesse  à  la  fin  du  tems  ^+/,  puisque  t^  est  sa 
vitesse  à  la  fin  du  tems  t  :  d'après  ce  qu'on  vient  de 
prouver,  on  aura 

F(^  +  i')  —  F^  <  vf  -f-  uf:. 

D'ailleurs  le  mouvement  étant  toujours  accéléré  pen- 
dant le  tems  /,  l'espace  F(t'\-f) — Ft  est  évidem- 
ment plus  grand  que  celui  qui  serait  parcouru  en  j 
vertu  de  la  seule  vitesse  (^  ;  on  aura  donc  aussi        j 

d'où  il  suit  que  pour  des  valeurs  de  t^  que  l'on  peut 
prendre  aussi  petites  que  l'on  voudra ,  la  valeur  de 

la  fonction 

F{t'\-t')--'Ft 
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âst  comprise  entre  les  quantités  p  et  i>-^u.  Maïs  si  l'on 
uppose  que  t^  diminue  indëfîniment,  il  résulte  de  ce 
jue  la  vitesse  du  mobile  varie  par  degrés  insensibles, 
]ue  son  accroissement  u  correspondant  au  tems  t^y 
iliminiiera  de  même  indéfiniment,  et  pourra  devenir 
)lus  petit  que  toute  quantité  donnée  ;  la  quantité 
>  5  constante  par  rapport  à  t^^,  est  donc  la  limite  de 
a  fonction  précédente;  or_,  on  sait  que  cette  limite 
îst  en  général  le  coefficient  différentiel  dé  la  fonc- 

.>  -n.  de  r  ^  de 

iion  Jtt  ^  ^^  ;7~j  P^^  conséquent  on  aura  —  =;   t^  ^ 
:omme  on  voulait  le  prouver. 

198.  Pour  avoir  la  mesure  de  la  force  accélé- 
[•atrice  que  nous  avons  désignée  par  (p ,  il  faut  la 
comparer  à  une  force  accélératrice  connue.  Or  , 
juand  on  compare  deux  forces  accélératrices  cons- 
;antes  ,  elles  sont  entre  elles  comme  les  vitesses 
qu'elles  communiquent  à  un  même  corps  pendant 
un  même  tems,  que  l'on  peut  alors  choisir  arbi- 
trairement ;  mais  si  l'une  des  deux  forces  que  l'on 
compare  est  une  force  accélératrice  variable  ,  il  est 
évident  qu'il  faudra  prendre  les  vitesses  produites 
dans  un  intervalle  de  tems  infî aiment  petit  ,  afin 
qu'on  puisse  regarder  l'intensité  de  cette  force 
comme  constante  pendant  cet  instant.  Soit  donc  p  , 
une  force  accélératrice  constante  qui  communique 
au  mobile,  une  vitesse  g  dans  l'unité  de  tems  ;  gdt 
sera  la  vitesse  due  à  cette  force  pendant  l'instant  ^/^* 
mais  pendant  le  même  instant ,  la  force  (ù  produit 
mne  vitesse  dv  ;  car  la  vitesse  du  mobile  étant  p  ,  à 
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la  fin  du  tems  ty  et  (^  +  ^^t»  à  la  fin  du  tems  t-\-dtydv 

est  la  vitesse  produite  pendant  le  tems  dt  ;  on  aura 

donc 


d'où  l'on  tire 


p    dv 


On  simplifiera  celte  expression  en  supposant 
que  p  est  la  force  que  l'on  prend  pour  unité  ,  et 
que  g  est  aussi  égale  à  l'unité  linéaire  ;  ce  qui  re- 
vient à  prendre  pour  unité  de  force  ,  celle  qui  pro- 
duit dans  l'unité  de  tems ,  une  vitesse  égale  à  l'unité 
de  longueur.  De  cette  manière  la  valeur  de  (p  se 
réduit  à 

dv 

et  si  l'on  y  substitue  la  valeur  de  p»,  trouvée  dans  le 
n°  précédent,  on  aura  aussi 

d^e 


dt"" 


La  force  que  l'on  prend  pour  unité  ^  et  à  laquelle 
on  comipare  l'intensité  de  la  force  (p,  dépend  du  choix 
que  l'on  fera  de  l'unité  de  longueur  et  de  l'unité  de 
tems.  Si  l'on  veut,  par  exemple,  que  la  pesanteur  soit 
l'unité  de  force,  il  n'y  aura  qu'à  prendre  la  seconde 
pour  unité  de  tems  ,  et  faire  l'unité  linéaire  égale  à 
9"^, 8088"^  (n*  188).  Alors  en  exprimant ,  au  moyen 
de  ces  unités,  le  tems  et  les  quantités  linéaires  qui 

entrent  dans  ~  ou  dans  -f~^ ,   ces  expressions  pour- 
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"ont  être  converties  en  nombres  abstraits, qui  expri- 
iieront  à  chaque  instant, le  rapport  de  la  force  (p  à 
a  pesanteur. 

Il  serait  facile  de  trouver  ces  valeurs  de  (p,  en  fai- 
sant usage  de  la  méthode  des  limites  ;  mais  comiiie 
e  raisonnement  ne  serait  qu'une  répétition  de  celui 
lu  n°  précèdent,  nous  croyons  inutile  de  nous  y 
irréter. 

).  ÎV.  application  des  formule^  générales  à  différens 

problèmes. 

199.  Lorsque  la  force  accélératrice  qui  agit  sur 
m  mobile  est  donnée  en  fonction  du  tems  ,  les 
équations 


dv  d' 


(P  — 


e 


^a  » 


'^—dt'  ''—    dt 

font  connaître  ,  par  de  simples  intégrations ,  la 
altesse  acquise  et  l'espace  parcouru  a  chaque  ins- 
tant. Mais  ordinairement  cette  force  est  donnée, 
îoit  en  fonction  de  l'espace  parcouru  ,  soit  en  fonc- 
ion  de  la  vitesse  acquise,  soit  même  en  fonction 
le  l'un  et  de  l'autre  ;  et  alors  ces  deux  équations 
deviennent  des  équations  différentielles  du  premier 
2t  du  second  ordre,  dont  il  faut  trouver  les  inté- 
grales; ce  qui  présente  souvent  des  difficultés  insur- 
montables. Voici  néanmoins  plusieurs  problèmes 
importans  ,  dans  lesquels  les  intégrations  peuvent 
s'effectuer    d'une    manière  complète. 

Quoique  ces  formules  ne  conviennent  qu'à  des 
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points  matériels  isoles,  cependant  les  conséquences 
qu^on  en  déduira  pourront  s'appliquer  à  des  corps 
d'une  dimension  quelconque,  en  supposant  que  tous 
leurs  points  décrivent,  d'un  même  mouvement,  des 
droites  parallèles,  et  que  chacun  de  ces  points  se 
meut  de  la  même  manière  que  sll  était  isolé  et  in- 
dépendant des  autres 

F^.   Problème. 

200.  Déterminer  le  mouvement  vertical  d*un  point 
matériel  pesant  ^  en  ayant  égard  à  la  variation 
de  la  pesanteur. 

Soient  r\e  rayon  de  la  terre,  g  la  pesanteur  à  sa 
surface ,  ûi  la  distance  du  mobile  au  centre  de  la 
terre  ,  à  l'instant  où  le  mouvement  commence  ; 
quand  il  aura  parcouru  un  espace  e ,  en  tombant  vers 
la  terre  ,  sa  distance  au  centre  sera  a — e-,  par  con- 
séquent sa  pesanteur,  ou  l,a  force  accélératrice  (p 
qui  agit  sur  lui ,  sera  donnée  par  cette  proportion 

car  on  sait  que  l'intensité  de  la  pesanteur ,  sur  une 
même  verticale  ^  suit  la  raison  inverse  du  carré  de 
la  distance  du  corps  pesant  au  centre  de  la  terre. 
On  aura  donc 


(a— e)^* 

ce  qui  donne  ,  pour  l'équation  du  mouvement. 


Pour 
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Pour  intégrer   cette  e'quation  ,  je  multiplie  ses 
deux  membres  par  ^de  ;  j'ai  alo.rs 


Qde.d^e        ,    de^  „        de 

=  a.  -7— =22:r^.' 


dt^  '  dt^        ^    \a^eY* 

et  en  intégrant 

^  —  c^-BêlL. 

C  étant  la  constante  arbitraire.  Si  Ton  suppose  la 
vitesse  nulle  à  l'origine  du  mouvement,  on  aura  à 

la  fois  e==5  0  et  ^  =  o;  d'où  il  résulte  ^  pour  déter- 
miner C  y 

a 

Retranchant  cette  équation  de  la  précédente,  il  vient 

dç^ sgT*  2^r^ 

dt^  ''^  a  —  e  a     ' 

et  comme  ^  ==  <^5  on  aura,  en  réduisant; 

équation  qui  donne  la  vitesse  v  du  mobile,  en  chaque 
point  de  la  verticale  qu'il  décrit. 

Si  l'on  résout  l'équation  précédente  par  rapport 
{k  dt)  on  trouve 

I.  di=.l,J'^,.^=±=.,de, 

T     V   2^     /ce  — e* 
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expression  qu'on  peut  mettre  sous  cette  forme: 

et  d'où  l'on  tire ,  en  intégrant, 

i    t/  — .     V^ae  — e'*+-.arc/ 003.  = ]  1.  (2) 


r  ' 


Je  n'ajoute  pas  de  constante  arbitraire ,  ou  plutôt 
je  la  suppose  nulle,  parce  que  je  compte  le  tems  t 
s  partir  de  l'origine  du  mouvement,  de  manière 
qu^on  ait  ^  =  o,  quand  e=:o. 

Cette  équation  donne  immédiatement  le  tems  en 
fonction  de  l'espace  parcouru.  En  la  résolvant  par 
rapport  à  e,  on  aura  cet  espace  en  fonction  du  tems; 
mais  la  valeur  de  e  sera  exprimée  par  une  série  in- 
finie. Les  équations  (i)  et  (2)  renferment  la  solution 
complète  du  problème  proposé. 

20 î.  Lorsque  le  mobile  ne  tombe  pas  d'une  très- 
grande  hauteur,  e  est  très-petit  par  rapporta  a  y  et 
u  diffère  très-peu  de  r,  l'équation  (1)  se  réduit  donc, 
à  très-peu  près ,  à 

\f^  =  nge ,       ou       V  r=.  y  zge* 

Quant  à  l'équation  (2),  j'observe  que 

/  a — 2e\  /.  ,  /ae  —  e^\ 

arc.^cos.==:— — ~^  — arc.(^sin.~2.y      ^^      J; 

T        .  /cie — e^    r  \  •       !•  * 

or^  le  smus  i,sJ  — ^ —  étant  très -petit,  lare  qui 
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lui  correspond ,  est  sensiblement  égal  à  ce  sînus  ; 
d'ailleurs ,  nous  pouvons  négliger  le  carré  e^,  par 
rapport  au  produit  ae^  et  si  nous  mettons  de  plus 
r  à  la  place  de  ^ ,  l'équation  (2)  se  réduit  à 


j  d'où  Ton  tire 


2 

Ces  valeurs  de  e  et  de  <^ ,  sont  en  effet  celles 
qui  ont  lieu  dans  le  mouvement  des  corps  pesans 
qui  tombent  d'une  petite  hauteur^  ce  qui  permet  de 
regarder  la  pesanteur  comme  une  force  accéléra- 
trice constante  (n°  188). 

202.  Si  le  mobile,  après  avoir  atteint  la  surface 
de  la  terre,  pénétrait  dans  son  intérieur,  la  nature  du 
mouvement  changerait,  parce  que  la  loi  de  la  pesan- 
teur n'est  pas  la  même  dans  l'intérieur  et  hors  du  sphé- 
roïde terrestre.  Ainsi,  par  exemple ,  le  mouvement 
des  corps  pesans  dans  les  mines  d'une  grande  pro- 
fondeur ne  doit  pas  être  déterminé  par  les  formules 
i  précédentes,  quand  on  veut  avoir  égard  à  la  variation 
de  la  pesanteur.  Cette  force  est,  dans  ce  cas,  propor- 
tionnelle à  la  distance  au  centre  de  la  terre ,  et  cons- 
tamment dirigée  vers  ce  point.  Concevons  donc  un 
point  matériel  pesant  qui  se  meuve  suivant  un  rayou 
terrestre;  soient  toujours  /'la  longueur  de  ce  rayon, 
et  g  l'intensité  de  la  pesanteur  à  la   surface  ;  appe- 
lons e  la  distance  variable  du  mobile  à  cette  surface } 

ig.. 
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r  — e  sera  sa  distance  au  centre,  et  la  pesanteur  à 

cette  distance,  sera  exprimée  par- .  (r — e)  :  c'est  l'ex- 

pression  de  la  force  accélératrice  du  mobile  ;  on  a 
donc  pour  l'équation  de  son  mouvement 

multipliant  par  ide ^  et  intégrant  il  vient 

9  étant  la  vitesse ,  et  C^  une  constante  arbitraire.  Je  la 
détermine  en  supposant  que  le  mobile  parte  de 
l'extrémité  du  rayon  sans  vitesse  initiale ,  de  manière 
qu'on  ait  à  la  fois  e  =  o  et  (^=0;  d'où  il  résulte 
C  =  ^r,  et  par  conséquent 

équation  qui  fait  connaître  la  vitesse  en  un  point 
quelconque  de  l'espace  parcouru. 

En  faisant  e  :=  r^  il  vient  p  =  sjgr^  pour  la  vitesse 
acquise  par  le  mobile  quand  il  a  parcouru  le  rayon 
entier.  ïl  est  évident  que  cette  vitesse  doit  être  plus 
petite  que  si  la  pesanteur,  au  lieu  de  décroître ,  fût 
restée  constante  et  égale  à^-,  pendant  toute  la  durée 
dumouvement;  et  en  effet,  dans  cette  hypothèse,  elle 

serait  égale  à  S/^gr^  quantité  plus  grande  que  l'autre 
dans  le  rapport  de  %/^  ^  i-  Parvenu  au  centre,  le 
mobile  dépassera  ce  point  en  vertu  de  sa  vitesse  ac- 
quise ;  lorsqu'il  aura  parcouru  le  diamètre  entier,  on 
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nurae=27'^  ce  qui  donne  ï^=o;  sa  vitesse  sera  donc 
nulle  à  l'extrëmité  du  diamètre^  comme  à  l'origme  de 
son  mouvement;  par  conséquent  le  mobile  revien- 
dra vers  le  centre,  et  il  parcourra  le  diamètre  une 
seconde  fois,  en  sens  contraire  de  la  première.  Ce 
second  mouvement  sera  identiquement  le  même  que 
le  premier.  Le  mobile  se  retrouvera  à  son  premier 
point  de  départ,  avec  une  vitesse  nulle;  puis  il  par- 
courra une  seconde  fois  le  diamètre,  et  Ton  conçoit 
qu'il  fera  ainsi ,  de  part  et  d'autre  du  centre ,  une 
suite  infinie  d'oscillations  qui  seront  toutes  d'égale 
durée,  c'est-à-dire,  qu'il  emploiera  toujours  le 
même  tems  a.  parcourir  le  diamètre  entier. 

2o5.  Pour  avoir  la  valeur  de  e  en  fonction  de  t.  Je 
mets  dans  la  dernière  équation,  -7-  à  la  place  de  t^; 
en  la  résolvant  ensuite  par  rapport  à^^,  il  vient 


V: 


et  en  intégrant,  on  a 

La  constante  arbitraire  est  nulle,  parce  que  je  sup- 
pose qu'on  ait  if  =  o,  quand  e  =  o.  En  renversant 
cette  formule,  on  en  déduit  la  valeur  demandée  de  e^ 
savoir  : 


-r,cos,(y^/ty 
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Si  on  la  substitue  dans  celle  de  t^,  on  aura  aussi  la 
vitesse  en  fonction  du  tems  ;  ainsi  l'on  connaîtra  à 
chaque  instant  l'espace  parcouru  et  la  vitesse  acquise 
par  le  mobile. 

La  supposition  e=r  donne 

^.f  z=arc.(cos.  =0)=:  -  , 

'tC  désignant  la  demi-circonférence;  donc  le  tems  que 
le  mobile  emploie  à  parcourir  le  rayon  entier,  est 

égal  à  -  .  \/ -.  Il  emploie  un  tems  double  à  parcou- 
rir  le  diamètre  3  car  en  faisant  e=2r,  on  a 

t/-.i:=arc.(cos.  :^ — 1)  =  ^,      ou      t=^.l/-. 

II.    PROBLEME. 

2o4'  Déterminer  le  mouvement  rectiligne  d' un-point 
matériel  y  attiré  vers  deux  centres  fixes  ^  en  supposant 
V attraction  en  raison  inverse  du  carré  des  distances. 

Pour  fixer  les  idées ,  considérons  le  cas  ou 
le  mobile  se  meut  entre  les  deux  centres,  sur  la 
droite  qui  les  joint  ;  soit  AB,  cette  droite  (fîg.  49)  5 
/,  sa  longueur,  e  la  distance  variable  du  mobile  au 
point  ^,  et  par  conséquent  l  —  e,  sa  distance  au 
point  i)  :  nous  pourrons  représenter  les  deux  attrac- 

tions  par  —  et  —, — r-,  a^  et^^^  étant  deux  coefficiens 

^       e"        {l  —  eY^ 
constans  et  positifs,  qui  désignent  les  intensités  de  ces 
foixes  à  l'unité  de  distance ,  intensités  qui  peuvent 
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être  entre  elles  dans  tel  rapport  qu'on  voudra.  La 
force  accélératrice  qui  sollicite  le  mobile^  n'est  autre 

7)2.  2 

chose  que  l'excès  de  la  force  77 — r?  sur  la  force  —  ; 
l'équation  de  son  mouvement  sera  donc 

—  ^—      ^'^  û* . 


d^où  l'on  tire,  en  multipliant  par  2£/e  et  intégrant  , 

1 

e         e 


___^v.=  __+__+e;  0) 


p  étant  la  vitesse  du  mobile,  et  c  la  constante  arbi- 
traire. Pour  la  déterminer,  je  suppose  qu'on  ait  à 
l'origine  du  mouvement  e  =  ût  et  \^:=:k;  j'ai  alors 

et  en  retranchant  cette  équation  de  la  précédente ,  iî 
vient 

v''— ^^=- f , 

i  —  e       l  —  et  e  fit 

Nous  connaîtrons  donc,  au  moyen  de  cette  équa-=« 
tion  ,  la  valeur  de  v  en  fonction  de  e ,  ou  la  vitesse 
du  mobile  en  chaque  point  de  la  droite  qu'il  décrit. 

2o5.  Il  existe  un  certain  point  Csur  cette  droite, 
oii  les  deux  attractions  sont  égales  ;  si  l'on  désigne 
par  l' sa  distance  au  point  Jl ,  on  aura 


cv' 


i^l'y~^^^ 
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équation  qui  donne  deux  valeurs  de  V y  dont  Fune  s$ 
rapporte  au  point  C^  et  l'autre  à  un  second  point 
d'égale  attraction ,  situé  sur  le  prolongement  de  la 
droite  AB',  tétant  la  plus  grande  des  deux  quantités 
et  a  étant  ^ ,  la  valeur  qui  se  rapporte  au  point  C  est 

Tant  qu'on  aura  e^Z',  l'attraction  du  centre  A  l'em- 
portera sur  celle  de  B-^  dès  que  l'on  aura  e^V ^  la  se- 
conde attraction  surpassera  la  première.  Or,  suppo- 
sons ct<il'j,  de  manière  que  le  mobile  soit  parti  d'un 
point  situé  entre  A  et  C^  et  supposons  aussi  que  la 
vitesse  initiale  k  était  dirigée  de  A  vers  C;  il  est 
évident  qu'il  peut  arriver  deux  cas  :  ou  la  valeur  de  v 
deviendra  nulle  avant  que  le  mobile  ait  atteint  le 
point  Cy  ou  le  contraire  aura  lieu  ;  dans  le  premier 
Cas,  le  mobile  parvenu  au  point  où  la  vitesse  est 
nulle,  retombera  vers  le  pointa;  dans  le  second  cas, 
il  dépassera  le  point  C,  et  il  parcourra  la  droite  en- 
tière AB, 

Si  l'on  demande  la  plus  petite  valeur  de  ^, 
nécessaire  pour  que  le  mobile  atteigne  le  point  C , 
on  la  déterminera  en  supposant  qu'on  ait  (^=0, 
quand  e=  l'  ;  ce  qui  donne 

substituant  pour  l\  sa  valeur,  on  trouve ,  toute  ré- 
duction faite , 

^- V -l^  +  ziir^'-' — i — • 
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î  Le  point  de  départ  du  mobile  restant  le  même ,  il  dé- 
passera le  point  C  toutes  les  fois  que  la  vitesse  ini- 
tiale sera  plus  grande  que  cette  valeui^  de  ^,  et  il  ne 
l'atteindra  pas  toutes  les  fois  qu'elle  sera  plus  petite. 
Si  elle  était  précisément  égale  k  cette  valeur^  le  mo- 
bile atteindrait  le  point  C;  la  vitesse  y  serait  égale  à 

!  zéro  ;  et  comme  les  deux  forces  qui  le  sollicitent  en 

I  ce  point,  sont  égales  et  contraires,  il  y  resterait  en 

I  équilibre. 

j      206.  Maintenant  il  nous  reste  à  déterminer  la  va- 
!  leur  de  e  en  fonction  de  ty  ou  de  ^  en  fonction  de  e. 

Pour  cela,  je  résous  l'équation  (i)  par  rapporta  dt^ 

ce  qui  donne 

y  el  —  e^ .de 


dt 


y/za^l -j-  (p.b^ —  2a^  +  cl) .e — ce^ 


En  général,   cette  formule  n'est  point  intégrable 
sous  forme  finie ,  par  les  règles  connues  ;  elle  ne 

I  l'est  que  dans  le  cas  particulier  où  le  trinôme  2a^l 

I  +(2^'' — 2<2*+cZ).e  —  ce''  est  un  carré,  ce  qui  exige 

j  qu'on  ait 

\  (23^  —  20"  -f  ciy  =z  —  8aV/, 

j  ou,  ce  qui  est  la  même  chose , 
l  d'où  l'on  tire 

—  Q(a±by 


l 

Substituant  cette  double  valeur  de  c  dans  l'^qua- 
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tion  (2),  on  en  déduit 


=v/ 


a.  l — oL  l 


ou 


,       ^  /^à'   .      26^         2.{b—ay 


Ce  n'est  donc  que  pour  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux 
valeurs  de  la  vitesse  initiale  que  Ton  peut  assigner 
sous  forme  fînie^  la  relation  des  deux  variables  e  et  i, 
La  première  est  la  limite  des  vitesses  pour  lesquelles 
le  mobile  ne  dépasse  pas  le  point  C;  la  seconde  est 
évidemment  plus  grande  que  cette  limite  ;  de  sorte 
qu'en  l'adoptant,  on  peut  être  certain  que  le  mobile 
parcourra  la  droite  entière  AB  ;  mais  on  n'est  pas 
oblige  de  choisir  entre  ces  deux  vitesses,  et  la  valeur 
de  dt  s'intègre  également  dans  l'un  et  l'autre  cas. 

En  effet,  je  substitue  dans  cette  formule^  à  la  plaça 
de  c,  sa  double  valeur;  je  trouve 


__      //      \/le  —  é^.de 
Va  'al — {cL±Lb').e 

Soit,  pour  la  rendre  rationnelle^ 

l  j  —  îilxdx 

le  —  e-  =  e^x%       e= — m>       rie  =  ; — - — — ; 

on  aura ,  par  rapport  à  cette  nouvelle  variable  x 
ouj  ce  qui  est  la  même  chose, 
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(a  dz  by  '  L~(i4-^')'      ■""  ax'^zçbj  ' 


où  Ton  doit  prendre  ensemble  tous  les  signes  supé- 
l  rieurs,  et  ensemble  tous  les  signes  inférieurs.  Or^  on  a 

/Ca:izbx^).dx    ,  ^(a  ±:b')x   ,   ,  ,         ,.  .  ^ 

^ir+^V-  =  '\  +  ^/     +i(a:p5).arc.(tang.=  .). 

/'     dx i__       ^   /xX/g—-  \/b\ 
ax^-^b~^'^-^'    °^Aa;V/fl+  X/l)' 

/dx  i  /  ^  /a\ 

ax-'-^b       y/ab  \  y    bj' 

\  d'où  l'on  conclut,  dans  le  cas  des  signes  supérieurs, 

'=-fS=-["?t3^+""-»)-<-'-='> 

et  dans  le  cas  des  signes  inférieurs, 

*=-  (:r=rîpl^T+^  +  ^('^  +  è).arc.(tans.  =x) 

—  V^aZ^.arcYtang.o;.  \/h     +  ^• 

En  remettant  dans  ces  formules,  pour  x,  sa  valeur 

_    \/Te 


en  (3,  savoir  : 


te  —  e' 


on  aura,  pour  Tun  et  l'autre  cas,  la  valeur  de  t  en 
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fonction  de  e  :  on  déterminera  les  constantes  arbi- 
traires C  et  C\  en  supposant  ^=r  o  à  l'origine  du  mou 
vement,  c'est-à-dire,  quand  e  =  a. 

III.  PROBLÈME. 

207.  Déterminer  le  mouvement  vertical  d'un  corps 
pesant^  en  ayant  égard  a  la  résistance  de  l'air ^  sup-^ 
posée  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse. 

Il  faut  distinguer  deux  cas  :  celui  où  le  corps 
tombe,  et  celui  où  il  est  lance'  verticalement  de  baï 
en  haut.  Examinons  d'abord  le  premier. 

La  force  accélératrice  cp,  est  alors  la  différence  dd 
deux  forces  qui  agissent  constamment  sur  le  mobiley 
en  sens  contraire  l'un  de  l'autre,  savoir,  la  pesanteuîi 
et  la  résistance  du  milieu  dans  lequel  le  coros  est  en 
mouvement.  Celle-ci  est  une  force  variable  qui  dé- 
pend de  la  vitesse  du  mobile  ,  et  qu'on  regarde 
généralement  comme  proportionnelle  au  caTré  de 
cette  vitesse.  Nous  la  représenterons  par  /?zt^^^  m 
étant  un  coefficient  constant  pour  un  même  corps 
et  pour  un  même  milieu,  mais  variable  avec  la 
forme  du  corps,  sa  densité  est  celle  du  milieu.  Si  le 
corps  tombait  d'un  grande  hauteur,  m  varierait  à. 
raison  du  changement  de  densité  des  couches  de  l'at- 
mosphère; mais  dans  une  petite  hauteur  on  peut  re- 
garder l'air  comme  un  fluide  homogène,  et  considé- 
rer m  comme  une  quantité  constante.  Nous  regarde- 
rons aussi  la  pesanteur  comme  une  force  constante, 
€t  en  ladésigaant  par^",  nous  aurons 
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d'où  il  résulte,  pour  l'équation  du  mouvement. 


^^^g^m.v^. 


Pour  l'intégrer,  je  la  mets  sous  cette  forme; 

,  dv      __     1       r"  dv  dv  ""] 

ce  qui  donne,  en  intégrant, 

^   ^  ^    \\/ g  —  v.  \/m/ 

Je  n'ajoute  pas  de  constante  arbitraire,  parce  que  je 
suppose  nulle  la  vitesse  initiale  du  corps,  et  que  je 
compte  le  tems  t  à  partir  de  l'origine  du  mouvement, 
de  manière  qu'on  ait  à  la  fois^=:o  et  p'=o;  condi- 
tion remplie  par  cette  formule. 

En  passant  des  logarithmes  aux  nombres,  et  en 
désignant  par  g  la  base  du  système  dont  le  module  est 
Tunité,  il  vient 

équation  qui  fera  connaître  la  vitesse  du  mobile  à 
chaque  instant. 

Pour  déterminer  l'espace  parcouru,  on  a 


de  ■=.s;dt:=. 


g TÏIV^' 


intégrant  et  déterminant  la  constante  arbitraire,  de 
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manière  qne  l'on  ait  en  même  tems  t^  =o  et  ez=.  o ,  on 


trouve 

—  Q.me 


=  ios-(i— ^-);         (2) 


et  comme  v  est  donnée  en  fonction  de  ty  par  i'équa-i 
tion  (i),  celle-ci  donnera  de  même  en  fonction  de  «,, 
la  valeur  de  e.  Ainsi  la  solution  complète  du  problèm< 
proposé  est  renfermée  dans  ces  deux  équations. 

208.  A  mesure  que  le  tems  augmente,  l'exponen- 
tielle qui  entre  dans  l'équation  (i)  diminue;  de  sorte 
qu'après  un  tems  plus  ou  moins  court ,  suivant  que 
le  coefficient  2  ygm  est  plus  ou  moins  grand,  la  va- 
leur de  cette  exponentielle  est  sensiblement  nulle  j 
et  alors  l'équation  (i)  donne 

y  g i'.ym:=Ot        ou       V  z=z  i/ ^. 

Il  s'ensuit  donc  que  le  mouvement  d'un  corps  pe- 
sant qui  tombe  dans  un  fluide  homogène,  tend  con- 
tinuellement à  devenir  uniforme  ;  ce  qui  provient  de- 
ce  que  la  résistance  du  milieu  détruit  sans  cesse» 
l'accélération  due  à  la  gravité. 

La  vitesse  constante  de  son  mouvement  final  est, 
comme  on  voit^  en  raison  inverse  de  la  racine  carrée* 
du  coefficient  jn^  qui  exprime  l'intensité  de  cette  ré- 
sistance; or,  nous  montrerons  dans  la  suite  que  ce 
coefficient  est  proportionnel  à  la  densité  du  fluide , 
et  que  pour  des  corps  de  figure  semblable ,  par 
exemple,  pour  des  sphères ,  il  est  en  raison  inverse 
du  rayon  et  de  la  densité  du  corps  ;  de  sorte  qu'en 
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désignant  le  rayon  par  /-,  la  densilë  du  corps  par  D ^ 
«t  celle  du  fluide  par  D\  on  a 


Dr 


pL  étant  une  quantité  dont  la  valeur  sera  la  même  pour 
tous  les  corps  sphériques,  mais  quî  ne  peut  être  dé- 
terminée que  par  l'expérience.  La  vitesse  finale  de- 
vient donc 


,  /s: Dr 


l.D^ 

Toutes  choses  d'ailleurs  égales,  cette  valeur  est 
proportionnelle  à  la  racine  carrée  de  la  densité  du 
mobile  ;  d'où  l'on  voit  qu'en  ayant  égard  à  la  résis- 
tance de  l'air,  les  corps  les  plus  denses  doivent  tom- 
ber le  plus  vite,  tandis  que  dans  le  vide,  tous  les 
corps  tombent  avec  la  même  vitesse  ;  ce  qui  est 
conforme  à  l'expéi'ience. 

^209.  Si  nous  supposons  la  résistance  du  milieu 
égale  à  zéro,  nous  devons  retrouver  le  mouvement 
uniformément  accéléré  des  corps  pesans  qui  tombent 
dans  le  vide  ;  mais  en  faisant  m  =  o  dans  les  équa- 
tions (i)  et  (2),  elles  deviennent  identiques  ,  et  les 
valeurs  de  p  et  de  e  restent  inconnues. 

On  peut  cependant  en  déduire  ces  valeurs  ;  et 
pour  cela,  j'observe  que  l'équation  (i)  peut  s'écrire 
ainsi 

^'ailleurs  ou  a  ,    en    développant   l'exponentielia 


V 
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g— /jïïî.f   suivant  la  série  connue, 

g- V  ^ .  t  __  j  _  2  \/g77l .  ^  + -^^ .  ^^  —  e  t  c .  • 

substituant  cette  valeur  dans  le  second  membre  dci 
notre  équation,  il  vient 

(i+g-^V^i"^  '^),v.  \/mz=:(â\/gin.t  —  Qgîn.t^-^r etc.),  \/g.* 

Maintenant  le  facteur  s/m  est  en  évidence  dans  tous 
les  termes  de  l'équation  ;  en  supprimant  ce  facteur 
commun,  et  faisant  ensuite  7?z=o,  l'équation  ne 
devient  plus  identique  :  elle  se  réduit  à  t^  ^=gt- 

D'après  la  série  connue  qui  donne  le  développe- 
ment du  logarithme,  on  a 

-        /        mf^\  7nv^       m^v^       Tn\^ 

log.li  — )  = 5-3 etc.; 

\  g  /  g  ^g       .   ^g 

substituant  cette  valeur  dans  Féquation  (2) ,  divisant 
tous  ses  termes  par  m  y  et  faisant  ensuite  7^2=  o ,  elle 

se  réduit  à2e=— ;  donc,  à  cause  de  vzzzgt^  on 

aurae  =  -.^*. 

Ces  valeurs   de  v  et  de  e  sont  celles  qu'il  fallait, 
trouver. 

210.  Considérons  maintenant  un  corps  lancé  ver- 
ticalement de  bas  en  haut.  Dans   ce  cas  _,  la  pe- 
santeur   et  la  résistance    de   l'air  agissent  dans  le 
même  sens,  et  en  sens  contraire  de  la  vitesse  ini- 
tiale; ;| 
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tîale;  on  a  donc,  en  conservant  les  dénominations 
précédentes , 

et ,  pour  l'équation  du  mouvement 

dv 

d'où  Ton  tire  ,  ; 

dv 


—  dt  = 


g-^mv^' 


ce  qui  donne ^  en  intégrant, 

C  étant  la  constante  arbitraire.  Soit,  pour  détermi^ 
ner  cette  constante,  a  la  vitesse  de  projection  ;  en 
comptant  le  tems  t  à  partir  de  l'origine  du  mouve- 
ment ,  on  aura ,  à  la  fois ,î===oetp=;=:<2,  et  par 
conséquent 

o  rr=  C -f  arc  Ytang,  ==  l/-^.a\ 
Eliminant  C,  il  vient 

V^g-m.i=arc/tang.  ==  y/-^.«J  — arc/tang.-=:i/~.t/\ 

En  résolvant  cette  équation  par  rapport  à  p  ,  on 
aura  la  vitesse  du  projectile  à  chaque  instant. 
Quant  à  l'espace  parcouru ,  on  a 


,  ,  —  vdu 

de  =:  vaf  = 


,*» 


g  -j-  mv^ 
1.1  20 
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€11  intégrant  et  en  déterminant  la  constante  arbi- 
traire par  la  condition  qu'on  ait  à  la  fois  e=o  et 
4^==^^  on  trouve 

27716  =:log.r^^-- ^  j. 

Comme  on  connaît  à  chaque  instant  la  vitesse  du 
mobile  ,  au  moyen  de  l'ëquation  précédente ,  on 
aura  aussi,  au  moyen  de  cette  dernière  équation, 
Fespace  parcouru  à  un  instant  quelconque. 
'  Ce  qu'il  importe  le  plus  de  connaître  ,  c'est  la 
plus  grande  hauteur  à  laquelle  le  corps  s^élevera, 
en  vertu  de  la  vitesse  de  projection.  Or,  il  s'élèvera, 
jusqu'à  ce  que  sa  vitesse  soit  devenue  nulle  ;  on  a 
donc  (^=o  ,  quand  le  corps  est  parvenu  à  cette  hau- 
teur ;  si  donc  on  la  désigne  par  A ,  on  aura 


h=^  —  .log.  (  i-f*7— •«*  ). 

2771    ^  \     ff     y 


s 

On  voit  que  cette  hauteur  sera  d'autant  plus  grande 
en  général ,  que  le  coefficient  m  sera  plus  petit  ; 
d'où  il  suit,  que  toutes  choses  d'ailleurs  égales  , 
les  corps  les  plus  denses  sont  ceux  qui  s'élèvent  a 
une  plus  grande  hauteur  ;  car  nous  avons  dit  plus 
haut  que  le  coefficient  m  est  en  raison  inverse  de 
la  densité  du  mobile. 

211.  Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre, 
relativement  à  un  corps  pesant  qui  se  meut  dans 
un  milieu  résistant,  comprend  aussi  le  mouvement 
d'un  corps  pesant  qui  glisse  le  long  d'un  plan  in- 
cliné ,  le    frottement  étant  supposé  proportionnel 
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au  carré  de  la  vitesse.  Pour  avoir  la  solution  de 
celui-ci^  il  suffira  de  substituer  dans  les  valeurs  de 
^  et  de  ^,  trouvées  précédemment  (n^^  207  et  210), 
la  pesanteur  relative  au  plan  incliné,  à  la  place  de 
la  pesanteur  absolue  que  nous  avons  représentée 
par^.  Si  le  plan  est  horizontal,  il  faudra  faire  ^==0 
dans  ces  formules  ;  mais  au  lieu  de  chercher  à  dé- 
duire ce  cas  particulier  du  cas  général,  il  vaut 
mieux  le  considérer  directement.  En  effet,  l'équa- 
tion du  mouvement  se  réduit  alors  à 


dv 

~di 


=:  —  mv 


2 . 
9 


à'oh.  Ton  tire  sans  difficulté,  en  intégrant  et  en  dé-, 
terminant  les  constantes  arbitraires , 


a 


me  =  log.(i  "{'anit)', 


1  -f-  amt 

Il  étant  toujours  la  vitesse  initiale. 

On  voit  par  cette  valeur  de  v ,  que  la  vitesse  du 
corps  qui  serait  constante  sans  le  frottement ,  di- 
minue continuellement,  et  qu'après  un  certain  tems, 
elle  devient  tout-à-fait  insensible  a  cause  du  déno- 
minateur I  -f-  amt  qui  croit  indéfiniment  avec  t.  C'est 
ainsi  que  les  frottemens  et  les  résistances  de  tout 
genre  que  les  corps  éprouvent ,  anéantissent  les 
mouvemens  qui  sont  produits  par  des  forces  inS"* 
tantanées ,  et  qui  ne  sont  pas  entretenus  par  des 
forces  accélératrices ,  sans  cesse  agissant  sur  le 
mobile. 


J20.  . 
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CHAPITRE  IL 

DU  MOUVEMENT  CURVILIGNE  D'UN  POINT 
MATÉRIEL  LIBRE. 

g,  1er    Théorie  généi^ale  de  ce  moui^ement, 

212.  1_JE  mouvement  d'un  point  matériel  qui  ne 
se  fait  pas  en  ligne  droite ,  est  nécessairement  dû 
à  l'action  de  plusieurs  forces  agissant  sur  le  mobile 
dans  des  directions  différentes.  La  première  ques- 
tion qui  doit  nous  occuper ,  sera  donc  de  détermi- 
ner la  vitesse  et  la  direction  que  prend  un  point 
libre  y  ou  qui  n'est  retenu  sur  aucune  ligne  ou  sur- 
face courbe  donnée ,  pour  obéir  à  l'action  simul- 
tanée de  ces  forces. 

Considérons  d'abord  un  point  m  sollicité  par  deux 
forces  ,  du  genre  de  celles  qui  agissent  instantané- 
ment sur  le  mobile  y  et  qui  l'abandonnent  ensuite  à 
lui-même  (n°  i85).  Soient  P  et  Ç  leurs  intensités  ; 
prenons  sur  leurs  directions  jnA  et  jjiB  (fig-  ^2), 
des  lignes  ma  et  7?2^,  qui  représentent  les  vitesses 
que  ces  forces  imprimeraient  au  mobile,  si  chacune 
iV elles  agissait  seule  sur  lui;  de  sorte  que  ma  soit  l'es- 
pace que  le  point  m  parcourrait  pendant  l'unité  de 
tems,  pour  obéir  à  l'action  delà  seule  force  P^  et  f?ib 
Fespace  qu'il  parcourrait  dans  le  même  tems^  en  vertu 
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delà  seule  force  Q.  Je  dis  que  si  l'on  construit  un 
parallélogramme  macb^  sur  ces  deux  lignes,  le  point 
m  parcourra  sa  diagonale  me  dans  l'unité  de  tems^ 
pour  obéir  à  l'action  simultanée  des  deux  forces. 

En  effet,  les  forces  étant  proportionnelles  aux 
vitesses qu'ellesimpriment  à  un  même  corps  (n^igS), 
il  s'ensuit  que  les  intensités  P  et  Q  sont  entre  elles 
comme  les  lignes  ma  et  mb  ;  donc  la  résultante  des 
forces  P  et  Q  est  représentée  en  grandeur  et  en 
direction  par  la  diagonale  du  parallélogramme  cons- 
truit sur  ces  lignes  (n**  i6).  Si  donc  oa  appelle  R 
l'intensité  de  cette  résultante,  et  a?  la  vitesse  qu'elle 
imprimera  au  mobile  ,  on  aura ,  en  comparant  la 
résultante  JR ,  à  l'une  des  composantes,  par  exemple 
à  la  force  P, 

R  l  P  II  me  l  ma  ; 

et  comme  les  vitesses  sont  entre  elles  dans  le  rap- 
port des  forces  qui  les  produisent,  on  aura  aussi 


œ  :  ma  II  R  iP 
par  conséquent 


œ  •  ma  II  me  l  ma 


d'où  l'on  conclut  ûc=mc.  Or,  on  peut  remplacer 
l'action  simultanée  des  deux  forces  P  et  Qy  par  celle 
de  leur  résultantis  R;  le  mobile  prendra  donc  une 
vitesse  égale  à  r?îc  ,  et  dirigée  suivant  cette  diagonale. 

Ainsi,  tant  qu'aucune  nouvelle  force  n'agira  sur  le 
point  rjpy  il  seniouvra  uniformément  sur  la  diago- 
nale prolongée  TTzC,  et  il  décrira  ,  dans  chaque  unité 
de  tems,  une  portion  de  cette  ligne,  égale  à  me.  En 
chaque  point  de  cette  droite  ,,  le  mobile   sera  dans 
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le  même  ëtat  que  si  la  force  R  agissait  actuellement 
sur  lui  y  et  lui  imprimait  la  vitesse  me. 

21 5.  Supposons  qu'une  nouvelle  force  iS ,  du 
même  genre  que  P  et  Q  y  et  de  direction  quelcon- 
que ,  soit  appliquée  au  mobile,  quand  il  est  par- 
venu en  un  point  ni  de  la  droite  mC  ;  soit  mD  la 
direction  de  cette  force,  et  rnd  la  vitesse  qu'elle  lui 
imprimerait ,  s'il  n'était  pas  déjà  en  mouvement  :  le 
mobile  se  trouve  dans  le  même  cas  que  si  les  deux 
forces  R  et  S  agissaient  simultanément  sur  lui  ;  on 
aura  donc  la  vitesse  et  la  direction  qu'il  doit  prendre  , 
en  portant  à  partir  du  point  m'^  une  ligne  7?iCy  égale 
à  me  y  sur  la  droite  m'C  y  direction  actuelle  de  son 
mouvement  ou  de  la  force  i?,  et  en  achevant  en- 
suite le  parallélogramme  mcedy  dont  les  deux 
droites  nie' et  md  sont  les  côtés  adjacens  :  la  diagonale 
nie  sera,  en  grandeur  et  en  direction,  la  vitesse 
demandée. 

Si  l'on  supposait  encore  qu'une  nouvelle  force  fut 
appliquée  au  mobile,  lorsqu'il  sera  parvenu  au  point 
m'^  de  sa  nouvelle  direction,  l'action  de  cette  force 
ferait  changer  la  vîtese  et  la  direction  de  son  mou- 
vement, et  il  est  aisé  de  voir  comment  on  détermi- 
nerait la  vitesse  et  la  direction  que  le  mobile  pren- 
drait. En  général,  on  voit  que  si  une  suite  de  forces 
R  y  S ,  U y  /^,  etc.,  agissent  à  des  intervalles  de 
lems  déterminés,  sur  le  point  m^  il  décrira  dans 
l'espafce  un  polygone  dont  il  sera  facile  de  cons- 
truire successivement  tous  les  cotés.  Chacun  de  ces 
côtés  sera  décrit  d^un  mouvement  uniforme  et  avec 
i2ne  vitesse   constante  pour  un  même  côté,  mais 
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rariable  d^un  côté  à   l'autre  :  le  premier  coté  sera 
décrit  avec  la  vitesse  due  à  la  force  R;  le  second, 
avec  la  vitesse  due  à   la  résultante    des  forces  R 
et   S;  le  troisième,   avec  la    vitesse  due  à  la  résul- 
tante des  forces  R^  S  et  U  i  et  ainsi  de  suite.    On 
conçoit  qu^à  mesure  que  les  intervalles  de  tems  qui 
séparent  les  actions   successives    des  forces  R,S^ 
Uy  etc.,  deviendront  plus  petits,  le  polygone  décrit 
approchera  de  se  confondre  avec  une  courbe  con-* 
tinue;  mais  pour  mieux  connaître  la  nature  de  ce 
polygone  et  de  la  courbe  qui  en  est  la  limite,   et 
pour   déterminer  la   loi  du  mouvement  sur  cette 
courbe  ,  il  est  nécessaire  de  suivre  une  marche  dif- 
férente de  celle  que  nous  indiquons  ici,  dans  l'in- 
tention seulement  de  marquer  le  passage  du  mouve- 
ment rectiligne  au  mouvement  curviligne^ 

Dans  le  cas  particulier  oii  toutes  les  forces  Ry  S  y 
TJy  /^,  etc.,  agiront  simultanément  ou  à  intervalles 
quelconques,  mais  toutes  dans  la  même  direction,, 
le  polygone  décrit  par  le  mobile  se  réduira  à  une 
ligne  droite  ,  et  la  vitesse  définitive  «era  égale  à  la 
somme  des  vitesses  qui  correspondent  à  ces  forces  ;- 
et  si  une  partie  d'entre  elles  est  dirigée  en  sens  coa 
traire  des  autres,  cette  vitesse  sera  égale  à  la  somme 
des  vitesses  relatives  aux  forces  qui  agissent  dans 
un  même  sens,  moins  la  somme  de  celles  qui  cor-- 
respondent  aux  autres  forces. 

214.  Le  moyen  le  plus  simple  de  déterminer  lè 
mouvement  d'an  point  matériel  dans  l'espace ,  est 
d'assigner  à  chaque  instant  la  position  de  ses  gro* 
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jections  sur  trois  axes  fixes.  On  peut  se  représenter 
ces  projections^  comme  trois  points  mobiles  qui 
suivent  le  point  matériel  pendant  son  mouvement  : 
la  question  se  réduit  alors  à  chercher  les  lois  de  ces 
trois  mouvemens  rectilignes,  et  voici  comment  on 
parvient  à  la  résoudre. 

Soit  O  (fîg.  55)  le  point  de  départ  du  mobile; 
par  ce  point,  menons  trois  axes  fixes  et  rectangu- 
laires ,  Ox,  Oj  y  Oz  ;  supposons  que  des  forces  de 
grandeur  et  de  direction  quelconques  ,  soient  appli- 
quées au  mobile  quand  il  est  au  point  O  ,  qu'elles 
agissent  sur  lui  simultanément ,  et  qu'elles  l'aban- 
donnent ensuite  à  lui-même.  En  quelque  nombre 
que  soient  ces  forces ,  on  peut  toujours  les  ré- 
duire à  trois,  dirigées  suivant  les  trois  axes;  soient 
donc  A  j  By  Cj  les  intensités  de  ces  forces;  a  la 
vitesse  que  la  force  A  imprimerait  au  mobile  dans  la 
direction  Ooc ^  si  elle  existait  seule;  h  la  vitesse  qui 
aurait  lieu  suivant  Oj^  en  vertu  de  la  force  B;  c  Ib. 
vitesse  suivant  Oz^  qui  serait  due  à  la  force  C,  Pour 
obéir  à  l'action  simultanée  de  ces  trois  forces ,  le 
mobile  se  mouvra  dans  la  direction  de  leur  résultante, 
et  avec  la  vitesse  correspondante  à  l'intensité  de 
cette  force.  Or,  en  appelant  R  cette  résultante;  et , 
/3 ,  T',  les  angles  que  fait  sa  direction  avec  celles  des 
composantes  A  ^  B  ^  C,  on  aura  (n°  20) 

A=R, cos, A ^  B=R, cosX,  Cz=R.co$.y,  R'^A^-j-B'+O) 

de  plus  V  déisignant  la  vitesse  due  à  la  force  R  ,  de 
même  que  a^h^c  désignent  les  vitesses  dues  aux 
forces  A  yB  ^  C,  on  peut  substituer  dans  ces  équa- 
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lions,  a  la  place  de  chaque  force  ,  la  vitesse  corres- 
pondante y  attendu  que  les  rapports  de  ces  vitesses 
sont  les  mêmes  que  ceux  des  forces  qui  les  produi- 
sent ;  on  aura  donc  aussi 

d'où  l'on  peut  conclure  que  la  vitesse  i>  ^  due  à  l'ac- 
tion simultanée  des  trois  forces  A  ^  B  ^  C ^  est  repré- 
sentée en  grandeur  et  en  direction  par  la  diago- 
nale du  parallélépipède  construit  sur  les  trois  vitesses 
a  y  hyC  y  comme  côtés  adjacens. 

Le  miobile ,  en  vertu  de  sa  vitesse  r,  décrira  sur 
cette  diagonale  une  droite  égale  à  ^9^  dans  un  tems 
quelconque  9;  les  projections  de  cette  droite  sur  les 
axes  Ox  y  Ojy  Ozy  sont  respectivement  égales  à 
v^.cos.cty  v^.cos.Q y  t^S.cos.^^  ou ^  ce  qui  est  la  même 
chose,  à  a^y  bQy  c9;  il  s'ensuit  donc  que  les  projec- 
tions du  mobile  se  meuvent  uniformément  sur  ces 
axes,  avec  les  vitesses^,  by  Cy  tandis  que  ce  point 
matériel  se  meut  uniformément  dans  l'espace,  avec 
la  vitesse  f^. 

21 5.  A  la  fin  du  tems  9,  supposons  que  de  nou- 
velles forces  agissent  sur  le  mobile ,  et  soient^^,  By  C^y 
leurs  composantes  parallèles  aux  axes  Ox  y  Ojy  Oz; 
soient  aussi  a^ ,  b^y  c^y  les  vitesses  que  chacune  de  ces 
forces  produirait  dans  sa  direction ,  si  elle  agissait 
seule  sur  le  mobile  en  repos  :  ce  point  matériel  se 
trouve  y  à  cet  instant,  dans  le  même  état  que  s'il  était 
en  repos,  et  qu'il  fut  soumis  a  l'action  simultanée  des 
forces  A  y  By  Cy  A^yB^y  C^y  ou  seulement  des  trois 


5ï4  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

forces  A-^J^y  B  +  B^j,  C+C^y  parallèles  aux 
droites  Oœ  y  Ojy  Oz,  et  auxquelles  correspondent 
les  vitesses  a-\-a^y  b-^-b^^  c^c^y  car  a  la  somme 
des  forces  répond  la  somme  des  vitesses ,  d'après  ce 
qu'on  a  vu  dans  le  n°  21 5.  En  désignant  donc  par  i^^, 
la  vitesse  que  le  mobile  doit  prendre ,  on  aura 

et  si  Ton  voulait  déterminer  la  nouvelle  direction  de^^ 
son  mouvement^  on  aurait 


> 


pour  les  cosinus  des  angles  qu'elle  fait  avec  les  axes* 
OûCy  Ojy  Oz. 

Pendant  un  tems  quelconque  9^ ,  qui  succède  au 
temsô,  les  projections  du  mobile  sur  les  axes,  par- 
courront des  espaces  (â^+«^) .  6^,  (b-\-b^ .  9^,  (c-j-^J .  9^> 
donc  à  la  fin  du  tems  9  +  6^,  les  distances  de  ces 
points  au  point  O,  seront 

Appliquons  encore  au  mobile,  à  la  fin  du  tems^ 
6  +  9^,  des  forces  dont  les  composantes  parallèles  | 
aux  axes,  soient  A^^  B^^  C^^  et  auxquelles  corres—  | 
pondent  les  vitesses  ^^^  b^^  c^.  On  verra  sans  peine  ^' 
que  les  projections  sur  les  axes  décriront,  pendant 
un  troisième  intervalle  de  temps  9^,   des   espaces 
Ça+a^+a.^.S^,  (b-^b^+b,),^^^  (c+c^+c,).9,;  de 
sorte  qu'à  la  fin  du  tems  0-{-d^-^&^,  ces  projections^ 
se  trouveront  à  des  distances  du  point  O^  égaies  à 


LIVRE  IL  DYNAMIQUE.  3i5 

c9  +  (c  +  cJ.Ô^+ (c -f  c^+cO.Ô^. 

Continuons  de  même,  et  considérons  successive- 
ment un  nombre  quelconque  d'intervalles  de  tems  , 
représentes  par  9,  6^,  ô^»  •  •  •  6;^  ;  soient,  en  général , 
j4j,y  Bn,  C^y  les  composantes  parallèles  aux  axes,  des 
.  forces  que  Ton  applique  au  mobile  au  commence- 
rment  de  l'intervalle  quelconque  6„;  désignons  par 
^ny  ^«5  Cn^  Ics  vîtcsscs  correspondautcs  à  ces  forces; 
enfin  soient  oc  ^  jy  Zy  les  espaces  parcourus  par  les 
projections  de  m  sur  les  axes ,  depuis  le  commence- 
ment du  tems  9  jusqu'à  la  fin  du  tems  6„;  nous  aurons, 
en  généralisant  ce  qu'on  vient  de  trouver, 

Au  moyen  de  ces  valeurs  de  x ^  j^  z,  qui  sont  les 
trois  coordonnées  du  mobile,  rapportées  aux  axes 
Ox  ^  Ojy  Ozy  on  déterminera  immédiatement  sa  po- 
sition dans  l'espace,  sans  être  obligé  de  construire  le 
polygone  qu'il  décrit.  Chacune  de  ces  valeurs ,  prise 
isolément,  renferme  la  loi  du  mouvement  de  la  pro- 
jection de  ce  point  matériel  sur  l'axe  correspondant. 

216.  Il  se  présente  ici  une  observation  importante 
à  faire  ,  relativement  à  la  composition  des  valeurs 
àeXyjy  z.  Elle  nous  montre  clairement  que  l'es- 
pace parcouru  par  la  projection  du  mobile  /?z,  sur 
Tun  des  trois  axes ,  ne  dépend  que  des  vitesses  qtii 
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seraient  produites  par  les  forces  parallèles  a  cet  axe  ,' 
si  ces  composantes  agissaient  seules  sur  le  mobile  ; 
de  manière  que  cet  espace  n'est  aucunement  modifié 
par  Faction  des  forces  parallèles  aux  deux  autres 
axes.  Ainsi  la  valeur  de  jc  ne  renferme  que  les  vi- 
tesses a  y  «^,  ^a^. .  .  .«„,  qui  seraient  imprimées  au 
mobile  par  les  forces  A ^  A ^^  A^^  .  ,  .  .  A^^  parallèles 
à  l'axe  Ox  ^  si  toutes  les  autres  étaient  nulles  ;  de 
même  Faction  des  forces  parallèles  aux  axes  Ox  ^  Oz, 
ne  contribue  ni  à  augmenter  ni  à  diminuer  la  valeur 
de  j";  et  celle  de  z  est  la  même  que  si  les  forces  pa- 
rallèles à  l'axe  Ozj  avaient  agi  seules  sur  le  mobile. 

Comme  ce  résultat  est  indépend^it  de  la  gran- 
deur des  intervalles  de  tems  9,  9^,  ô^, . .  . .  9„^  qui  sé- 
parent les  actions  des  forces  appliquées  successive- 
ment au  mobile,  ainsi  que  de  la  grandeur  des  vitesses 
dues  à  ces  forces,  il  s'ensuit  qu^on  peut  Fétendre  au 
cas  où  ces  intervalles  et  ces  vitesses  deviennent,  en 
tout  ou  en  partie,  infiniment  petits,  c'est-à-dire,  au 
cas  011  le  mobile  est  soumis  à  Faction  d'une  ou  plu- 
sieurs forces  accélératrices,  combinées  avec  d'autres 
forces  dont  Faction  est  instantanée. 

Concluons  donc  que  si  Von  décompose  en  trois^ 
forces  parallèles  a  trois  axes  fixes ,  les  forces  queU 
conques  qui  produisent  le  mouvement  curviligne  d'un 
point  matériel  y  et  si  Von  considère  comme  des  points 
mobiles  les  projections  du  point  matériel  sur  ces 
axes^  le  mouvement  sur  chaque  axe  sera  du  aux  forces 
parallèles  à  cette  ligne  y  et  le  même  que  si  les  autres 
forces  étaient  nulles. 

Dans  chaque  cas  particulier,  on  déterminera  les 
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mouvemens  sur  les  axes,  d'après  les  équations  du 
mouvement  rectiiigne  données  dans  le  chapitre  pré- 
cédent; la  solution  d'un  problème  quelconque ,  rela- 
tif au  mouvement  curviligne,  sera  donc  réduite  à 
considérer  trois  mouvemens  rectilignes,  ou  seule- 
ment deux,  quand  on  sera  certain,  par  la  nature  de 
la  question,  que  le  mobile  doit  toujours  rester  dans 
un  même  plan  ;  car  alors  on  pourra  prendre,  dans  ce 
plan,  deux  des  trois  axes  coordonnés. 

217.  Pour  éclaircir  ceci  par  un  exemple  fort  sim- 
ple, considérons  le  mouvement  d'un  point  matériel 
pesant^  auquel  on  imprime  une  vitesse  dirigée  sui- 
vant une  droite  horizontale. 

Il  est  d'abord  évident  que  le  mobile  ne  saurait 
sortir  du  plan  vertical  mené  par  cette  droite ,  puisque 
tout  est  semblable  de  part  et  d^autre  de  ce  plan;  de 
plus,  si  Ton  fait  abstraction  de  la  pesanteur,  afin  de 
déterminer  le  mouvement  de  la  projection  sur  cette 
même  droite ,  on  voit  qu'il  sera  uniforme  et  dû  à  la 
TÎtesse donnée;  de  même,  en  supposant  cette  vitesse 
nulle,  on  voit  que  le  mouvement  de  la  projection 
sur  la  verticale  menée  par  le  point  de  départ,  sera 
uniformément  accéléré  ;  or,  en  vertu  du  théorème 
précédent,  ces  deux  mouvemens  doivent  avoir  lieu 
ensemble,  sans  s'altérer  en  aucune  manière*  il  s'en- 
suit donc  qye  la  courbe  décrite  par  le  mobile  sera 
telle,  que  les  abcisses  horizontales,  comptées  du  point 
de  départ,  croîtront  proportionnellement  au  tems 
tandis  que  les  ordonnées  verticales,  comptées  du 
même  point,  croîtront  proportionnellement  au  carré 
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du  tems  :  les  abaisses  seront  donc  proportionnelles 
aux  carre's  des  ordonnées  ;  et  par  conséquent  la 
courbe  décrite  sera  une  parabole  ^  qui  aura  son  grand 
axe  vertical,  et  son  somme  tau  point  de  départ.  Quant 
au  paramètre,  il  dépendra  du  rapport  de  la  vitesse 
donnée  à  la  pesanteur.  Nous  reprendrons  bientôt, 
plus  en  détail,  la  solution  de  ce  problème. 

218.  Le  théorème  précédent  est  essentiellement 
fondé  sur  la  loi  des  vitesses  proportionnelles  aux 
forces  qui  les  produisent,  sans  laquelle  il  n'aurait 
pas  lieu.  Voici  un  corollaire  général  qui  s'en  déduit 
immédiatement  et  qui  va  nous  fournir,  par  son  ac- 
cord avec  l'expérience,  une  confirmation  frappante 
de  cette  loi  que  nous  avoiis  admise  comme  étant 
celle  de  la  nature  (n°  igS). 

Considérons  un  plan  indéfini,  sur  lequel  se  meu- 
vent un  nombre  quelconque  de  points  matériels  sou- 
mis à  des  forces  dirigées  dans  ce  plan;  supposons 
que  Ton  applique  à  tous  les  points  de  ce  plan  des 
forces  égales  entre  elles ^  et  qui  lui  soient  perpendi- 
culaires; de  sorte  que  ce  plan  soit  mis  en  mouvement 
dans  l'espace,  en  restant  toujours  parallèle  à  lui- 
même.  Il  est  évident  que  chacun  des  points  mobiles 
sur  le  plan,  se  trouvera  soumis  à  Taction  simultanée 
des  forces  particulières  qui  agissaient  d'abord  sur  lui , 
et  de  la  force  appliquée  à  tous  les  points  du  plan  ;  le 
mouvement  de  chaque  point  matériel  dans  l'espace 
sera  donc  produit  par  la  résultante  de  ces  différentes 
forces;  or^  d'après  le  théorème  du  n®  216,  si  l'on 
rappoï'te  le  mouvement  à  trois  axes  fixes ,  dont  un 
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60Ît  perpendiculaire  et  les  deux  autres  parallèles  a  ce 
plan  mobile,  les  mouvemens  des  projections  des  mo- 
biles sur  ces  deux  derniers  axes ,  ne  seront  point  al- 
tères par  la  force  parallèle  au  premier,  ou  autrement 
dit,  le  mouvement  de  chaque  point  matériel  sur  le 
plan  devenu  mobile,  demeurera  le  même  que  si  ce 
plan  fut  resté  en  repos. 

Ce  résultat  est  conforme  à  une  expérience  que  nous 
avons  souvent  l'occasion  de  répéter,  et  qui  nous 
prouve  qu'un  mouvement  commun  à  tous  les  corps 
d'un  système,  n'altère  pas  les  mouvemens  particu- 
liers de  ces  corps ,  c'est-à-dire ,  que  ces  corps  con- 
servent entre  eux  les  mêmes  distances  et  les  mêmes 
vitesses  relatives ,  que  si  le  mouvement  commun 
n'existait  pas. 

21  g.  Cherchons  maintenant  les  équations  diffé- 
rentielles du  mouvement  curviligne  d'un  point  ma- 
tériel, soumis  à  l'action  d'une  ou  plusieurs  forces 
accélératrices,  et  à  celle  d'une  autre  force  qui  lui  a 
imprimé  instantanément  une  vitesse  finie  à  l'origine 
de  son  mouvement. 

Après  un  temps  quelconque  /,  soient  «r,  j-,  z,  les 
trois  coordonnées  rectangulaires  du  mobile,  rappor- 
tées aux  trois  axes  fixes  Oxy  Oj^  Oz;  ces  coordon- 
nées seront  des  fonctions  de  ^,  et  le  mouvement  sera 
entièrement  déterminé  quand  ces  fonctions  seront 
connues ,  puisqu'alors  on  aura,  à  chaque  instant,  la 
position  du  mobile  dans  l'espace.  Décomposons  cha- 
cune des  forces  accélératrices  données  ^  en  trois 
autres,  parallèles   aux  axes  des   coordonnées,   et 
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soient Xj  Y^Z^  les  sommes  des  composantes  res- 
pectivement parallèles  aux  axes  des  x^  des  j-  et  des  z. 
Les  quantités  X^  Y ^  Z  seront  données  dans  chaque 
cas  particulier^  en  fonction  de  x^j^  z;  et  je  les  sup- 
poserai positives  ou  négatives  ^  selon  que  les  forces 
qu'elles  représentent  tendront  à  augmenter  ou  à  di- 
minuer les  coordonnées  du  mobile. 

D'après  ce  qu'on  vient  de  démontrer,  le  mouve- 
ment de  la  projection  du  mobile  sur  chaque  axe, 
est  du  aux  forces  parallèles  à  cet  axe.  En  appliquant 
donc  à  chacun  de  ces  trois  mouvemens  rectilignes  , 

l'équation  générale  ^=(p  du  n**  198,  on  aura 

d'jo       ^         d'y  Td'z 

Tf^^'      -di^^^^    ilF=^'         ^"^^ 

Telles  sont  les  équations  générales  du  mouvement 
d'un  point  matériel  dans  l'espace.  On  voit  que  la  vi- 
tesse initiale  du  mobile  n'y  entre  pas  ;  mais  cette  vi- 
tesse et  sa  direction  serviront,  avec  la  position  du 
mobile  à  l'origine  du  mouvement,  à  déterminer  les 
constantes  arbitraires  qui  doivent  completter  les  in- 
tégrales de  ces  équations  ;  lesquelles  constantes  se- 
ront au  nombre  de  six,  puisqu'il  s'agit  de  trois  équa- 
tions différentielles  du  second  ordre.  La  solution 
compîette  de  chaque  problème  particulier  exigera 
donc  que  l'on  intègre  le  système  de  ces  trois  équa- 
tions, et  que  l'on  détermine  ensuite  les  constantes 
arbitraires  de  leurs  intégrales ,  diaprés  les  conditions 
initiales  du  mouvement.  Mais,  si  l'on  sait  d'avance 
que  le  mobile  doit  se  mouvoir  dans  tm  plan  donné, 

on 
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mi  simplifiera  la  question  en  le  prenant  pour  l'un  des 
trois  plans  des  coordonnées ,  par  exemple  ,  pour 
celui  des  JC^j;  il  faudra,  pour  cela,  que  la  force  Z 
n'existe  pas,  et  l'on  aura  aussi  s  =  o  :  le  proMème 
alors  ne  dépendra  plus  que  de  deux  équations  diffé- 
rentielles secondes,  savoir,  des  deux  premières  équa- 
tions (/??). 

Lorsqu'on  sera  parvenu  à  intégrer  les  équations  (m)^ 
on  aura,  dans  le  cas  général,  trois  équations  entre  x^ 
j-y  z  et  t  ;  si  l'on  élimine  le  tems  t ,  entre  elles,  il  en 
restera  deux,  entreles  coordonnées  j:,jr, 2^  qui  seront 
les  équations  de  la  courbe  décrite  par  le  mobile  dans 
l'espace  :  on  appelle  cette  courbe ,  qui  sera  généra-* 
lement  à  double  courbure ,  la  trajectoire  du  mobile. 

220.  Le  cas  particulier  le  plus  simple  que  l'on 
puisse  considérer,  est  celui  dans  lequel  les  trois 
forces  X,  JT^  Z  sont  nulles.  Les  équations  Cm)  se 
réduisent  alors  à  > 

'dF"°^      ^  — °'      5î^  — ^^ 

d'où  l'on  tire,  en  intégrant^ 

x^at-^a,      y  —  bt-^-F,       z  z=z  et -l- c' ; 

a,  by  Cy  dj  U ^  c\  étant  les  six  constantes  arbitrairéSi 
Si  l'on  place  l'origine  des  coordonnées  au  point  dd 
départ  du  mobile,  et  que  l'on  compte  le  Vems  t  de 
l'instant  de  ce  départ,  on  aura,  à  la  fois^  07=0,7^=0 
:s=o,  ^  =  0;  d'où  il  suit  «'==o_j  Z>'=^0,  /i=o;  et  par 
conséquent 

X  =  at  y         yrzzr'otj         %Tzz  et, 
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En  éliminant  ^ ,  on  a 


a  o 

c  *^        c 


ce  qui  nous  apprend  que  la  trajectoire  est  une  ligne 
droite. 

Soitida  partie  de  cette  ligne,  comprise  entre  l'ori- 
gine et  le  point  qui  répond  aux  coordonnées  x ,  j^^ 
%'y  nous  aurons 

ï£  étant  proportionnelle  au  tems,il  s'ensuit  que  le  mou- 
Yement  du  point  matériel  dans  l'espace,  est  uniforme, 
comme  celui  de  chacune  de  ses  projections  sur  les 

^xes.  La  vitesse  du  mobile  est  \/<2''-f-^'*+<^'';  celles 
des  projections  sont  a^  h ^  c  ;  or,  en  général,  la  yî- 
tesse  de  la  projection  d'un  point  matériel  sur  une 
droite,  est  ce  qu'on  appelle  la  vitesse  de  ce  point  dé- 
composée suivant  cette  droite  :  a,  b^c  s'appelleront 
donc  les  composantes  de  la  vitesse  s/a*  +  Z>*+  c^  sui- 
vant les  trois  axes;  et  réciproquement  V^^  +  Z>^ -|-  c* 
sera  la  résultante  des  vitesses  ^,  b  ^  c. 

Si  l'on  désigne  par  a,  ê,  y  y  les  angles  que  fait  la 
direction  de  cette  résultante  avec  les  axes  des  x^ 
des/  et  des  z,  et  si  l'on  observe  que  x,  j,  z  sont  les 
projections  de  m,  sur  ces  axes,  on  aura 

a:  ==  U.C0S.C6,       y=.U. COS. C ,        zzrnu.cos.y, 

Buettant  pour  x^j^  %  et  u  leurs  valeurs  ^  divisant  par  t^ 
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(Bt  faisant  pour  abréger^ 

il  vient 

Cr=  V.COS-.*,        è=ViCOS.C,         c  ==  i/ ,  cos .  y  w 

F  Ces  quatre  dernières  e'quations  renferment  toute 
la  théorie  de  la  composition  et  de  la  décomposition 
des  vitesses,  ou  des  niouvemens  uniformes;  et  l'on 
voit  que  ces  deux  opérations  ,  inverses  l'une  de 
l'autre,  se  feront  d'après  les  mêmes  règles  que  la 
composition  et  la  décomposition  des  forces  (n°  20); 
ce  qui  vient  de  ce  que  les  vitesses  sont  entre  elles  , 
dans  le  même  rapport  que  les  forces  qui  les  pro* 
duisenté 

521.  Reprenons  le  Cas  général  où  X^  Y^  Z  sont 
des  forces  accélératrices  données. 

Si,  à  une  époque  quelconque  du  mouvement,  on 
isuppose  que  ces  forces  viennent  à  cesser  subitement 
leur  action  sur  le  mobile,  le  mouvement  sur  chaque 
axe  des  coordonnées  deviendra  uniforme  :  la  vitesse 

sera  j-  sur  l'axe  des.r,  -^  sur  Taxe  desj",  -^  sur  l'axe 

des  z  (n®  197);  par  conséquent  le  mouvement  du 

corps  dans  l'espace  ^  se  changera  en  un  mouvement 

!  fectiligne  et  uniforme;  et  si  nous  désignons  par  (^  la 

vitesse  de  ce  mouvement,  par  ds  Télément  de  la  tra- 

I  jectoire  ^  ou  \/dx^'\^dj^'^dz''y  nous  aurons,  d'après 
'   le  n*^  précédent. 


dx^         dy^        dz^  __  ds 
di-'  "*"  ÎLt^  "^   df-  "~"  dt 


^l  é 
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Nous  aurons  aussi,  en  appelant  ot,  S  y  y  y  les  angles 

que  fait  la  direction  de  cette  vitesse  avec  les  axes 

des  oCyjy  Zy 

dx  -        dy  dz 

dt'  dt'  '         dt 

OU  bien,  en  mettant  pour  t^  sa  valeur  ~y  et. divisant 
par  cette  valeur, 

dx  P       dy  dz 

COS. et  =  -y-,  COS.G=-f-,         COS. 7  =  -^. 

ds  ds  -^        ds 

Or,  on  sait  que  les  cosinus  des  angles  que  fait  la  tan- 
gente à  la  trajectoire,  avec  les  axes  des  coordonnées 

sont  aussi  égaux  aux  rapports  ^,  ^J^  ^;  il  en  faut 

donc  conclure  que  la  dia^ection  de  la  vitesse  v  coïncide 
avec  cette  tangente. 

Nous  voyons  par  là  que  si  Ton  supprimait  tout- 
à-coup  les  forces  qui  infléchissent  et  qui  font  va- 
rier le  mouvement  d'un  point  matériel  dans  l'espace, 
le  mobile  s'échapperait  par  la  tangente  à  la  trajec- 
toire ,  avec  une  vitesse  égale  à  l'élément  de  cette 
courbe ,  divisé  par  l'élément  du  tems. 

222.  On  parvient  encore  à  cette  conclusion,  d'une 
autre  manière  qu'il  ne  sera  pas  inutile  d'indiquer. 
Quel  que  soit  le  mouvement  d'un  point  matériel 
on  peut  partager  la  ligne  qu'il  décrit  en  une  infi- 
nité d'élémens  infiniment  petits,  que  l'on  regardera 
comme  des  lignes  droites  décrites  d'un  mouvement 
^.miforme.  La  vitesse  du  mobile,  tant  qu'il  restera  sur 
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lin  même  élément,  sera  donc  égale  h  la  longueur  de 
cet  élément,  divisée  par  le  tems  infiniment  petit , 
employé  à  parcourir  cette  longueur.  Or  ,  si  l'on 
supprime  a  un  instant  quelconque ,  les  forces  accé- 
lératrices, le  mobile,  en  vertu  de  l'inertie  de  la 
matière,  doit  continuer  à  se  mouvoir  avec  la  même 
vitesse  sur  le  prolongement  de  l'élément  qu'il  décrit 
à  cet  instant,  lequel  prolongement  n'est  autre  chose 
que  la  tangente  à  la  trajectoire  ;  il  s'écliappera  donc 
par  cette  tangente  ,  avec  une  vitesse  égale  au  rap- 
port de  l'élément  de  la  courbe  à  celui  du  tems. 

225.  Dans  le  mouvement  curviligne,  on  entend 
par  la  vitesse  du  mobile  à  un  instant  quelconque  , 
celle  du  mouvement  rectiligne  et  uniforme  ,  qui 
aurait  lieu  si ,  à  cet  instant ,  les  causes  qui  infléchis- 
sent et  font  varier  le  mouvement ,  venaient  à  cesser 

leur  action  :  cette  vitesse  est  donc  égale  à  ^ ,  et 

dirigée  suivant  la  tangente  à  la  trajectoire. 

La  variable  s  est  une  fonction  du  tems  qui  exprime 
la  longueur  de  la  ligne  courbe,  parcourue  par  le 
mobile;  ainsi,  l'on  peut  dij^e  qu'ici,  comme  dans 
le  mouvement  rectiligne ,  la  vitesse  est  égale  au 
premier  coefficient  différentiel  de  l'espace  parcouru 
considéré  comme  une  fonction  du  tems. 

On  peut  aussi  remarquer  que  le  second  coeffi- 
cient différentiel  de  cette  fonction  exprime  la  force 
accélératrice  ,  'décomposée  suivant  la  tangente  à  îa 
trajectoire.  En  effet,  pour  avoir  cette  force ,  il  faut 
décomposer,  suivant  sa  direction,  toutes  les  forces 
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qui  agissent  sur  le  mobile  ;  or  ,  ces  forces  sont 
Xy  Y  y  Z  y  dont  les  composantes  suivant  la  tangente 

à  la  trajectoire  ,  sont  X.  ^ ,  Y,-^  y  Z  .  —^  puisque 

dx     dy     dz  ^  .  -,  , 

'j-y  -f-  •)  ^sont  les  cosmus  des  angles  compi-is  entre 

cette  droite  et  les  axes  desx,  j^  z;  leur  somme, 
en  ayant  égard  aux  équations  (m)  ^  sera  donc 

dx .  d^x  ^-  dy .  d'^y  +  dz .  d^z 
""dTdF  ""  • 

mais  .en  différçntiant  l'équation  identique , 

^  dx^  ■+•  dy^  -f  dz^  =  ds^, 

il  vient 

dx.d'^x  -f-  dy,dy  -f-  dz.d'^z  =  ds.d^s; 

d^s 
ee  qui  réduit  la  quantité  précédente  à  -y-^ ,  qui  est , 

comme  nous  l'avons  avancé,  la  force  accélératrice  du 
mobile  décomposée  suivant  la  tangente  à  la  tra- 
jectoire. 

224.  Si  l'on  ajoute  les  équations  {m) y  après  avoir 
multiplié  la  première  par  ^dxy  la  deuxième  par  ^dj^^ 
îa  dernière  par  ^dzy  oa  trouve 

zdx.d^x-\-Q.dy.dH'--\~Q,dz.d^z        ,  ds^         -,^,     .  ,, .       „,^ 
^^—d^^^ -=  d.-^^^^{Xdx-\-Ydy^Zd:,yy 

et  en  intégrant 

-■^^^C^^aXdxJfYdy-^^Zdz)- 

C  étant  une  constante  arbitraii^e 
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Lorsque  la  formule  Xdx  +  Ydj  +  Zdz ,  qui  se 
trouve  sous  le  signe/",  sera  une  différentielle  exacte 
à  trois  variables  Xyj^z^  cette  dernière  équation 
donnera  la  vitesse  du  mobile  en  un  point  quelcon- 
que de  la  trajectoire,  pourvu  que  Ton  connaisse 
cette  vitesse  en  un  point  déterminé.  En  effet ,  ert 
intégrant  cette  formule ,  on  aura  une  certaine  fonc- 
tion de  a:,  j",  2,  que  je  désignerai  par  y(x,j^',z), 
et  l'équation  précédente  deviendra 

Or,  si  Ton  représente  par  y^,  la  vitesse  au  point  de 
la  trajectoire  dont  les  coordonnées  sont  a  yb y  CyQm 
aura,  pour  déterminer  C y 

d'où  l'an  conclut 

équation  qui  fera  connaître  la  valeur  de  C' ,  quantî 
celle  de  /^  sera  donnée,  et  que  les  coordonnées 
X  yj-yZ,  ayb  yCy  correspondantes  à  ces  deux  vitesses^^ 
seront  aussi  connues. 

225.  Il  est  remarquable  que  l'on  puisse  détermi- 
ner la  différence  des  carrés  des  vitesses ,  en  deux 
points  de  la  trajectoire,  au  moyen  seulement  des 
coordonnées  de  ces  points ,  et  sans  connaître  la 
courbe  que  le  mobile  suit  en  passant  d'un  point  à 
l'autre»  Mais  oancL  doit  point  oublier  que  ce  résultat 
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suppose  que  Xdjc-}-Ydj-+-Zdz  est  une  diffëren- 
tîeîle  exacte  à  trois  variables  ;  ce  qui  n'a  pas  toujours^ 
lieu  dans  la  nature.  Si  ^  par  exemple ,  les  forces 
Xy  YyZ y  proviennent  d'un  frottement  ou  de  la  re'- 
sistance  d^un  fluide  ^  elles  renfermeront  dans  leurs 

valeurs  les  vitesses  ~,  3^^  j^?  ^i^si  qu'on  le  verra 

bientôt;  par  conséquent  la  formule  Xdx-^-  Ydj-^-Zdz 
ne  saurait  être  alors  la  différentielle  exacte  d'une 
fonction  de  oc^j^z^  regardées  comme  des  varia- 
bles indépendantes  :  pour  l'intégrer  dans  ce  cas  , 
il  faudra  y  substituer  les  valeurs  de  ces  variables  et 
de  leurs  différentielles  en  fonction  du  tems  ^  ce  qui 
suppose  déjà  le  problème  résolu. 

Il  existe  un  cas  particulier,  fort  étendu,  dans 
lequel  cette  formule  est  une  différentielle  exacte  ; 
c'est  celui  où  toutes  les  forces  accélératrices  qui 
agissent  sur  le  mobile  sont  dirigées  vers  des  centres 
fixes ,  et  où  l'intensité  de  chacune  d'elles  est  une 
fonction  de  la  distance  du  mobile  à  son  centre 
d'action. 

Soit ,  pour  le  prouver  ,  F  l'intensité  d'une  pa- 
reille force,  dirigée  vers  un  point  fixe;  lyjn,  n  les 
coordonnées  de  ce  point  ;jf  sa  distance  au  mobile 
dont  les  coordonnées  sont  les  variables  x^j^z:  F" 
sera  une  fonction  de  y,  et  l'on  aura 

f=  (^  _  ly  -f-  (3. -  my  +  (2-72)^ 

Les  cosinus  des  angles  que  fait  la  ligne  jf ,  avec  les 
^xes  des  X,  desj  et  des  Z;^  seront^  comme  il 
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aisé  de  le  Yoir, 

^ —  ^       y — '"'       ^ —  ^ 
~7~'     ~7~'     ~7~' 

les  composantes  de  F^  parallèles  à  ces  axes^  seront 
donc 

£zii  F       yjzJIL  F       i=li^  F- 

par  conséquent ,  la  partie  de  la  valeur  de  Xdx-^-Yd/ 
^Zdzy  qui  provient  de  la  force  Fy  sera  Fdf^  en 
observant  que 

df^==  — 7î — .  (for -f"  *^— 7; — '^y-ï r — •^^« 

Donc  y  si  l'on  a  un  nombre  quelconque  de  forces 
semblables  à  Fy  représentées  par  F' y  F'\  etc.  y  et 
dirigées  vers  des  points  fixes  dont  les  distances  mo- 
biles soient  y,  f  y  etc. ,  on  aura^  en  ayant  égard  à 
toutes  ces  forces , 

Xdx  4-  Ydy  +  Zdz  =  Fdf+F'df  +  F"df"  -f  etc.  : 

or,  tous  les  termes  de  cette  valeur^  et  par  consé- 
quent la  valeur  entière  ,  sont  des  différentielles 
exactes  y  puisque  F  est  une  fonction  de jf^  F^  àef'^ 
F' de  f 'y  etc. 

Si  une  ou  plusieurs  de  Ces  forces  étaient  dirigées 
vers  des  centres  mobiles  ;  si ,  par  exemple  y  les 
coordonnées  Z,  7?z,  Uy  n'étaient  pas  constantes  y  la 
valeur  précédente  de  dfne  serait  plus  complète  ,  et 
la  formule  Xdjc-\-Ydj'{-Zdz  ne  serait  plus  une 
différentielle  exacte. 
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226,  Lorsque  le  mobile  est  sollicité  par  une  seule 
force,  dirigée  vers  un  point  fixe,  on  obtient  immé- 
diatement trois  intégrales  premières  des  équations 
(m)  ,  qu'il  est  important  de  connaître. 

Plaçons  l'origine  O  des  coordonnées  à  ce  point 
ûxe ;  soit  7?i  une  position  quelconque  du  mobile; 
prenons  la  droite  Oriiy  pour  représenter  l'intensité 
de  la  force  qui  lui  est  appliquée ,  et  qui  agit  suivant 
cette  droite.  Si  Ton  construit  le  parallélépipède  dont 
Om  est  la  diagonale ,  et  qui  a  ses  trois  côtés  sur  les 
axes  Oxj  Oj  ,  O2,  ilest  évident  que  ces  côtés  seront 
les  coordonnées  x ^  j^z  du  point  m;  les  forces  X,  Y, 
Zj  qui  sont  les  composantes  de  la  force  Om  ^  suivant 
ces  axes  ,  seront  donc  représentées  par  es  coor- 
données ;  par  conséquent,  on  aura 

x\  Y  :  z  ::  x:y  \z.', 
d'où  Ton  tire 

xY=zyX ,       zX  =  xZ ,      yZ  =:  z  Y. 

Or,  les  équations  (in)  donnent^  par  une  combi-* 
naison  fort  simple  , 

xdy  —yà'-x  =  (  xF  —yX) .  àt"- ,     J 
zd^x-^xd^z^izX-'xZ').ài\     >  (w') 

yd'z  —  zdy  =  (^yZ  —  zY).  di\     ) 

En  vertu  des  équations  précédentes^  les  seconds 
membres  de  celles-ci  sont  nuls;  d'ailleurs  leurs  pre- 
miers membres  sont  les  différentielles  de  xdj — jdx^ 
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zâx — xdz  ^jdz'—zdj;  on  aura  donc^  en  intégrant  , 

irdy-^^dx  =  cdt ,   zdx — xdz ■=  cdt ,  ydz — zdy  =  c'dt )    (m" ) 

c y  Cy  c\  étant  des  constantes  arbitraires. 

Si  l'on  ajoute  ces  intégrales ,  après  avoir  multi- 
plié la  première  par  s ,  la  deuxième  par^\,  la  troi- 
sième par  X  ,  on  trouve  : 

K'  rz  -f-  c^  +  c"x  =  o. 

Cette  équation  appartenant  à  un  plan,  il  en  faut 
conclure  que  dans  le  cas  que  nous  considérons ,  la 
trajectoire  est  une  courbe  plane;  et  en  effets  tout  est 
semblable  de  part  et  d'autre  du  plan  mené  par  la 
direction  de  la  vitesse  initiale  du  mobile ,  et  par  le 
point  ûxe  vers  lequel  la  force  qui  le  sollicite  est 
constamment  dirigée  ;  il  n'y  a  donc  pas  de  raison 
pour  que  le  mobile  sorte  de  ce  plan  ^  qui  sera  celui 
de  sa  trajectoire, 

22  j.  Pour  énoncer  un  théorème  remarquable  que 
les  équations  (m^)  renferment ,  considérons  la  pro- 
jection du  mobile  sur  le  plan  des  x  ^j.  Soit  p  cette 
projection,  r  son  rayon  vecteur  Op ^  et  v  l'angle 
xOp  compris  entre  ce  rayon  et  l'axe  des  x;  on  aura 
a;==:7'.cos.^^  j"=r.sin.t^;  d'où  Ton  tire 

xdy  — ydx  =:  r'^dv. 

Prenons  l'angle  infiniment  petit  p'Op  pour  repré- 
senter l'angle  ^t^,de  manière  que  Op  et  Op*  soient 
deux  rayons  vecteurs  consécutifs  de  la  projection  du 
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mobile,  et /?yy' l'arc  décrit  par  cette  projection  pendant 
VinsiSiXildt  :1e  secteur /?0/?'  sera  Faire  décrite  par  son 
rayon  vecteur  pendant  cet  instant  ;  or  j,  en  négligeant 
les  quantités  infiniment  petites  du  second  ordre,  ce 
secteur yf?Oyt?' peut-être  regardé  comme  un  secteur  cir- 
culaire, et  son  aire  est  égale  à  |.r'^t^,  ou  a  la  moitié 
de  xdj  — jdx  ;  donc ,  en  vertu  de  la  première  des 
équations  (rn^)  cette  aire  sera  une  quantité  constante 
et  égale  à  ^.cdt'y  par  conséquent  Taire  décrite  par 
le  même  rayon  ,  pendant  un  tems  t  quelconque  ,  est 
proportionnelle  à  ce  tems,  et  égale  à  |.c^.  Les  deux 
autres  équations  (/?2'Q  signifient  de  même  que  les  aires 
décrites  par  les  rayons  vecteurs  des  projections  du 
mobile  sur  les  plans  des  jf,  s,  et  desj*,  z,  sont  pro- 
portionnelles au  tems  employé  à  les  décrire. 

Ainsi,  ^ow^e^  les  fois  que  la  force  accélératrice  qui 
agit  sur  un  mobile  est  constamment  dirigée  vers  un 
point  fixe  ^  les  aires  décrites  autour  de  ce  point  y  par 
le  rajon  vecteur  dumohile  ^  projeté  sur  un  plan  mené 
par  ce  même  point  y  sont  proportionnelles  au  tems 
employé  a  les  décrire.  Rien  n'empêche  en  effet  de 
prendre  ce  plan  quelconque,  pour  l'un  des  trois 
plans  des  coordonnées  x^j^z. 

Réciproquement ,  quand  cette  propriété  a  lieu 
relativement  à  trois  plans  rectangulaires ,  on  en  peut 
conclure  que  la  résultante  des  forces  qui  agissent 
sur  le  mobile  est  constamment  dirigée  suivant  la 
droite  qui  joint  le  point  d'intersection  de  ces  trois 
plans  et  le  mobile. 

En  effet ,  en  plaçant  l'origine  des  coordonnées 
x^  jr,  Zy  en  ce  point,  et  prenant  les  trois  pians  don- 
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îles  pour  ceux  de  ces  coordonnées,  les  trois  aires 
^dj — jdx  y  zdx — xdz  yj'dz — zdjy  seront  constantes 
d'après  l'hypothèse  ;  leurs  différentielles  œdy—^d^a:^ 
^d^jc — a:d^Zyjd''z~zdyy  seront  donc  nulles;  et  l'on 
aura ,  en  vertu  des  équations  (ni)  , 

yX=  xY,      zA.  =2  xZ  y      yZ  =  zY, 

Or  il  s'ensuit  que  les  composantes  X,  YyZ ^  sont 
entre  elles  comme  les  coox^données  oc  ^  j^z'^  par 
conséquent  leur  résultante  est  dirigée  suivant  la 
droite  qui  joint  le  mobile  et  l'origine  de  ces  coor- 
données, puisque  cette  ligne  est  la  diagonale  du 
parallélépipède  dont  x^j^z  sont  les  trois  côtés. 

228.  Puisque  la  trajectoire  d'un  mobile  sollicité 
par  une  force  dirigée  vers  un  centre  fixe  ,  est  une 
courbe  plane  ,  et  que  dans  l'énoncé  du  théorème 
précédent ,  la  direction  du  plan  de  projection  est 
arbitraire ,  il  en  résulte  que  ce  théorème  a  également 
lieu,  par  rapport  aux  aires  décrites  par  le  rayon  vec- 
teur du  mobile  ,  dans  le  plan  même  de  la  trajec- 
toire.  Cette  proposition  se  démontre  directement , 
de  la  manière  suivante. 

A  la  courbe  décrite  par  le  mobile,  substituons 
un  polygone  d'une  infinité  de  côtés  infînimentpetits; 
soient  m  ni  et  mm  (  fîg.  54  ) ,  deux  côtés  consécutifs 
de  ce  polygone ,  décrits  dans  des  intervalles  de  tems 
infiniment  petits,  que  nous  supposerons  égaux;  soit 
aussi  Cy  le  centre  d'action  de  la  force  qui  agit  sur  le 
mobile  :  pendant  |qu'il  décrit  les  côtés  m  ni  et  7nîn\ 
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jsoii  rayon  vecteur  décrira  les  aires  mCm^XmCmt  r 

or,  je  dis  que  ces  aires  sont  égales  entre  elles. 

En  effet,  quand  le  mobile  est  parvenu  au  point 
m  ,  si  la  force  accéle'ratrice  n'agissait  pas  sur  lui  y 
sa  vitesse  ne  serait  changée  ,  ni  en   grandeur  ,  ni 
en  direction  ;  il  continuerait  donc  à  se  mouvoir  sui* 
le  côté  m  pi  prolongé  ,   et  il  parcourrait,    dans  le 
second  instant  qu'on  suppose  égal  au  premier,  une 
droite  mn^  égale  au  côté  mm.  Mais,  au  point  m ^  la 
force  dirigée  vers  le  point  C,agit  sur  le  mobile  ;  la 
'  vitesse  qu'elle  lui  imprime,  suivant  la  direction  mC ^ 
lui  ferait  parcourir,  s'il  était  en  repos,  un  certain  es-* 
pace  mg^  dans  le  second  instant:  le  mobile,  parvenu 
au  point  772,  est  donc  animé  de  deux  vitesses  qui  lui  fe- 
raient parcourir  les  droites  mn  etJiîg,  dans  le  même 
intervalle  de  tems ,  si  elles  avaient  lieu  séparément  | 
par  conséquent  le  côté  mui  qu'il  parcourra  dans  le 
second  instant,  seraladiagonale  du  parallélogramme  | 
mgm^n  ,  construit  sur  ces   deux   droites  mg  et  mn 
(n°2i2).  Le  triangle  mCm   sei^a  donc  égal  au  trian-* 
gle  mCn  y  puisqu'ils  ont  même  base  m(7 ,  et  leurs 
sommets  m'  et  tz  ,  sur  une  parallèle  à  cette  base  | 
d'ailleurs  les  {.Ymn^esmCmeimCn  sont  aussi  égaux^ 
à  cause  qu'ils  ont  un  sommet  commun  (7,  et  leurs 
hases  mm  et  mn ,  égales  et  situées  sur  une  même 
droite;  donc  les  triangles  m  Cm  et  mCm'^  égaux  à  un 
même  triangle  mCn  ^  sont  aussi  égaux  entre  eux. 

Si  les  aires  dans  deux  instans  consécutifs  et  égaux, 
sont  égales,  il  s'ensuit  que  les  aires  décrites  dans 
deux  intervalles  de  tems  égaux ,  sont  aussi  égales  , 
car  on  peut  partager  ces  deux  intervalles,   dans  1ô 
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i  même  nombre  d'instaus  égaux;  par  conséquent 
aussi,  les  aires  décrites  dans  des  tems  quelconques, 
seront   entre  elles  comme  ces  tems. 

Donc  les   aires  décrites  autour   d'un  point  Rxe , 
par  le  rayon  vecteur  d^m  point  matériel ,  sont  pro- 
portionnelles au  tems  employé  à  les  décrire,  toutes 
les  fois  que  la  force  qui  agit  sur  le  mobile ,  est 
î  'Constamment  dirigée  vers  ce  point  fixe. 

Réciproquement,  si  l'on  sait,  par  l'expérience , 
i  ou  tout  autrement ,  que  les  aires  sont  proportion- 
nelles au  tems  ,  on  en  pourra  conclure  que  la  force 
qui  sollicite  le  mobile  ,  est  dirigée  vers  l'origine 
des  aires  dans  tous  les  instans  du  mouvement.  Car 
dans  cette  hypothèse  ,  les  aires  mpm  et  mCm  ^  dé- 
crites dans  deux  instans  égaux  et  consécutifs  , 
seront  égales  ;  mais  en  conservant  la  construction 
précédente  ^  on  a  mCm=  mCn  ;  le^  deux  triangles 
mCn  et  mCm  devront  donc  être  égaux  ;  et  comme  ils 
ont  même  base  mCy  il  faudra  que  la  droite  nni^  qui 
joint  leurs  sommets ,  soit  parallèle  à  cette  base  ; 
or,  d'après  la  composition  des  mouvemens(n''2ï5), 
cette  droite  est  toujours  parallèle  à  la  direction  de  la 
force  qui  agit  au  point  ttz  ,  et  qui  empêche  le  mobile 
de  suivre  la  direction  mn;  donc  la  direction  de  cette 
force  coïncide  avec  la  ligne  mC ^  ou  avec  son  pro- 
longement mh,  La  figure  suppose  que  cette  force 
inconnue  tend  à  rapprocher  le  mobile  du  point  C  , 
auquel  cas  la  trajectoire  est  concave  vers  ce  point; 
il  est  aisé  de  voir  qu'elle  serait ,  au  contraire  ,  con- 
vexe vers  le  même  point,  si  la  force  agissait  dans 
le  sens  mh. 
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§.  IL  Mou^etnent  des  Projectiles   dans  le  vide  et 
dans  un  milieu  résistant. 

22g.  Nous  allons  maintenant  appliquer  cette 
théorie  générale  du  mouvement  curviligne  ^  à  un 
corps  pesant ,  projeté  avec  une  vitesse  quelcon- 
que ,  soit  dans  le  vide  ,  soit  dans  un  milieu  résis- 
tant y  et  nous  commencerons  d'abord  par  le 
premier  cas. 

Il  est  évident  que  la  courbe  que  décrira  le 
projectile  sera  entièrement  comprise  dans  le  plan 
vertical  mené  par  la  direction  de  la  vitesse  de  pro- 
jection ;  prenons  donc  ce  plan  pour  celui  des 
x,j;  l'axe  Ox  horizontal,  l'axe  0/ vertical ,  et  lés 
y  positives  au-dessus  de  l'axe  horizontal.  Il  nous 
suffira  des  deux  premières  équations  {?n)  du  n'  219; 
de  plus ,  la  force  accélératrice  X  sera  nulle ,  et  la 
force  Y  sera  égale  à  - — g  ^  g  étant  la  pesanteur  que 
nous  regarderons  comme  une  force  constante.  Ces 
équations  deviendront  donc 

d\r dy  __ 

d'où  l'on  tire  en  intégrant 

e  yG\b  y  y ^  étant  les  constantes  arbitraires. 

Pour  les  déterminer,  plaçons  l'origine  des  coor- 
données vT^j^' ,  au  point  de  départ  du  projectile. 
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et  comptons  le  tenis  t  ^  de  l'instant  de  ce  départ  $ 
nous  aurons  ,  à  cet  instant,  fz=;o  ,  jc=o ^  j:=—o^ 
donc  ¥  =:Qy  cz=o.  Désignons  par  a  la  vitesse  de 
projection  ;  pour  fixer  les  idées  ,  supposons  que  le 
corps  a  été  lancé  dans  l'angle  des  x  et  desj-  positi- 
ves; soit  OA  (fîg.  55)  sa  direction  initiale,  et  a  l'angle 
AOx  ,  que  cette  direction  fait  avec  l'axe  des  -œ  : 
loo"  —  a  sera  l'angle  de  cette  même  direction  avec 
l'axe  desjr,  et  l'on  aura  «.cos.ct,  a. un, cl  pour  les 
vitesses  horizontale  et  verticale  du  mobile,  à  l'origine 
du  mouvement.  Or,  à  un  instant  quelconque,  ces 

vitesses  sont  exprimées  par  -7^  et  -f-  ;  on  a  ,  en  dif- 

férentiant  les  valeurs  de  *r  et  j'  , 

dx       ,  dy 

faisant  donc  t=:  o  ,  on  aura 

b  =  a.  cos  .a       et       c  ==  a .  sm .  et. 

Les  constantes  arbitraires  étant  ainsi  déterminées, 
les  valeurs  de  .r  et^^  deviennent 

x'^=  a.cos.aj        y=: — ^ ha. sm. et. t. 

Eliminant  t  entre  Ces  équations  ,  on  trouvera,  pour 
celle  de  la  trajectoire , 

ee  qui  nous  fait  voir  que  cette  courbe  est  tme  pa- 
rabole dont  le  grand  axe  est  vertical.  Au  sommet ^ 


D 
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que  je    suppose    être   le  point    C  ^  la  tangente  est 

horizontale  ,  et  l'on  a  -^  =  o  ;  d'où  ion  conclut, 

pour  les  coordonnées  OD  et  CD ^  de  ce  point. 

Quant  à  la  vitesse  en  un  point  quelconque  de  la 
trajectoire,  on  aura 

9  étant  cette  vitesse. 

25o.  L'ordonnée  CD  du  commet  de  la  parabole 
exprime  la  plus  grande  hauteur  à  laquelle  le  mobile 
s'ëiève  sur  cette  courbe  ;  c'est  ce  qu'on  appelle  la 
hauteur  du  jet.  Après  avoir  atteint  le  sommet ,  le 
mobile  redescend,  et  comme  la  branche  descen- 
dante de  sa  trajectoire  est  semblable  à  sa  branche 
ascendante  ,  il  revient  couper  l'axe  des  x ,  en  un 
point  dont  l'abscisse  OB  est  double  de  celle  qui  ré- 
pond au  sommet.  On  appelle  cet  abscisse  Y  amplitude 
du  jet  y  et  en  observant  que  2 .  cos .  a .  sin .  a=:sin .  sa, 
on  a 


OBz= 


ë 

où  Ton  voit  que  pour  une  force  de  projection  donnée, 
l'amplitude  est  la  plus  grande  ,  quand  le  projectile 
est  lancé  sous  un  angle  de  5o%  c'est-à-dire,  quand  on 
a  5t=:5o°.  On  obtiendrait  aussi  cette  valeur  de  OB, 
en  faisantjr=  o  dans  l'équation  de  la  trajectoire. 
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gnrJLa  vitesse  a  étant  toujours  donnée,  si  l'ou  de- 
^ïiiande  quel  doit  être  l'angle  cl  ,  pour  que  le  pro-=- 
jectile  atteigne  un  point  donné  ,  dont  les  coordon* 
nées  sont  xz=zÇ>  ^  j^=ziy^  on  mettra  ces  valeurs  dans 
l'équation  de  la  trajectoire ,  et  l'on  aura,  pour  dé- 
terminer CL  , 

■y  =  tans.  et.  C  —  ■ ^ X^. 

Pour  simplifier  Cette  équation^  soit  h  la  hauteur 
due  à  la  vitesse  a  y  de  manière  qu'on  ait  a''=.  2gh 
(n^I89)  ;  soit  aussi  tang.  ct=::Zy  et  par  conséquent 

•  :  V  -  =  I  +  z"  :  notre  équation  deviendra 
d'où  l'on  tire 

On   peut  donc  ,    en    général  ,  atteindre   le   but 

donné  en  tirant    sous  deux  directions  différentes, 

puisque    nous  trouvons   deux  valeurs    de    tailg*ût; 

,  mais  si  l'on  a  /^hy  -}-  ^^  >  4-^%  ces  deux  valeurs  sont 

imaginaires,  et  le  problème  est  impossible. 

:25î.  Rien  ne  serait  donc  plus  simple  que  la  théo- 
rie des  projectiles  ,  si  l'on  pouvait  faire  abstraction 
de  la  résistance  que  l'air  oppose  à  leur  mouvement; 
mais  cette  résistance  est  trop  grande  pour  qu'il  soit 
permis  de  la  négliger,  el  nous  allons  maintenant  j 

♦  0.  voir  égard. 

3  2  t>    e 
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La  résistance  d'un  milieu  quelconque  est  une 
force  dirigée  suivant  la  tangente  à  la  trajectoire, 
toujours  en  sens  contraire  du  mouvement  du  mo- 
bile; une  telle  force  nr'empêchex^a  pas  la  trajectoire 
d'un  corps  pesant  d'être  une  courbe  plane  ,  com- 
prise dans  le  plan  vertical  qui  contientla  direction  de 
la  vitesse  initiale  ;  nous  prendrons  donc  les  axes 
des  X  et  des  j  comme  précédemment  ;  de  plus  , 
nous  désignerons  par  s  l'arc  Om  (fîg.  ^^)  de  la  tra- 
jectoire ,  compris  entre  l'origine  des  coordonnées, 
ou  le  point  de  départ  du  projectile ,  et  le  point  m 
qui  répond  aux  coordonnées  x  et  jr  :  les  rapports 

-7-  et  -^  seront  les  cosinus  des  angles  que  la  droite 

mT^  tangente  au  point  m^  à  la  trajectoire,  fait  avec 
les  axes  des  x  et  des  j*;  en  désignant  donc  par  /?, 
la  résistance  du  milieu ,  et  observant  que  cette 
force  agit  suivant  le  prolongement  772 Z"  de  la  droite 

mT^  nous  aurons  — ^-tt  ^^  —  i? .  s  ,  pour  ses  com- 
posantes horizontale  et  verticale;  et  il  est  aisé  de 
voir  que  soit  dans  la  branche  ascendante  de  la 
trajectoire,  soit  dans  la  branche  descendante,  ces 
valeurs  sont  positives  ou  négatives,  selon  que  la  force 
JR  tend  à  augmenter  ou  à  diminuer  les  x  et  les  j*^ 
en  ayant  donc  égard  en  outre  à  la  pesanteur,  que  je 
désignerai  par  «•,  les  deux  équations  du  mouvement 
seront  (n°2i9) 

d'^x dx         dy ^    ^n  ^y 

232.  C^s  équations  conviennent  également  à  tous 
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les  points  du  projectile^  pourvu  que  tous  ces  points 
aient  le  même  mouvement  dans  l'espace ,  de  ma- 
nière qu'ils  de'crivent  des  courbes  parallèles,  et  qu'à 
chaque  instant,  leurs  vitesses  soient  toutes  égales,  pa- 
rallèles et  dirigées  dans  un  même  sens.  Dans  cette  hy- 
pothèse, on  peut  considérer  le  mouvement  d'un  pro- 
jectile qui  n'est  pas  un  pointmatèriel  isole',  mais  bien 
un  corps  de  dimension  finie.  La  résistance  R  dépend 
alors  de  la  forme  ,  des  dimensions  ^  de  la  densité 
et  de  la  vitesse  du  corps  ;  elle  dépend  aussi  de  la 
densité  de  l'air,  dans  lequel  il  se  meut  ;  mais  on 
peut ,  sans  erreur  sensible ,  supposer  cette  den- 
sité constante  dans  toute  l'étendue  de  la  trajectoire 
qu'on  a  besoin  de  considérer  :   R   est   donc  pour 

ds 

chaque  corps  une  certaine  fonction  de  -7-  ,   que    l'on 

suppose  le  plus  communément  proportionnelle  au 
carré  de   cette  vitesse;  ensorte  que  l'on  a 


dt 


2  > 


m  étant  un  coefficient  constant,  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement.  Relativem_ent  aux  corps  sphé- 
riques  et  homogènes ,  nous  avons  déjà  supposa 
(n°  208), 


/^'représentant  la  densité  de  l'air,  D  celle  du  corps, 
r  son   rayon,   et  ^  un    coelliciciiî  numéricjue  ,  la 
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même  pour  tous  ces  corps  et  donne  par   Fexpé- 

rience. 

255.  Les  équations  du  mouvement  qu'il  s'agit 
d'intégrer^  deviendront  donc,  en  y  mettant  pour 
R  sa  valeur, 

id^cc  ds   dx  d^y  ds    dy  ,    . 

-^ —  =  —  77i.-r-.-T-i  -7^=  —  -ST  —  7n.-7-.-T-.  \J^j 

dt^  dt    dt  '  df-  ^  dt    dt  ^    ^ 

La  première  s'intègre  immédiatement  et  donne 

dt-^'^  ' 

e  étant  la  base  des  logarithmes  dont  le  module  est 
l'unité,  et  Cla  constante  arbitraire.  Au  point  O, 

on  a  s  =0  ;    la  vitesse   horizontale   -7-  est  égale  à 

a .  cos  .et  5  en  conservant  les  dénominations  du  n°  229^ 
donc  C^=^a  .  cos.c4,  et  par  conséquent 

dx 

-7-  =a.cos,£t..e"''"^ 

dt 


Soit/?  la  tangente  trigonométrique  de  Tangle  que 
la  tangente  mTy  à  la  trajectoire  ,  fait  avec  l'axe  des  i 

1  .,  ,  .  dy  .         ■/ 

ççy  de  manière  qu  on  ait  p:=:-j-  ;  on  aura  aussi,. 


dy  dv 

'dt'^'P''dt' 


i 


et  en  différentiant , 
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dy        dp     ^^  i^      d^^ 


substituant  ces  valeurs  dans  la  seconde  des  e'qua- 
tions  (jn) ,  elle  se  réduit ,  en  vertu  de  la  première ,  à 

dp     dx 


divisant    cette   équation  par   le  carre  de  la  valeur 
dx 
dt 


precédeate  de  ;7- ,  il  vient 


dp  ^  ff.e""    _ 

dx  if-.COS^.OL 

Cette  nouvelle  équation  est  intégrable.  En  effet,  si 
l'on  multiplie  le  second  miembre  par  ds  ^  et  le  pre- 
mier par  dx,  \^  \  +/?%  qui  est  la  même  chose  que 
\^dx''-{-dj^^  ou  dsy  on  a 

/ s;.e^''''.ds 

^  ^  a^.cos^.ct 

et  comme  les  variables  p  Qis  sont  séparées  dans  cette- 
équation,  il  ne  reste  plus  qu'à  intégrer  les  deux 
membres  par  les  règles  colmues  ;  ce  qui  donne 

f?  étant  la  constante  arbitraire.  On  la  déterminerait 
eu  observant  qu'au  point  de  départ  on  a  à  la  £oi|- 
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5=0  y  ;?=tang.  ût;  ce  qui  donne 

mais  nous  conserverons,  pour  abréger,  la  lettre  c. 

Pour  déterminer  x  et  j-,  j'élimine  e^""  entre  les 
équations  (i)  et  (2),  et  j'ai 

,dx= —..^ -^ , ;    (3) 

mlpy  i-i-p"  -fiog.(/3  4-  K  1  4-p^)  —  c] 

et  a  cause  de  dj'z=^pdxy  j'ai  aussi 

Ces  équations  donneront^  par  la  mélliode  des 
quadratures,  les  valeurs  de  x  elj  en  fonction  dcy^. 
On  peut  encore  obtenir  une  troisième  équation  qui 
donnera  semblablement  le  tcms  en  fonction  de  la 
même  variable.  En  effet,  l'une  des  équations  précé- 
dentes donne 

dp .  doc 
dt"  r= ^- : 


s   ' 


Substituant  doi^c  la  valeur  de  dx  et  extrayant  la  ra- 
cine carrée,  il  vient 

dt=—— ----i? -——r.   (5) 

\/m^.{c—p  V  i-r-p'— log.(p4-  v/i-4-p  )3^ 
je  prends  ici  le  signe-— dtîvant  le  radical,  parce  qu^ 
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l'angle  dont/?  est  la  tangente,  diminue  à  mesure  que 
le  tems  augmente;  de  sorte  que  les  différentielles  J/? 
et  dt  doivent  être  des  signes  contraires. 

254.  La  solution  complète  du  problème  qui  nous 
occupe  est  donnée  par  les  équations  (5)^  (4)  ,  (5).  Si 
l'on  pouvait  intégrer  les  deux  premières  sous  forme 
finie,  on  aurait  x  etj  en  fonction  de  p  ;  éliminant 
donc  py  il  resterait  une  équation  en  oc  ^j^  qui  serait 
celle  de  la  trajectoire  ;  mais  les  méthodes  connues  ne 
s'appliquent  point  aux  expressions  de  dx  et  dj^  et 
leur  forme  ne  permet  pas  d'espérer  qu'on  parvienne 
jamais  à  les  intégrer.  Néanmoins,  nous  allons  mon- 
trer comment  les  équations  (5)  et  (4)  peuvent  servir 
à  décrire   la  trajectoire  par  points. 

Pour  abréger,  désignons  par  Fpy  le  coefficient 
de  dp  y  dans  la  valeur  de  dx  ^  de  sorte  qu'on  ait 

dx  =  Fp.dp       et       x—fFp.dp,         -àii-dHiù 

Cette  intégrale  doit  être  prise  de  manière  qu'elle  s'é- 
vanouisse au  point  O,  où  l'on  a/?  =  tang.  et;  l'abs- 
cisse d'un  point  quelconque  de  la  trajectoire  est  donc 
égale  à  la  somme  des  valeurs  infiniment  petites  de 
Fp.  dp  y  comprises  depuis  p-=.  tang.  et,  jusqu'à  la 
valeur  de  p  qui  répond  au  point  que  l'on  considère; 
par  conséquent  on  aura  la  valeur  de  x  par  approxi- 
mation, en  partageant  l'intervalle  des  valeurs  ex- 
trêmes de  p  en  un  très-grand  nombre  de  parties, 
égales  pour  plus  de  simplicité  ;  calculant  ensuite 
les  valeurs  de  Fp  qui  répondent  à  ces  divisions,  et 
prenant  la  somme  de  cesquantités;  multipliées  par  la 
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difFëreace  très-petite  des  valeurs  consécutives  de  p^ 
que  l'on  substituera  à  la  différence  infiniment  pe-- 
tite  dp.  Soit  donc  cT,  une  très -petite  quantité  posi- 
tive ;  nous  aurons  cette  suite  de  valeurs  correspon- 
dantes : 

fïr=tang.ît,  x^=0'j 

p=tang.a — <^,    07  =  —  F(tang.ct — ^).<^; 

p^rtang.flt  —  Q.^S',  x^=z  —  F(tang.£«— .<^).{^ — F(tang.st — 2^).è'\ 

p==lang.a — SJ",  x^  —  F(tang.a — É^).«^— F(tang.£t — z^).^ 

—  F(tang.a— 3J).=r. 
etc.  etc. 

,  :  Il  est  évident  que  ces  valeurs  de  x  approcheront 
d'autant  plus  d'être  exactes,  que  la  différence  S"  sera 
plus  petite.  En  continuant  le  calcul  jusqu'à  ce  qu'on 
soit  parvenu  à  p  =  Oy  on  aura,  aussi  exactement 
qu'on  voudra,  les  abscisses  de  tous  les  points  del  a 
branche  ascendante  de  la  trajectoire,  et  la  dernière 
sera  celle  du  sommet  de  cette  courbe.  Au-delà  de  ce 
point,  dans  la  branche  descendante,  les  valeurs  dep 
deviendront  négatives ,  et  la  continuation  du  même 
calcul  donnera  les  abscisses  des  points  de  cette 
branche.  Par  un  procédé  semblable,  appliqué  à  l'é- 
quation (4))  on  aura  les  ordonnées  qui  correspondent 
à  toutes  les  valeurs  positives  et  négatives  de  p.  En 
prenant  ensuite  les  valeurs  de  x  et  de  j*  qui  se  rap- 
portent à  chaque  valeur  de/?,  on  construira  la  courbe 
entière  par  points. 

L'ordonnée  relative  à  la  valeur  ^  =  o,  exprimera 
la  hauteur  du  jet;  l'abscisse  qui  répond  à  la  valeur 
de  p  pour  laquelle  l'ordonnée  passe  du  positif  au  né*- 
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gatif^  sera  rampîitude  du  jet.  La  dirècliûti  de  la  tan- 
gente ^en  un  point  quelconque  de  la  trajectoire^  sera 
connue  5  puisque  l'on  part  de  la  valeur  de  p  pour 
trouver  les  coordonnées  de  chaque  poiiit  de  cette 
•  courbe.  La  longueur  de  l'arc  correspondant  à  chaque 
Valeur  de  p^  est  aussi  donnée  par  l'équation  (2), 
Quant  ati  tems  que  le  mobile  emploie  à  parcourir 
cet  arc ,  on  le  déterminera  au  moyen  de  l'équation  (5) , 
[  et  par  un  procédé  semblable  à  celui  qui  a  donné  les 
!  Valeurs  de  x  et  de  j^.   Il  ne  reste  donc  plus  à  de- 
i  hiander  que  la  vitesse  du  mobile^  en  un  point  quel- 
!  ponque  delà  trajectoire;  or^  en  la  désignant  par  t^^ 


on  a 


dx^    ,   dy"-        ^     ,     ,^   daf       '     ^       .      „  ^    ^^ 


dt^:"  dt'-~'^  ^^ '' dt^~~^  "^  ^^  ^' dp\ 

à  cause  de  l'équation  -^  '  'T'^^^ — g,  d\in°  2,35;  Subs» 

dt^ 

tituant  pour  -j-^,  sa  valeur,  tirée  de  l'équation  (5), 


il  vient 

(G) 


g(i+P°) 


7/2 


[c  — p  v'i+p^--log.(p+  v/i  -f  p^)]' 


équation  qui  donnera  la  vitesse  du  projectile  en  fonc- 
tion de  p, 

255.  Dans  l'air,  les  deux  branches  de  la  trajec- 
toire ne  sont  pas  semblables  comme  dans  le  vide. 
La  branche  descendante  jouit  d'une  propi'iété  re- 
marquable ,  qui  se  démontre  fort  simplement  au 
moyen  de  nos  formules,  et  qui  consiste  en  ce  que 
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cette  branche  de  courbe  a  toujours  une  asymptote 

verticale. 

Pour  le  prouver,  transportons  Torigine  des  coor- 
données au  sommet  de  la  courbe  ;  prenons  toujours 
les  abscisses  horizontales  dans  le  même  sens  qu'au- 
paravant, et  les  ordonnées  verticales  en  sens  con- 
traire, de  manière  que  Cx'  et  Cy  soient  ces  nou- 
veaux axes  :  œ'  elj  étant  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  rapportées  à  ces  axes,  nous  aurons,  en 
les  comparant  aux  coordonnées  x  et  j-,  de  ce  même 
point,  œ'  =  OD  -\-  x  ,  y  =.  CD — j;  d'où   il  suit' 

dx'=zdxy  dy  :==z — d^' '   et  si  nous  faisons  ~,  =  ^', 

nous  aurons  aussiy?'= — -p;  par  conséquent 

îog.(p-f-  v/rf^">^iog.(-p'+  \/  i^p)^  ~îog.cp'-f-  ]/'^^^  ) , 


a  cause  que 


-P  +  \/i-hp'^^- 


Les  équations  (5)  et  (4)  deviendront  donc 


dx^  = 


dp' 


dy  = y=^-^ ei^ -^ . 

Or,  en  construisant  la  branche  descendante  ,  au 
moyen  de  ces  équations  et  par  le  procédé  du  n°  pré- 
cédent, on  pourra  donner  à  p'  des  valeurs  positives, 
aussi  grandes  que  l'on  voudra;  mais,  quand yy'  sera 
devenu  très-grand^  on  obtiendra  les  valeurs  appro- 
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chees  de  x  et  à^  jr'  d'une  manière  plus  simple  :  on 
mettra  alors  p  au  lieu  de  Vi+yf?'*;  on  négligera 
aussi  log.(/?'+\/i+/?'^),  par  rapport  à  ;p'%  parce 
que  le  logarithme  d'un  nombre  très-grand ,  est  très- 
petit  par  rapport  à  ce  nombre;  négligeant  encore  la 
constante  c  ^   par  rapport  à  y»'%  on  aura  simplement 

dx'  —  -^  dy'  -  ^- 

■et  en  intégrant. 

mp  -^  m,      ^  "^ 

■  ^  et  ^'  étant  des  constantes  arbitraires. 

Cette  valeur  dej-'  n'a  pas  de  limite;  elle  croît  in- 
définiment avec  p\  quoique  dans  un  moindre  rap- 
port. Mais  la  valeur  de  l'abscisse  horizontale  x% 
ayant  pour  limite  la  constante  b ,  nous  en  devons^ 
conclure  que  la  branche  descendante  a  pour  asymp- 
tote une  droite  verticale,  c'est-à-dire,  que  si  nous 
prenons  sur  l'axe  Cx\  à  partir  du  point  C^  une  partie 
CE ^  égale  a  h  ^  et  que  nous  menions  par  le  point  E  , 
la  verticale -E-F,  la  branche  CBK  de  la  trajectoire  ap- 
prochera de  cette  droite  d'aussi  près  qu'on  voudra , 
sans  jamais  se  confondre  rigoureusement  avec  elle. 

256.  En  mettant  de  même  — p'  à  la  place  de  p , 
dans  l'équation  (5),  et  faisant  les  réductions  qtii  sont 
permises^  quaavd/?'  devient  très-grand,  on  aura 
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et  e^  intégrant,     .  i 

ymg 

•■"-'*•'■'!  <  ;\  ■      ■   ■   1  •*  "■  •  -A^  -  C  ** 

^^^iag^tlaijÇOTSt^ixtq  arbitraire.     .:,,..» j^jp^ç)!  p 

'    Éliniînaht  log./î'^'  entre  cette  valeur  dd  f  et  ceîl^ 
de^',  il  vient. 


=,-v/ 


—  +  const.  ; 

771 


ce  qui  nous  enseigne  que  le  mouvement  du  projec-^ 
tile ,  en  même  tems  qu'il  s'approche  d'être  verti- 
cal ,  tend  aussi  à  devenir  uniforme  avec  une  vi- 


tesse \/  ^— .  ^ 

On  obtiendrait  aussi  cette  limite  de  la  vitesse,  au 
moyen  de  l'équation  (6)  ;  et  Ton  peut  observer  qu'eliç 
est  la  même  que  nous  avons  déjà  trouvée  dans  1$ 
n^  2o8.  ;      ,   , 

"  sS»^.  Lorsque  l'angle  de  projection  ^OJrVst  très=i 
petit  (fîg.  57),  le  mobile  ne  s'ëlève  qu'à  une  très-^ 
petite  hauteur  au-dessus  de  l'axe  horizontal  Ojc;  or^ 
dans  ce  cas  on  peut  trouver,  par  approximation^* 
l'ëquation  en  jc  etj  de  la  portion  OCB  de  la  trajeci- 
toire ,  qui  est  située  au-dessus  de  cet  axe. 

En  effet,  dans  toute  cette  partie,  la  tangente  à  là 
courbe  est  presque  horizontale  ;  ce  qui  rend  la  quan- 
tité p  très -petite  :  en  négligeant  donc  son  carré,  on 

^^^^'^  ___ 

d'où  il  suit 

dp  "t:  dx.  |/i  -j-p^  =  d^f       et      ^  r=  a:; 
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je  mets  donc  œ  à  la  place  de  s  dans  l'e'quation  (i)  du 
n°  255;  il  vient  ,      rî  r^4în 

Tanglë  ^è  projection  cl  étant  supposé  très-petit,  ori  a  , 
à  très-peu  près ^  cos.  a=  i  ;  de  plus ,  j'appelle  h  la 
hauteur  due  à  la  vitesse  initiale  a^  c'est-à-dire,  que  je 
suppose  a^-=-ig}i  (n"  189)  ;  on  aura  donc 

Jp=r. î--e^'"'^.c?x; 

/  2.11  ^ 

intégrant  et  déterminant  la  constante  arbitraire  par 
la  condition  ^  =  tang.ot,  au  point  O,  oùronax  =  05 
on  trouve 

Je  multiplie  cette  équation  par  dx ,  j'observe  que 
pdx=^djy  j'intègre  ensuite,  et  je  détermine  la  cons- 
tante arbitraire  de  manière  qu'on  ait,  au  point  O, 
a:  =  o  etj'=o  ;  j'ai,  pour  résultat, 

y  =  a:.taag.a — 5 — rr-Cê:''""^  —  27710: — 1), 
^  omrh  ' 

C'est  l'équation  demandée  de  la  courbe  OCB;  et  l'on 
peut  observer  que  le  premier  terme  ^.tang.  et,  de 
cette  valeur  de  r,  est  l'ordonnée  verticale  de  la  droite 
0^,que  le  projectile  aurait  décrite,  sans  l'action  de 
la  pesanteur;  de  sorte  que  le  second  terme  exprime 
en  chaque  point  de  la  courbe,  la  hauteur  d'oii  le  mo- 
bile est  tombé,  en  vertu  de  la  pesanteur  combinée 
avec  la  résistance  du  milieu. 


i 
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En  donnant  a.  x  difFërenles  valeurs,  les  deux  der- 
nières équations  donneront  les  valeurs  correspon- 
dantes dej*  et  de  p;  ainsi,  l'on  pourra  construire  la 
courbe  OCB  ^  et  Ton  connaîtra  de  plus  la  direc- 
tion de  la  tangente  en  chaque  point.  Ces  ^équa- 
tions pourront  même  servir  à  prolonger  la  courbe 
au-delà  du  pointa  :  elles  seront  suffisamment  exactes, 
tant  que  la  valeur  de  p  n'aura  pas  cessé  d'être  très- 
petite;  mais,  passé  ce  terme ;,  il  faudra  recourir  aux 
formules  rigoureuses  du  n°  255. 

On  peut  déterminer  directement  la  hauteur  du  jet, 
ou  la  plus  grande  ordonnée  DC;  car,  au  sommet  C^ 
on  a  p  =  o;  égalant  donc  à  zéro  la  valeur  précédente 
de/?,  et  résolvant  ensuite  l'équation  par  rapport  à 
e""*^^  il  vient 

par  conséquent 


a?  =  OD=: .  log.  (i  -}^  4"^/z .  tang .  fit) ; 


2772- 


substituantces  valeurs  de  e"'"*  et  de  a:,  dans  celle  dej-, 
on  aura  la  valeur  de  l'ordonnée  DC, 

Quant  à  l'amplitude  du  jet  OB  y  on  la  détermi- 
nera en  égalant  à  zéro  la  valeur  dej^;  ce  qui  donne 

équation  transcendante,  d'où  Ton  tirera,  par  ap- 
proximation, la  valeur  numérique  de  x  ou  de  OB^ 
lorsque  les  quantités  A,  a  et  m  seront  dçanées^. 

s  ni. 
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§.  III.  Moui^ement  elliptique  des  Planètes» 

258.  Dans  le  problème  que  nous  venons  de  ré- 
soudre, les  forces  appliquées  au  mobile  nous  étaient 
données,  et  il  s'agissait  de  déterminer  toutes  les  cir- 
constances de  son  mouvement  ;  nous  allons ,  dans 
celui-ci ,  suivre  une  marche  inverse  :  nous  suppose^ 
rons  connues  les  lois  du  mouvement,  et  nous  nous 
proposerons  de  déterminer  en  conséquence  la  force 
qui  le  produit. 

Les  lois  du  mouvement  des  planètes  autour  du  so- 
leil ,  sont  généralement  connues  sous  le  nom  de  lois 
de  Kepler^  parce  qu'elles  ont  été  découvertes  par  cet 
astronome,  qui  les  a  déduites  de  l'observation.  Elles 
sont  au  nombre  de  trois,  dont  voici  les  énoncés. 

I*.  Les  planètes  se  meuvent  dans  des  courbes  planes^ 
^t  leurs  rayons  vecteurs  décrivent  ^  autour  du  centre 
du  soleil  y  des  aires  proportionnelles  au  tems. 

2°.  Les  orbites  (c'est-à-dire  les  trajectoires')  des 
planètes  sont  des  ellipses  dont  le  centre  du  soleil  oc- 
cupe  unfojer, 

5*.  Les  carrés  des  tems  des  révolutions  des  planètes 
autour  du  soleil  sont  entre  eux  comme  les  cubes  des 
grands  axes  de  leurs  orbites. 

Ces  lois  se  rapportent  au  mouvement  du  centre  da 
gravité  de  chaque  planète*  c'est  donc  le  mouvement 
de  ce  point  que  nous  allons  considérer;  et  quand  il 
sera  question  de  la  position  ou  de  la  vitesse  d'une 
planète,  il  faudra  entendre  la  position  ou  la  vitesse 
de  son  centre  de  gravité, 

I.  25 


354  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

259.  La  première  loi  nous  montre  d'abord  que  la 
force  accélératrice  qui  agit  sur  chaque  planète, et  qui 
est  appliquée  à  son  centre  de  gravite,  est  constam- 
nient  dirigée  suivant  la  droite  qui  joint  ce  centre  et 
celui  du  soleil  (n°  228).  La  direction  de  la  force 
étant  ainsi  connue  ,  voyons  comment  la  seconde 
loi ,  combinée  avec  la  première,  nous  fera  connaître 
son  intensité  dans  les  différentes  positions  de  la 
planète. 

Soit  ADBE  (fîg.  58)  Telllpse  décrite  par  la  pla- 
nète^ AB  son  grand  axe,  Cson  centre,  O  l'un  de  ses 
deux  fojers  que  nous  prendrons  pour  le  centre  du 
soleil;  soit  aussi  m  la  position  de  la  planète  à  un  ins- 
tant quelconque,  r  son  rayon  vecteur  Om^  et  v  l'angle 
mOx ,  compris  entre  ce  rayon  et  une  ligne  û^e  Ox^ 
menée  arbitrairement  dans  le  plan  de  l'orbite  :  r 
et  V  seront  les  coordonnées  polaires  d'un  point  quel- 
conque de  l'ellipse ,  et  son  équation  entre  ces  coor- 
données aura  cette  forme  : 

0(1  —  e*)  ,  . 

i+e.cos.(i/ — cù)^ 

a  étant  le  demi-grand  axe  CA ,  ae  la  distance  COàw 
centre  à  l'un  des  foyers,  a.  \' 1  —  e*  le  demi- petit 
axe  CD  y  û)  l'angle  AOx  compris  entre  le  grand  axe 
et  la  ligne  ^r^e^  d'oii  l'on  compte  l'angle  \^.  Cette  équa- 
tion de  l'ellipse  se  trouve  dans  la  plupart  des  Traités 
d'application  de  l'algèbre  à  la  géométrie,  et  d'ail- 
leurs elle  est  facile  à  déduire  de  l'équation  de  la 
môme  courbe ,  en  coordonnées  ordinaires. 

En  astronomie  j  a  s'appelle  la  distance  mojenne  de 
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là  planète  ;  a(i  ^e)  etaÇi  — e)  sont  la  plus  grande 
et  la  plus  petite  dista,nce  ;  e  se  nomme  V excentricité 
de  l'orbite.  L'angle  variable  v  est  la  longitude  de  la 
planète ,  comptée  dans  le  plan  de  Forbite  ;  l'angle 
constant  œ  est  la  longitude  au  périhélie ^  ou  du  point 
de  l'orbite  le  plus  près  du  soleil  :  on  appelle ,  au  con- 
traire, aphélie  y  le  point  de  l'orbite  le  plus  éloigné 
du  soleil.  Enfin,  l'angle  p — ^  œ ^  qui  exprime  la  dis- 
tance angulaire  de  la  planète  au  périhélie  de  son  or- 
bite, se  nomme  V anomalie  vraie  de  cette  planète. 

L'aire  décrite  pendant  l'instant  dt,  par  le  rayon  r, 
est  égale  à ^.r'di^  (n°  227) ;  on  a  donc  aussi,  en  vertu 
de  la  première  loi, 

r''dv==:cdt;  (2) 

c  étant  une  quantité  constante  qui  exprime  le  double 
de  l'aire  décrite  dans  l'unité  de  tems. 

240.  Cela  posé,  désignonspar  «r  etj*  les  coordon- 
nées rectangulaires  de  la  planète,  rapportées  aux  axes 
Ox  et  Ojy  menés  par  le  centre  du  soleil  et  dans  le 
plan  de  l'orbite.  Soit  JR.  la  force  accélératrice  qui  agit 
sur  la  planète;  nous  savons  déjà  que  cette  force  est 
dirigée  suivant  la  droite  Omises  composantes,  paral- 
lèles aux  axes  des  coordonnées,  seront  donc  i?.— 

r 

et  i?.— ;  car  on  voit  sans  peine  que  —  et  ^  sont  les 

cosinus  des  angles  mOx  et  mOj-,  De  plus,  la  courbe 
décrite  étant  concave  vers  le  centre  du  soleil,  il  est 
évident  que  la  force  qui  produit  le  mouvement,  doit 
être  dirigée  vers  ce  point;  ses  composantes  tendront 

23.  • 
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donc  à  diminuer  les  coordonnées  oc  etj",  par  consé^ 
^uentles  équations  du  mouvement  (11°  219)  seront 

de  r'  dt^  '  r* 

Multiplions  la  première  équation  par  2dx ,  la  se- 
conde par  2dj;  ajoutons-les  ensuite;  intégrons  et  re* 
présentons  par  b  la  constante  arbitraire  ^  nous  aurons 

^n  faisant  attention  que  l'on  a 

x^  -j-y^  =  r*      et      xdx+ydy  =s  rdt. 

Comme  nous  avons  pris  pour  axe  des  œ ,  la  ligne  Oxp 
d'où  Fon  compte  l'angle  i^^  on  a  aussi 

x  =  r.cos.if ,      j'^r.sin.v; 

d'où  l'on  tire 

dx^  +  dy^  =  df-  -4-  ]^dv*. 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (5) ,  et  éll^ 
minant  i^?^5  au  moyen  de  l'équation  (2),  il  vient 

r^    dr^        r* 

Si  la  force  R  nous  était  donnée  en  fonction  de  r, 
cette  équation  serait  celle  de  la  trajectoire;  sa  com- 
paraison avec  l'équation  (i),  doit  donc  nous  servir  à 
déterminer  cette  force. 

Or^  l'équation  (1)  peut  s'écrire  ainsi  : 
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1        1 -j- e.cos.  (u — (i/) 

€»  la  difFërentiant,  on  a 

1    dr        e ,  sin .  (y  —  ») 

^u  hieriy  en  élevant  an  carré  ^ 

1    c?7**       e'* .  sin^ .  (y —  fô)  e'*  e® .  cos'^ .  ((/  —  cô) 

mais  l'équation  (i )  donne  aussi 

C^.COS^.(t/ û»)    ^   1  2  1  1 


dï)ne 


1     fZr* 


H  '  Ji/^        a  (1  — e^)  "r        r"       a"  (1  —  eO  ' 
ce  qui  change  réquation  (4)  en  celle-ci  : 

ff  où  Ton  tire  ,  par  la  différentiation  ^ 


^=.- 


\n  faisant^  pour  abréger. 


^  = 


Ainsi  5  rintensité  de  la  force  Ry  qui  retient  uns 
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planète  dans  son  orbite,  est  en  raison  inverse  du 
carré  de  son  rayon  vecteur.  C'est  donc  par  la  com- 
binaison d'une  force  accélératrice,  variable  suivant 
cette  loi,  avec  une  impulsion  primitive ,  que  chaque 
planète  décrit  autour  du  soleil,  une  ellipse  dont  cet 
astre  occupe  un  foyer.  La  quantité  />c  exprime  l'in- 
tensité de  cette  force  à  l'unité  de  distance  ;  et  comme 
elle  dépend  des  trois  quantités  a^  e,  c^  qui  ont  des 
valeurs  particulières  pour  chaque  planète,  nous  ne 
pouvons  décider  si  elle  change  ou  si  elle  reste  la 
mêmej,  en  passant  d'un  planète  a  une  autre.  Pour 
résoudre  cette  nouvelle  question ,  il  est  nécessaire 
de  recourir  à  la  troisième  loi  de  K épier ^  dont  nous 
n'avons  point  encore  fait  usage. 

241 .  Soit  T  le  tems  de  la  révolution  d'une  planète 
autour  du  soleil;  cT  sera  le  double  de  Faire  décrite 
pendant  ce  tems,  par  son  rayon  vecteur;  car  les  aires 
sont  proportionnelles  au  tems  employé  à  les  décrire, 
et  c  exprime  le  double  de  l'aire  décrite  dans  l'unité 
de  tems.  Mais  pendant  le  tems  T',  le  rayon  vecteur 
décrit  la  surface  entière  de  l'ellipse,  qui  est  égale,  | 
comme  on  sait,  au  produit  des  deux  demi -axes, 
multiplié  par  le  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre ;  en  désignant  donc  ce  rapport  par  'tT,  et  ob- 
servant que  les  demi-axes  sont  a  eXa.)/'  1  — e^,  nous 

aurons  7t  a^  .\/^  1 — ^e%  pour  l'aire  correspondante  auj 
tems  Ty  et  par  conséquent 

Je  tire  de  là  la  valeur  de  ^,  et  je  la  substitue  danî 
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celle  de/>t;  il  vient 


l^ 


Relativement  a  une  autre  planète,  soit  T^  le  tems  de 
la  révolution,  a  le  demi-grand  axe,  et /a'  ce  que  de- 
vient fju  ;  nous  aurons  de  même  : 


Mais,  d'après  la  troisième  loi  de  Kepler ^  on  a 


''^  ::  d"  la''; 


£lonc  fjt!z=ziJL, 

L'intensité  de  la  force  accélératrice  ,  qui  agit  sur 
les  planètes ,  est  donc  la  même  pour  tous  ces  corps  , 
à  l'unité  de  distance.  Cette  force  ne  varie,  d'une 
planète  à  une  autre,  qu'à  raison  de  la  différence  de 
leurs  distances  au  soleil,  et  suivant  la  même  loi, 
qu'en  passant  d'une  position  à  une  autre ,  de  la  même 
planète;  par  conséquent  si  l'on  conçoit  deux  pla- 
nètes placées  à  la  même  distance  de  cet  astre,  elles 
seront  soumises  à  la  même  force  accélératrice,  et, 
abandonnées  à  elles-mêmes,  sans  vitesse  initiale, 
elles  prendront  le  même  mouvement,  chacune  sui- 
vant la  droite  qui  joint  son  centre  à  celui  du  soleil; 
d'où  il  résulte  une  analogie  remarquable  entre  la 
force  qui  retient  les  planètes  dans  leurs  orbites ,  et 
la  pesanteur  terrestre  qui  imprime  aussi  le  même 
mouvement  à  tous  les  corps  placés  à  la  même  dis* 
tance  du  centre  de  la  terre. 
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242.  Il  ne  suffit  pas  de  connaître  la  nature  des  or-» 
Htes  planétaires  qui  nous  est  donnée  par  l'obser- 
vation ;  il  faut  encore  avoir  la  valeur  de  l'une  ou  de 
l'autre  des  coordonnées  r  et  c^,  en  fonction  du  tems^ 
afin  de  pouvoir  assigner,  à  chaque  instant,  la  posi- 
tion du  mobile  sur  sa  trajectoire.  On  trouverait  aisé- 
ment cette  valeur,  en  combinant  ensemble  les  équa- 
tions (i)  et  (2)  dun*"  25g;  mais  nous  allons  reprendre 
en  entier  et  dans  un  ordre  inverse ,  le  problème  du 
mouvement  des  planètes  autour  du  soleil  :  nous 
supposerons  donnée,  la  loi  de  la  force  accélératrice, 
€t  nous  chercherons,  à  la  fois,  la  courbe  décrite  et 
îa  loi  du  mouvement  sur  cette  courbe, 

245.  Représentons  toujours  par  r,  le  rayon  vec- 
teur du  centre  de  la  planète  à  un  instant  quelconque^ 

et  par  4  y  ^^  force  accélératrice  dirigée   suivant  ce 

rayon ,  /jl  étant  un  coefficient  constant  et  positif.  II 
est  évident  qu'un  point  matériel ,  projeté  dans  l'es- 
pace suivant  une  droite  quelconque,  et  soumis  à 
l'action  d'une  force  constamment  dirigée  vers  un 
point  fixe,  doit  se  mouvoir  dans  le  plan  de  cette 
droife  et  de  celle  qui  le  joignoit  au  point  fixe,  à 
l'instant  de  sa  projection;  car,  tout  étant  semblable 
de  part  et  d'autre  de  ce  plan,  il  n'y  a  pas  de  raison 
pour  que  le  mobile  s'en  écarte  jamais.  L'orbite  de 
chaque  planète  est  donc  une  courbe  plane,  et  son 
plan  est  celui  qui  passait,  à  Torigine  du  mouvement, 
par  le  rayon  vecteur  et  par  la  direction  de  la  vî- 
Jiesse.  Menons  dans  ce  plan  ;,  par  le  centre  du  soleiî> 
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les  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oj  (fîg.  58),  qui 
seront  ceux  des  coordonnées  xeij  du  mobile  ;  les 

composantes  parallèles  à  ces  axes,  de  la  force  ~, 

seront  ^  et  ^;  et  comme  elles  tendent  Yisibleraent 

à  diminuer  les  coordonnées  ocetj  du  mobile,  nous 
aurons,  pour  les  deux  équations    du  mouvement 

(n'^^ig), 

d^oc  [JLX  dy fJLy 

l/F  ~~  ~"  7^  '         IF       "^  r^' 

dt  étant  toujours  l'élément  du  tems. 

On  en  déduit ,  sans  difficulté  (  n^^  224  et  226  ) ,  ces 
deux  intégrales  premières, 

-^^  —  ---.  4. Z,  =  0,       xdy-^ydx-=  cdt-, 

h  el  c  étant  les  constantes  arbitraires.  Si  l'on  fait  usage 
des  coordonnées  polaires  /'  et  t^,  comme  dans  le 
n°  25g,  et  que  l'angle  p  soit  compté  de  l'axe  Oxj,  ou 
aura  ^=:r.cos.p,jK,=^  r.sin.t^,  et  ces  équations  de- 
viendront 

~ .-C-L-^rrrO,         r^dv  =z  cdt  (o) 

df-  r  * 

Éliminant  dt  entre  elles ^  et  faisant,  pour  abréger^ 
-=^  z ,  il  vient 

dz^ 

pour  l'équation  différentielle  de  la  trajectoii'e.  En  la 
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résolvant,  par  rapport  a.  di^^  on  a 

—  .dz 
cdz  y  y-^ — bc^ 

y  2^z  —  b  —  c-'z^  /         /    (A  —  c^z    \^ 

d'où  Fou  tire,  en  intégrant, 

/  [A  —  c^z  \ 

irrzs  a  -f-  arc .  (  cos .  =  -*  )  ; 

cû  étant  la  constante  arbitraire.  On  aura  donc  réci-  ; 
proquement 

OU  bien,  en  remettant  —  à  la  place  de  z, 

c'^3=/!^r+  {/[j.^ — bc^.r.  COS.  (v — «).  (b) 

A  cause  de  l'angle  arbitraire  &),  il  est  permis  de 

changer  le  signe  du  radical  \//ul^  —  ^c*,  et  de  le 
jprendreavec  le  signe +,  car  cela  revient  évidemment 
à  augmenter  co  de  deux  angles  droits. 

D'après  cette  équation,  on  pourrait  déjà  voir  que 
la  trajectoire  est  une  section  conique;  mais  on  s'en 
assurera  plus  aisément,  en  transformant  les  coor- 
données polaires  en  coordonnées  orthogonales. 

244-  Menons  par  le  centre  du  soleil,  dans  le  plan 
de  l'orbite,  les  axes  rectangulaires  Oœ  et  Oy^  et 
supposons  que  l'axe  Ox^  fait  avec  la  droite  Ojc,  d'où 
l'on  compte  l'angle  c^,  un  angle  xOx  égal  à  laçons- 
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tante  (à.  Soient  x'  et  f  les  coordonnées  de  la  pla- 
nète, rapportées  à  ces  nouveaux  axes;  le  rayon  vec- 
teur r  fera  avec  l'axe  Ox\  un  angle  v — où-,  par  con- 
séquent, on  aura, 

a?''=:r.cos.(y  —  û;),  j''=:r.sin.(y  —  <»),  r=  V/x'^ -|- j'^ 
L'équation  (h)  deviendra  donc 

et,  en  faisant  disparaître  le  radical  V x'^-^j'"'  on 
aura 

Cette  équation  appartient  à  l'ellipse,  à  l'hyperbole, 
ou  à  la  parabole,  selon  que  la  constante  h  est  posi- 
tive, négative,  ou  nulle;  et  comme,  d'après  l'équa- 
tion précédente,  le  rayon  vecteur  \/x'* +J''''  s'ex- 
prime sous  forme  rationnelle ,  en  fonction  de  l'abs- 
cisse^', il  s'ensuit  que  l'origine  des  coordonnées  x^ 
etj^  est  placée  dans  les  trois  cas,  à  l'un  des  foyers  de 
la  courbe. 

Ainsi ,  un  point  matériel  attiré  vers  un  point  fixe, 
en  raison  inverse  du  carré  des  distances ,  décrit  une 
section  conique  dont  ce  point  occupe  un  foyer.  La 
nature  et  les  dimensions  de  la  section  conique  dé- 
crite, dépendent  des  constantes  arbitraires  ^  et  c, 
qui  dépendent  elles-mêmes  des  conditions  initiales 
du  mouvement,  comme  on  va  le  voir,  en  détermi- 
nant ces  constantes. 

a^S,  Soit^  à  l'origine  du  mouvement^  /  la  distance 
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du  mobile  au  point  fixe,  ou  la  valeur  de  r;  F  îa  vi- 
tesse du  mobile ,  c'est-à-dire ,  la  valeur  de  ^^^+^"^^'. 

'  dt 

enfin  ô  Tangle  que  cette  vitesse  fait  avec  le  rayon  vec-* 
teur;  V.cosh  sera  la  vitesse  /^décompose'e  suivant  ce 

rayon,  ou  la  valeur  de  ^,  qui  re'pond  à  cet  instant ^^^ 
de  sorte  qu'on  aura  à  la  fois 

*      dt  ^  dt^        —  ^   ? 

d'où  l'on  tire  facilement 

dv  -_^  /^.  sin.ô 
dt  2       ' 

Substituant  donc  ces  valeurs  àer^  ~  et  -7^,  dans  !e& 
deux  équations  (a) ,  il  vient 

On  voit  par  là  que  la  constante  b  sera  positive,  né- 
gative ou  nulle ,  selon  qu'on  aura  V^  <~ ,  V^  >~, 

L  i 

OU  V^-=.  y-.  11  s'ensuit  donc  que  la  nature  de  la  sec- 
tion conique  qui  sera  décrite  par  le  mobile,  ne  dé- 
pendra que  de  sa  vitesse  et  de  sa  distance  initiales  : 
elle  sera  indépendante  de  la  direction  de  cette  vitesse; 
mais  l'angle  â  influera  sur  les  dimensions  de  cette 
courbe,  puisqu'il  entre  dans  la  valeur  de  c. 

L'observation  avait  appris  que  les  planètes  dé- 
crivent des  ellipses  dont  le  soleil  occupe  un  foyer;: 
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on  en  a  conclu  que  la  force  qui  les  sollicite  vers  le 
centre  de  cet  asti^e  est  en  raison  inverse  du  carre  du 
rayon  vecteur  ;  maintenant  l'analyse  nous  montre 
qu'une  telle  force  accële'ratrice,  combine'e  avec  une 
impulsion  primitive  convenable,  peut  faire  décrire 
à  un  point  matériel ,  non  -  seulement  une  ellipse , 
mais  encore  une  hyperbole  ou  une  parabole  :  il  est 
donc  possible  qu'il  existe  dans  la  nature,  des  astres 
visibles  une  seule  fois  pour  nous,  parce  qu'ils  ont 
reçu^  à  l'origine  de  leur  mouvement,  la  vitesse  néces- 
saire pour  décrire  une  parabole  ou  une  hyperbole. 

246.  Considérons,  en  particulier^  le  cas  de  l'el- 
lipse^ et  déterminons, pour  ce  cas,  les  ordonnées  r 
et  t^,  en  fonction  du  tems. 

En  éliminant  d^^  entre  les  deux  équations  {a) ,  on 
trouve 

di^  ^  -f-  r  ^  ^  ^ 

D'où  l'on  conclut  d'abord  que  la  plus  grande  et  la 
plus  petite  valeur  de  /-,  qui  ont  lieu  quand  on  a 

2f-=-o,  seront  données  par  cette  équation  du  second 

degré 

^  ''-t-'-  +  T  =  °- 

Si  donc  on  désigne  ces  valeurs,  comme  dans  le 
n*  2^9,  para(i+e)  et  a  (i—- e),  leur  somme  na 

sera  égale  au  coefficient  ~,  et  leur  produit  «^(i — ^^) 
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sera  égal  au  dernier  terme  -^\  ce  qui  donne 

a 

C'est  ce  qu'on  aurait  aussi  trouvé  en  comparant  l'é- 
quation (i)  du  n°  259,  à  l'équation  (b)  du  n°  245.  En 
effets  pour  que  ces  deux  équations  de  la  trajectoire 
coïncident,  il  faut  faire 

—  =:a(i— eO,       — =  e; 

d^où  l'on  tire  les  valeurs  précédentes  de  b  et  de  c*. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (c),  et  la 
résolvant  par  rapport  à  ^^5  il  vient 

Or,  on  fait  disparaître  le  radical  qui  entre  dans  cette 
valeur  de  dt^  en  prenant 

r=:a(i — e.cos.u), 

u  étant  une  nouvelle  variable  ;  car  on  a  alors 

dr=:ae.sm.u,du,      aV  —  (r  —  ay  =  aV.  sin**,  m  , 
et  par  conséquent 

ai/ a    , 

é?t  =  (1  —  e .  cos .  u) . —Tir- ,  au» 
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Eq  faisant,  pour  abréger — -7==^,  et  en  intégrant, 

on  aura 

nt  =  u  —  e .  sin .  M  +  con&t. 

Cette  équation  donnera  la  valeur  de  u  en  fonction 
de  t;  on  aura  ensuite  la  valeur  de  r^  au  moyen  de 
réquation  r=^(i  — ^e.cos.w);  et  enfin  la  valeur  de  f 
sera  donnée  par  l'équation  de  la  trajectoire.  Les  va- 
leurs de  r  et  de  (^  étant  ainsi  exprimées  en  fonction 
du  tems,  on  pourra  déterminer,  à  un  instant  quel- 
conque ,  la  position  de  la  planète  dans  son  orbite. 

L'excentricité  des  orbites  planétaires  est ,  en  gé- 
néral, une  fraction  très-petite;  ce  qui  permet  de  ré- 
duire les  valeurs  de  z/,  ret  p»,  en  séries  très-conver- 
gentes, ordonnées  suivant  les  puissances  de  e.  Si 
l'on  borne  l'approximation  à  la  première  puissance  , 
il  ne  sera  pas  nécessaire  d^employerla  quantité  auxi- 
liaire w,  pour  avoir  les  valeurs  de  r  et  de  p  ;  on  les 
obtiendra  très-simplement  de  la  manière  suivante. 

2^j,  En  négligeant  le  carré  de  e,  l'équation  de 
l'orbite  elliptique,  ou  l'équation  (i)  du  n°  209, 
donne 

r*  =  a* [1  —  2e.  cos .  (v  —  &>)]  ; 

je  substitue  cette  valeur  dans  l'équation  (2)  du  même 
n%  savoir: 

en  négligeant  toujours  e%  et  faisant  pour  abréger 

- — ^z=,n^  il  vient 

aya 
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d'où  l'on  tire ^  en  intégrant, 

V  —  2,e.sm.(y  —  »)  =  7îi  -4-  A  ^ 

k  étant  la  constante  arbitraire. 

Pour  simplifier,  je  fais  les  constantes  œ  eik  égales  à 
zéro  ;  ce  qui  revient  à  compter  l'angle  p  ,  à  partir  de  la 
droite  Ox'^  qui  coïncide  avec  la  partie  O^  du  grand 
axe  et  qui  passe  par  le  périhélie,  et  le  tems  ty  à  partir 
de  l'instant  du  passage  de  la  planète  par  ce  point ,  de 
manière  qu'on  ait ,  à  la  fois,  i=oet  ^=o,  au  pointa* 
On  aura  alors  p=;'2^+2e.sin.p';  par  conséquent  t^ 
est  égal  a  ?ity  quand  on  néglige  la  quantité  e;  lors 
donc  qu^on  néglige  seulement  son  carré,  on  a 

V  :==:nt  -\-  2e. sin.  nt. 

La  valeur  correspondante  du  rayon  vecteur  r,  dé- 
duite de  la  valeur  précédente  de  ;  %  est 

tT=a{i — ■  e, COS. nl^. 

Au  moyen  de  ces  deux  équations,  on  aura  ,  à 
chaque  instant,  la  position  de  la  planète  dans  son 
plan. 

248.  Pour  représenter  le  mouvement  de  la  pla- 
nète, les  astronomes  imaginent  un  astre  fictif,  qui 
se  meut  circulairement  autour  du  soleil ,  dans  le  plan 
de  l'orbite;  qui  part  du  périhélie  au  même  instant 
que  la  planète,  et  dont  la  distance  angulaire  à  ce 
point  est  toujours  égale  au  premier  terme  nt  de  la 
valeur  de  p.  Le  rayon  vecteur  de  cet  astre  se  meut 
uniformément,  et  fait  à  chaque  instant,  avec  celui  de 

la 
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la  planète,  un  angle  égal  à  2e.sin,nt,  Cet  angle  va- 
riable s'appelle  V équation  du  centre.  Lorsque  l'angle  i^ 
est  égal  à  deux  ou  à  quatre  angles  droits  ;,  les  deux 
angles  v  et  nt  sont  égaux;  par  conséquent  l'astre  fic- 
tif passe  à  l'aphélie  et  revient  au  périhélie^  en  même 
tems  que  la  planète  ;  mais  dans  la  première  moitié  de 
la  révolution,  la  planète  précède  l'astre^  et  dans  la 
seconde,  l'astre  précède  la  planète.  Si  l'on  nomme  T' 
le  tems  d'une  révolution  entière,  qui  est  achevée 
quand  l'angle  nt  est  devenu  égal   à   quatre  angles 
droits,  on  aura  /zT=;=2  7r,  tT  désignant  la  demi-cir- 
conférence pour  le  rayon  un.  En  remettant  pour  le 
coefficient  n^  ce  qu'il  représente  ,   cette  équation 
donne 


4^^a^ 


résultat  qui  s'accorde  avec  celui  du  n''  2/11. 


24 
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CHAPITRE  m. 

DU  MOUVEMENT  D'UN  POINT  MATÉRIEL  StR 
UNE  COURBE  DONNÉE. 

§.  1^^ .  Théorie  générale  de  ee  Mouvement» 

til^Q.  JLjorsqu'un  point  matériel  est  astreint  k  se 
mouvoir  sur  une  courbe  donnée,  à  double  ou  à 
simple  courbure,  la  résistance  que  cette  courbe  op- 
pose à  son  mouvement ,  équivaut  à  une  force  qui 
agirait  continuellement  sur  le  mobile  dans  une  di- 
rection perpendiculaire  à  la  trajectoire  ,  de  manière 
qu'en  ajoutant  aux  forces  données  dans  chaque  cas 
particulier,  une  nouvelle  force  accélératrice,  pour 
représenter  cette  résistance,  on  peut  ensuite  faire 
abstraction  de  la  courbe  ,  et  considérer  le  mobile 
comme  un  point  matériel  libre. 

En  effet ,  si  l'on  décompose  chacune  des  forces  ac- 
célératrices données,  qui  agissent  sur  le  mobile,  en 
deux  autres,  l'une  dirigée  suivant  la  tangente  à  la  tra- 
jectoire, l'autre  perpendiculaire  à  cette  droite,  les  for- 
ces tangentes  auront  seules  leur  effet,  et  les  forces  nor- 
males seront  détruites  par  la  résistance  de  la  courbe. 
Larésultante  de  ces  dernières  forces,  que  j'appellerai 
jP,  exprimera  la  pression  que  les  forces  données  exer- 
cent sur  la  courbe ,  en  chacun  de  ses  points  ;  et 
la  résistance  qui  détruit  cette  pression,  sera  une 
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force  accélératrice  égale  et  contraire  à  la  force  P: 
Cette  pression  P  serait  la  seule  que  la  courbe  sup- 
porterait, si  le  mobile  était  en  repos;  mais  son  état 
de  mouvement  fait  naître  une  autre  pression  ,  pro- 
venant de  la  tendance  continuelle  du  mobile  à  s'é- 
chapper suivant  la  tangente  à  sa  trajectoire. 

Pour  le  faire  voir ,  partageons  la  courbe  donnée 
en  une  infinité  d'élémens  infiniment  petits  ,  que 
nous  regarderons  comme  des  lignes  droites  ^  et  con- 
sidérons le  mobile  dans  son  passage  d'un  élément  a 
Fautre.  Soient  mpiel  miri  (fîg.  Sg),  ces  deux  élémens 
consécutifs  ;  mty  nit'  leurs  prolongemens  ^  ou  les 
tangentes  aux  points  m  et  m  .  L'angle  tml!  s'appelle 
Vangle  de  contingence  de  la  courbe  au  point  m,  II 
est  toujours  infiniment  petit  dans  les  courbes  conti— 
ïiueâ  :  nous  supposerons  que  la  courbe  donnée  est 
de  cette  espèce  ^  et  nous  désignerons  l'angle  tmt^: 
par  ct).  Le  plan  des  deux  élémens  consécutifs  772/72 
et  mm\  ou  des  deux  tangentes  mt  et  mt' y  se  nomme 
îe  plan  oscillateur  de  la  courbe  au  point  m.  Quand 
la  courbe  est  à  double  courbure  ,  ce  plan  varie  d'uit 
point  à  un  autre  ;  quand  elle  est  plane  ^  le  plan  os— 
culateur  n'est  plus  autre  chose  que  le  plan  même  de 
la  courbe. 

Après  avoir  rappelé  ces  définitions,  représentons 
par  ^  la  vitesse  du  mobile ,  quand  il  arrive  au  point 
ni',  la  direction  de  cette  vitesse  sera  la  lignez??^- 
et  si  on  la  décompose  dans  le  plan  osculateur  en 
deux  autres  ,  l'une  suivant  le  côté  mm  de  la  courbe, 
l'autre  perpendiculaire  à  772/72',  et  dirigée  suivant  inp^ 
On  aura  9  >  cos  *  ^  et  f^ .  siu .  (fù  ^  pour  ses  deux  corn- 

24" 
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posantes.  La  seconde  est  détruite  par  la  résistance 
de  la  courbe;  or, la  quantité  i^.sin.co  étant  infiniment 
petite,   à  cause  du  facteur  sin.&),  nous    pouvons 
concevoir  une  force ,  du  genre  des  forces  accéléra- 
trices ,  qui  agisse  continuellement  sur  le  mobile  et 
qui  lui  imprime,  en  chaque  point  de  sa  trajectoire  , 
une  vitesse  de  même  grandeur  et  de  même  direction 
que  cette  seconde  composante  :  en  désignant  cette 
force  par  Ç ,  la  résistance  de  la  courbe  qui  détruit 
cette  vitesse  t^.  sin.  <i),  équivaudra  à  une  force  accé- 
lératrice égale  et  contraire  à  la  force  Q. 

Quant  à  l'autre  composante  (^  .  cos  .  co  ,  elle  ex- 
prime la  vitesse  avec  laquelle  le  mobile  commence 
à  se  mouvoir  sur  le  côté  juni  ;  la  vitesse,  en  pas- 
sant d'un  élément  au  suivant,  se  trouve  doue  dimi- 
nuée de  la  quantité  i^  —  (^ .  cos  .  o) ,  qui  est  la  même^ 

chose  que  2p  .  sin*.  -  ;  or,  on  peut  attribuer  cette: 

diminiition  de  vitesse  à  une  seconde  force  accélé- 
ratrice, agissant  suivant  la  tangente  à  la  trajectoire, 
et  en  sens  contraire  du  mouvement;  d'où  il  semble 
d'abord  qu'on  devrait  joindre  cette  force  tangente^ 
à  la  force  normale,  pour  remplacer  complètement^ 
la  résistance  de  la  courbe  donnée.  Mais  en  appe-* 
pelant  Q',  la  force  tangente,  et  en  la  comparant  à  la 
force  normale  Ç,  elles  seront  entre  elles  comméî 

les  vitesses  2^» .  sin*.  -  et  f'.sin.a  qui  leur  correspon- 

dent;  et  comme  le  rapport  de  la  première  à  la  se^ 

conde  est  égal  à  tang.  -,  et  par  conséquent  infî^-i 

uiment  petit ,  il  s'ensuit  que  la  force  Q'  est  aussi'i 
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infiniment  petite ,  et  doit  être  négligée  relativement 
à  la  force  Ç.  Ainsi,  dans  le  calcul  on  n'aura  égard 
qu'à  la  force  Ç,  et  l'on  ne  tiendra  aucun  compte  de 
la  force  Ç'- 

Concluons  donc  que  la  pression  totale  qu'un  corps 
en  mouvement  exerce  sur  la  courbe  qu'il  est  forcé 
de  décrire  ,  est  la  résultante  de  deux  forces  nor-- 
maies  Q  et  P,  dont  la  première  est  due  à  la  vitesse 
du  mt>bile,  et  la  seconde  aux  forces  accélératrices 
qui  lui  sont  appliquées.  La  résistance  de  la  courbe 
est  une  force  accélératrice,  égale  et  contraire  à  cette 
résultante. 

25o.  Nous  n'avons  pas  besoin  de  connaître  cette 
résistance  ,  pour  former  les  équations  du  mouve- 
ment :  il  nous  suffit  de  savoir  qu'elle  peut  être  assi- 
milée aux  autres  forces  accélératrices  qui  sollicitent 
le  mobile ,  et  que  sa  direction  est  normale  à  la  tra- 
jectoire. En  effet,  conservons  les  dénominations  du 
n^'aig;  de  sorte  que  x,jr,  s,  soient  les  coordon- 
nées rectangulaires  du  mobile,  qui  correspondent 
au  tems  quelconque  ^ ,  et  X,  F,  Z  ,  les  forces  pa- 
rallèles aux  axes  des  cT,  des  j;^  et  des  z.  Soit  en  outre 
iV  la  force  normale  qui  représente  la  résistance  de  la 
courbe  donnée;  6,  «',/',  les  angles  que  sa  direction 
fait  avec  les  axes  des  coordonnées,  lesquels  angles 
sont  comptés  comme  on  en  est  convenu  au  commen- 
cement de  ce  Traité  (n"  5)  ;  on  aura  l'équation  de 
condition 

De  plus,  la  direction  d^  la  force  iV^etla  tangente  à  k 
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trajectoire,  en  un  même  point  de  cette  com'be,  étant 
deux  droites  pei^pendiculaires  entre  elles ,  on  aura 
aussi   (n*^  78) 

dx  ,    dy  ,    .    dz  „  ,  ^ 

-7-.cos,g -f -f-.cos,a  + -^.cos.s  =0:  C^) 

as  as  as 

csLYyds  représentant  l'élément  delà  courbe,  j-,  ^>  x  > 

sont  les  cosinus  des  angles  que  fait  la  seconde 
droite  avec  les  axes  des  coordonnées.  Les  compo- 
santes de  la  force  JV ^  parallèles  à  ces  axes,  seront 
i^,cos.  e  y  jy ,  COS.  e,  N .  cos  .  e';  les  équations  (m) 
du n"  219,  deviendront  donc^  en  ayant  égard  à  la 
force  iV> 

d^oc 

dt"-  ^  ' 

dt"-  ^ 

Si  Ton  élimine  entre  ces  cinq  équations  ,  les 
quatre  inconnues  N  y  e  ^  /,  i!\  il  restera  une  équa- 
tion différentielle  du  second  ordre,  entre  x,  J  y  z, 
et  t  :  en  la  joignant  aux  deux  équations  de  la  trajec- 
toire ,  qui  sont  données  dans  chaque  cas  particulier, 
on  aura  autant  d^équations  qu'il  en  faut  pour  dé- 
terminer les  coordonnées  du  mobile  en  fonction 
du  tcms. 

25t.  L^élîmination  des  quatre  quantités  N^^y 
ê  y  %\  se  fait  immédiatement,  en  ajoutant  les  équa- 
tions (ni)  y  après  avoir  multiplié  la  première  par(i.r^ 
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la  deuxième  par  dj^  la  troisième  par  dz;  ce  qui 
donne ,  en  ayant  égard  à  l'équation  (2)  , 


±Ê±±±^^LtJ'é:i=.Xd^+YdyJ^Zdz, 


(3) 


équation  indépendante  de  la  force  JV  et  de  sa  di- 
rection. 

En  observant  que  djcd^X'{'djdy<^dzd^Z'=:dsd^s^ 
on  peut  mettre  cette  équation  sous  cette  autre 
forme  : 

dt^'-'       11''^      dl"^       Ts^* 

et  Ton  en  conclut  ,  comme  dans  le  n"  225,  que 
ia  force  accélératrice  du  mobile ,  décomposée  sui- 
vant la  tangente  à  la  trajectoire ,  a  pour  expression 
le  second  coefficient  différentiel  de  l'arc  s  ^  consi- 
déré comme  une  fonction  du  tems  ;  ensorte  que 
cette  expression  convient  également  au  cas  où  le 
mobile  est  libre  et  à  celui  où  il  est  astreint  à  se 
mouvoir  sur  une  courbe  donnée. 

252.  Si  la  formule  Xdx-\-  Vdj-^Zdz  est  une 
différentielle  exacte  à  trois  variables  Jc^j,  Zy  et  que 
l'on  représente  son  intégrale  i^arfix^jj  z)  j  on  aura^ 
en  intégrant^  l'équation  (5)  , 

—  i-  ~  ^ ^/^^^ >''  ^^ + ^^      ^^ 

C  étant  la  constante  arbitraire. 

Au  moyen  des  équations  de  la  trajectoire  ^  qui 
donnent  deux  de  trois  coordonnées,  en  fonction  de 
la  troisième  j  par  exemple  ^  z  e^J^  en  fonction  da 
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a: ,  on  pourra  toujours  éliminer  z  etj  ,  dans  cette 
équation.  Cela  fait,  on  aura  une  équation  entre  œ^ 
dx  et  dty  d'où  l'on  tirera,  en  la  résolvant  par  rap- 
port a  dty  une  valeur  de  cette  forme  dtz=:Fx  .  dx\ 
il  ne  restera  donc  plus  qu'à  intégrer  la  formule 
Fx,dx,  pour  avoir  t  en  fonction  de  x,  et  récipro- 
quement oc  en  fonction  de  t. 

Lors  donc  que  la  formule  Xdx'\-Ydj'\-'Zd^ 
sera  une  différentielle  exacte  à  trois  variables  ,  la 
détermination  du  mouvement  dun  corps  sur  une 
courbe  donnée,  se  réduira  en  définitif  à  intégrer 
une  fonction  d'une  seule  variable  ;  intégration  qui 
se  rapporte  à  la  méthode  des  quadratures. 

Mais  si  Ton  comprend  au  nombre  des  forces 
accélératrices  qui  agissent  sur  le  mobile  ,  la  résis- 
tance d'un  fluide ,  ou  un  frottement  ,  la  formule 
Xdx  +  Ydj'-irZdz  ne  sera  plus  une  différentielle 
exacte;  dans  ce  cas ,  il  est  aisé  de  faire  voir  que  la 
solution  du  problème  exige  l'intégration  d'une  équa- 
tion différentielle  du  premier  ordre  ,  et,  en  outre, 
celle  d'une  fonction  d'une  seule  variable  :  nous  en 
donnerons  dans  la  suite  un  exemple. 

253.  Lorsque  l'équation  (4)  a  lieu  ,  on  en  dé- 
duit plusieurs  conséquences  importantes ,  relative- 
ment à  la  vitesse  du  mobile.  Sunoosons  d'abord 
X=o,  F=o,Z=o,  nous  aurons  aussiy(x^j',z)=o,. 
et  par  conséquent ,  le  carré  de  la  vitesse  égal  à 
la  constante  C.  Il  s'ensuit  donc  qu'un  point  ma- 
tériel qui  se  meut  sur  une  courbe  donnée  ,  et 
qui  n  est  sollicité  par  aucune  force  accélératrice^ 
conserve  la  même  vitesse  pendant  toute  la  durée 
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de  son  mouvement.  C'est,  en  effet,  ce  qu'on  pou-? 
vait  prévoir  d'après  le  raisonnement  du  n°  249  ,  où 
l'on  a  vu  que  la  diminution  de  vitesse ,  en  passant 
d'un  élément  à  l'autre  de  la  trajectoire,  n'est  qu'une 
quantité  infiniment  petite  du- second  ordre;  de 
manière  que ,  répétée  une  infinité  de  fois  sur  un 

nombre  infini  d'élémens,  ou  sur  un  arc  d^une  lon- 
gueur finie  ,  il  n'en  peut  jamais  résulter  qu'une 
diminution  infiniment  petite.  Mais  on  ne  doit  pas 
oublier  que  ce  résultat  suppose  la  courbe  conti- 
nue; car,  si  elle  était  formée  par  un  assemblage  de 
droites  et  de  portions  de  lignes  courbes  ,  qui  fissent 
des  angles  finis  à  leurs  points  de  jonction,  le  mo- 
bile éprouverait  une  perte  de  vitesse,  en  chacun  de 
ces  points,  qui  serait  proportionnelle  au  carré  du 
sinus  de  la  moitié  de  l'angle  de  contingence. 

La  vitesse  (^  étant  constante ,  en  intégrant  l'équa- 
tion ds:=i^dt_,  on  aura  s  ^=:vt.  La  variable  s  désigne 
ici  la  longueur  de  l'arc  parcouru  dans  le  tems  t  ; 
ainsi  ,  les  espaces  parcourus  sur  la  courbe  ,  en  tems 
égaux ,  sont  égaux ,  et  la  vitesse  de  ce  mouvement 
curviligne  et  uniforme,  est  égale  à  l'espace  parcouru 
dans  l'unité  de  temps,  comme  dans  le  miouvement 
rectiligne  de  la  même  espèce, 

254-  Si  les  forces  X,  Y^  Z  ne  sont  pas  nulles  ,, 
la  vitesse  du  mobile  n'est  plus  constante,  mais  elle 
est  indépendante  de  la  courbe  qu'il  est  forcé  de 
décrire.  En  effet ,  en  désignant  par  (^  la  vitesse  cor- 
respondante aux  coordonnées  x^j^z,  et  par  ^,, 
celle  qui  répond  aux  coordonnées  a  ^  b^  c  ^  on  cou-* 
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dut  de  l'équation  (4) ,  celle-ci  : 

qui  nous  fait  voir  que  l'augmentation  du  carré  de 
la  vitesse,  en  passant  d'un  point  à  un  autre  de  la 
trajectoire,  ne  dépend  que  des  cooï*données  de  ces 
points  et  de  la  forme  de  la  fonction  indiquée  par  y*, 
et  nullement  de  la  forme  de  cette  courbe.  Ce  théo- 
rème est  le  même  que  nous  avons  déjà  démontré 
(n°  224)   à  l'égard  d'un  point  matériel  libre. 

On  voit  aussi ,  d'après  cette  équation,  que  si  plu- 
sieurs corps ,  soumis  aux  mêmes  forces  accéléra- 
trices ,  partent  du  point  dont  les  coordonnées  sont 
a^  by  Cy  avec  la  vitesse  ^,  et  se  meuvent  sur  des 
courbes  différentes,  ils  auront  tous  la  même  vitesse 
quand  ils  atteindront  la  surface  qui  a  pour  équation 

B  étant  une  constante  donnée  :  cette  vitesse  sera 


égale  à  s/A""  +  2jS —  2.f  (^a^  b  y  c). 

Supposons,  par  exemple,  que  la  seule  force  qui 
agit  sur  tous  ces  corps,  soit  la  pesanteur  que  nous 
désignerons  par^;  prenons  l'axe  z  vertical,  et  dirige 
dans  le  sens  de  cette  force;  nous  aurons  Z=zgy 
X=o  y  Y=:0',  par  conséquent /(.Tjj^',  s),  qui  re- 
présente l'intégrale  de  Xdx  +  Vdj  -j-  Zdz  ,  sera 
égale  dans  ce  cas  particulier  sl  gz  y  et  la  surface  cor- 
respondante à  l'équation  ^(.x,^^^,  s  }=  ^,  sera  un 
plan  horizontal.  Il  en  faut  donc  conclure  que  si  un 
nombre  quelconque  de  corps  pesans  glissent  sur 
des  courbes  différentes  y  et  partent  d'un  même  point 
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avec  la  même  vitesse,  ils  auront  encore  des  vitesses 
e'gal es, quand  ils  atteindront  un  plan  horizontal  don- 
né; résultat  qui  est  une  extension  de  celui  du  n°  192. 

255.  Occupons-nous  maintenant  de  déterminer 
la  pression  que  le  mobile  exerce  sur  chaque  point 
de  sa  trajectoire.  Pour  cela,  il  faut  d'abord  trouver 
les  deux  forces  que  nous  avons  appelées  P  et  Q  , 
dans  le  n°  249>  ^*  ^^  prendre  ensuite  la  résultante. 
Dans  chaque  cas  particulier,  il  sera  aisé  de  déter- 
miner la  force  P  et  sa  direction  :  les  forces  X,  Y. 
et  Z  étant  données ,  on  commencera  d'abord  par  ea 
prendre  la  résultante-,  parla  direction  de  cette  force 
et  par  la  tangente  à  la  trajectoire,  au  point  que  l'on 
considère,  on  mènera  un  plan,  dans  lequel  on  dé- 
composera cette  résultante  en  deux  forces  ,  l'une 
dirigée  suivant  la  tangente  ,  l'autre  perpendiculaire 
à  cette  ligne  :  cette  dernière  composante  sera  la 
force  P.  Quant  a  la  force  Q,  nous  savons  qu'elle 
imprime  à  chaque  instant,  au  mobile  ,  la  vitesse 
infiniment  petite  i^.sin.ù)  :  or,  une  force  accélé- 
ratrice a  pour  mesure  l'élément  de  vitesse  qu'elle 
produit,  divisé  par  l'élément  du  tems  (n°  198)  ;  on 

-,  >-.        v.sin.û;  -,  .         ^^         va  i 

aura  donc  Q=: — -. —  ,  ou  bien  (^  = -7- ^  en  obser- 
vant que  Tare  infiniment  petit  co ,  peut  être  pris  à 
la  place  de  son  sinus.  Mais  on  démontre  dans  le 
calcul  différentiel,  et  nous  avons  déjà  eu  occasion 
de  faire  voir  (n°  154),  que  l'angle  de  contingence, 
en  un  point  quelconque,  est  égal  à  l'élément  de  la 
courbe  divisé  par  son  rayon  de  courbure  au  même 

point  ;  on  a  donc,  en  appelant  y  ce  rayon,  0)  =  —  j 
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et  par  conséquent  Ç=  —.---,ou^  ce  qui  est  la  même 
chose, 

à  cause  que  la  vitesse  i^  est  égale  à  -j-. 

Cette  partie  de  la  pression,  qui  est  due  à  la  vitesse 
dont  le  mobile  est  animé ,  est  ce  qu'on  appelle  la 
force  centrifuge.  On  voit  que  l'intensité  de  cette 
force  est  en  raison  directe  du  carré  de  la  vitesse 
et  inverse  du  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire. 
Sa  direction,  au  point  quelconque  m  (^^i^*  ^9)> 
coïncide  avec  la  normale  comprise  dans  le  plan 
osculateur^  savoir,  avec  la  partie  mp  de  cette  droite 
qui  tombe  hors  de  la  concavité  de  la  courbe;  en 
sorte  que  cette  force  est  dirigée  de  manière  qu'elle 
tend  a  éloigner  le  mobile  du  centre  de  courbure. 
En  effet,  cette  direction  doit  être  celle  de  la  vitesse 
i>.  sin.  ft>,  que  la  force  Q  est  censée  imprimer  au 
mobile,  quand  il  arrive  au  point  m,  et  l'on  a  vu, 
dans  le  n"  249  >  ^^  cette  composante  de  la  vitesse 
V  est  dirigée  suivant  la  droite   mp. 

Les  deux  forces  P  et  Q  étant  ainsi  connues  ,  en 
grandeur  et  en  direction  ,  on  achèvera  de  trouver 
la  pression  tot^ale  ,  en  prenant  leur  résultante  par 
la  règle  du  parallélogramme  des  forces. 

^56.  Lorsque  la  trajectoire  est  une  courbe  plane, 
et  que  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  le  mobile,  sont 
comprises  dans  son  plan,les  deux  forces  P  et  Q  sont 
dirigées  suivant  la  même  droite ,  et  la  pression  est 
égale  h  leur  somme  ou  à  leur  différence,  selon,  que: 
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ces  deux  forces  agissent  dans  le  même  sens  ou  en 
sens  contraires.  Dans  ce  cas,  appelons  R^  la  résul- 
tante des  forces  applique'es  au  mobile,  et  9^  l'angle 
aigu  ou  obtus  que  sa  direction  fait  avec  la  partie  de 
la  normale  au  point  m^  qui  tombe  dans  la  concavité 
de  la  courbe  5  savoir,  avec  la  droite  mp;  nous  aurons 
i?.cos.9,  pour  la  valeur  de  P,  et  la  pression  en  ce 
point  sera  égale,  abstraction  faite  du  sigae^  à 

/i.cos.9: 

y 

de  plus,  cette  force  s'exercera  suivant //z/?,  comme 
la  force  centrifuge,  ou  en  sens  contraire,  suivant/zzp', 
selon  que  cette  quantité  sera  positive  ou  négative. 

^Sy.  La  force  iV,  qui  entre  dans  les  équations  géné- 
rales du  mouvement^  est  maintenant  connue  en  gran- 
deur et  en  direction,  puisqu'elle  est  égale  et  contraire 
à  la  pression  que  nous  venons  de  déterminer;  ce- 
pendant il  est  bon  de  montrer  qu'on  peut  aussi  dé- 
duire de  ces  équations  même  ^  la  grandeur  et  la  di- 
rection de  cette  force  ;  mais,  pour  ne  pas  compliquer 
la  question^  nous  nous  bornerons  au  cas  du  n°  pré- 
cédent, où  la  trajectoire  est  plane,  et  où  les  forces 
appliquées  au  mobile  sont  toutes  dirigées  dans  son 
plan. 

En  prenant  ce  plan  pour  celui  des  x,  j^,  nous  au- 
rons z  =  o,  Z=:o,  é'^=ioo°,  et  les  cinq  équations 
du  n*  25o,  se  réduiront  à  quatre,  savoir  ; 

o    /  dx  .    dy  , 

cos^.s  +  cos^,£  rr  1  -r-.cos.  £  +  -f^.cos.s  =  o, 

as  as 

$  =  A'  +  iN'.cos.,,        J^r  +  iV.coa./. 
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Il  s'agit  donc  de  tirer  de  ces  équations  la  valeur  de  Ny 
qui  doit  être  essentiellement  positive  (  n°  lo)  ,  et 
les  valeurs  des  angles  g  et  g'^qui  déterminent  la  di- 
rection de  cette  force  par  rapport  aux  axes  des  x  et 
à.Qsj,  Ovy  les  deux  premières  donnent  d'abord 

dy  doc  - 

îes  signes  supérieurs  doivent  être  pris  ensemble ,  et 
les  signes  inférieurs  aussi  ensemble  ;  la  condition 
de  N  positive  fera  connaître^  comme  on  va  le  voir, 
dans  quels  cas  on  doit  prendre  les  uns  ou  les  autres. 

En  substituant  ces  valeurs  de  cos.e  et  cos.  e',  dans 
îes  deux  autres  équations ,  il  vient 

dt"-  ds'  dt^  ^        ds 

Afin  d'éliminer  la  différentielle  du  tems  qui  est  pris/ 
dans  ces  équations,  pour  la  variable  indépendante^ 
je  les  ajoute  ensemble^  après  avoir  multiplié  la  pre- 

mière  par  ~~  et  la  seconde  par  — 77"  >  ^^  ^}^^  donne 

H-jv_.^  ^'-r     dx ^ dy     Y  ^^     Y. ^^ • 

ds  '  dt"-         ds'  dt^  '  ds  '  ds' 

niais,  d'après  les  formules  connues,  on  a 

,     c/^V         1     d^x       dx^    ,  dy 
dt^         -^    dt"-        dt"-        dx' 

T,   .,,  .  dx  dx  1 

d ailleurs,  on  a  aussi  ^;=;  p.  -7-;  aumoyendequoi^ 


LIVRE  îï.  dynamique;  I  583 

la  valeur  de  dczN  devient 

_.    _-  ^  dx"^    ,  dy  dx        ^  dx 

le  signe  Supérieur  correspond  toujours  aux  signes 
supérieurs  des  valeurs  de  cos .  g  et  cos .  e%  et  l'infé- 
rieur^ aux  signes  inférieurs. 

Lorsque  la  vitesse  i^  sera  connue  en  fonction  de  ^ 
etj-,  et  que  les  forces  X  et  I^  seront  données,  ainsi 
que  l'équation  de  la  trajectoire,  on  pourra  calculer, 
pour  chaque  point  de  cette  courbe ,  la  valeur  numé- 
rique du  second  membre  de  cette  équation  ;  en  dési- 
gnant cette  valeur,  positive  ou  négative,  par  ^,  ou 
aura±i\^=^;  et  comme  W  doit  être  une  quantité 
positive,  il  faudra  prendre  le  signe  supérieur  quand 
^  sera  positive,  et  l'inférieur  dans  le  cas  contraire: 

on  aura  donc,  dans  le  premier  cas,  cos  .£==-{- -^ 
€t  cos.  g'^r^— .-V,  et  dans  le  second,  cos.€= — '-^ 

as  ^  ds 

CLIC 

et  cos. g'  =-f-  -7-.  Les  valeurs  et  les  signes  de  cos. g 

et  cos.ê'  étant  entièrement  déterminés,  on  connaî- 
tra les  angles  g  et  e'^  aigus  ou  obtus ^  qui  répon- 
dent à  ces  cosinus;  et  d'après  ces  angles,  on  cons- 
truira la  droite  suivant  laquelle  la  force  JV  est  diri- 
gée. Ainsi,  l'on  voit  comment  on  peut  déterminer 
complètement,  par  le  calcul,  la  grandeur  et  la  di- 
rection de  cette  force* 

258.  Il  nous  reste  à  vérifier  que  la  force  iV,  déter-* 
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minée  de  cette  manière,  se  trouvera  égale  et  corî^ 
traire  en  chaque  point  de  la  trajectoire,  à  la  pression 
trouvée  dans  le  n°  256.  On  y  parvient  assez  difficile-* 
ment^  en  conservant  une  direction  quelconque  aux 
axes  des  coordonnées  ;  mais  la  question  devient  très- 
simple,  en  prenant  pour  ces  axes,  la  tangente  et  la 
normale  au  point  que  l'on  considère.  Je  placerai  donc 
l'origine  au  point  m;  je  prendrai  pour  axe  des  j  posi- 
tives la  partie  mp'  de  la  normale,  qui  tombe  dans  la 
concavité  de  la  courbe,  et  pour  axe  des  œ  positives,  la 

tangente  mt'.  Alors,  j'aurai  au  point  W2,  -^=  o  et  ^ 
^=  I  ;  par  conséquent 


cos.s  =  o,         cos.ê'=rpï; 


d'où  il  suit  déjà  que  la  direction  de  la  force  JV  coïn- 
cide avec  la  droite  mp\  ou  avec  son  prolongement  mp  : 
avec  mp'j,  quand  on  aura  cos.  €'  =  -}-i  ^  et  avec  jnp^ 
quand  on  aura  cos.  èz= — i.  D'ailleurs,  y  étant  le 
rayon  de  courbure  en  un  point  quelconque ,  on  a  ^ 
d'après  les  formules  connues , 


d.-¥- 


dy 


y  doc    °  \  dx^J 

et  comme  ce  rayon  doit  être  une  quantité  positive^ 
on    prendra    le   signe  +   ou   le   signe  — ,    selon 

d    ^ 
que  la  quantité  — j—  sera  positive  ou  négative;  or_, 

en  ayant  égard  à  la  direction  actuelle  des  axes  des 
coordonnées,  il  est  aisé  de  voir  que  la  valeur  de 

cette 
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cette  quantité  est  positive  au  point  m  ;   on  prendra 

donc  le  signe +,  et  à  cause  de  \^dx^-^  dj^=:zds  ^ 
X)n  aura 

dx.d.-j- 
1   clx 

Eafîii  la  quantité  H .  cos .  9  représente ,  dans  le  n^  :â56^ 
la  force  qui  agit  sur  le  mobile ,  décomposée  suivant 
la  droite  mp'  ;  cette  droite  étant  devenue  l'axe  desj;^^ 
il  s'ensuit  donc  i? .  cos  .è==zV;  ainsi ^  toute  réduction 
faite,  l'équation  (7^)  prend  cette  forme: 

Hh  iV -=--  —  -!- /î. cos  J. 

y 

La  valeur  de  W  sera  donc  égale^  en  faisant  abstrac=^ 

tion  du  signe,  à  la  quantité  — ^—  i?.cos.9.  De  plus, 

on  devra  prendre  le  signe -{- ou  le  signé— devant  JY^ 
Selon  que  cette  quantité  sera  négative  ou  positive, 
afin  que  JV  soit  toujours  positive  ;  donc,  à  cause 
que  les  sigues  supérieurs  se  correspondent,  ainsi 
que  les  signes  inférieurs,  devant  JV  et  devant  la 
valeur  de  cos./,  il  s'ensuit  que  la  direction  de  la 
force  JV  coïncidera  avec  la  droite  mp'  ou    avec  là 

droite  mp^  selon  que  cette  quantité  —^-^  R,  cos.  G, 

sera  positive  ou  négative.  En  rapprochant  ce  résultat 
de  celui  du  n®  256,  on  voit  que  dans  tous  les  cas  la 
force  N  sera  égale  et  contraire  à  la  pression. 

§.  II.  Examen  de  la  force  centrifuge  dans  le  cercle^ 
sSg.  Huyghens  et  les  premiers  géomètres  qui  ont 
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donne  la  mesure  de  la  force  centrifuge,  l'ont  dé- 
duite de  la  considération  du  mouvement  circulaire  ; 
comme  cette  manière  d'y  parvenir  a  surtout  l'avan- 
tage de  donner  une  idée  précise  de  cette  force,  nous 
allons  la  présenter  ici  en  peu  de  mots. 

Représentons  -  nous  donc  un  point  matériel  m 
(fîg.  60)  attaché  à  un  point  fixe  C,  par  un  fil  inex- 
tensible Cm  :  supposons  qu'on  lui  imprime  une  vi- 
tesse quelconque,  dans  une  direction  perpendicu- 
laire à  la  longueur  du  fil;  et,  pour  simplifier,  sup- 
posons aussi  qu'aucune  force  accélératrice  n'agisse 
sur  le  mobile.  Ce  point  matériel  va  décrire  un  cercle 
AmB  y  dont  le  centre  et  le  rayon  seront  le  point  fixe 
et  la  longueur  du  fil.  Pendant  le  mouvement ,  le  fil 
qui  retient  le  mobile,  éprouvera,  dans  le  sens  de  sa 
longueur,  une  certaine  tension  qui  n'est  autre  chos« 
que  la  force  centrifuge.  En  appliquant  au  mobile 
une  force  égale  à  cette  tension,  et  constamment  di- 
rigée vers  le  centre  fixe,  on  pourra  ensuite  faire 
abstraction  du  fil,  et  considérer  le  mobile  comme 
absolument  libre.  C'est  donc  en  vertu  de  cette  force 
centrale  inconnue,  combinée  avec  l'impulsion  pri- 
mitive ,  que  le  cercle  est  décrit. 

Il  s'ensuit  d'abord  ,  par  le  principe  des  aires 
(n°  228),  que  les  secteurs  circulaires,  décrits  par  le] 
rayon,  seront  égaux  en  tems  égaux;  ce  qui  exige  que' 
les  arcs  de  cercles  parcourus  par  le  mobile,  soient 
aussi  égaux  en  tems  égaux.  Le  mouvement  circulaire 
sera  donc  uniforme,  et  si  l'on  appelle  (^  la  vitesse 
imprimée  au  mobile,  on  aura^s^f^^;  s  étant  l'arc 
parcouru  dans  le  tems  t^ 
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Soit  y  l'intensité  de  la  force  centrale;  quelle  que 
soit  cette  force,  o\^^  peut  la  regarder  comme  cons- 
tante en  grandeur  et  en  direction;,  pendant  un  inter- 
valle de  tems  infiniment  petit;  ainsi  pendant  que  le 
mobile  parcourt  un  arc  de  cercle  infiniment  petit, 
tel  que  mm  ^  la  force^est  censée  parallèle  au  rayon 
Cm  qui  aboutit  à  l'origine  de  cet  arc  ;  d'où  nous  con* 
cluons  que  si  la  force  centrale  agissait  seule  sur  là 
mobile  ,  'dans  cet  intervalle  de  temps,  elle  lui  fe- 
rait parcourir  une  droite  égale  à  la  projection  de 
Tare  mni  sur  ce  rayon,  c'est-à-dire,  égale  au  sinus 
verse  mn  de  cet  arc  (n*  J2i6).  Or,  toute  force  accé- 
lératrice constante  a  pour  mesure  la  vitesse  qu'elle 
imprime  au  mobile  dans  l'unité  de  tems,  laquelle 
vitesse  est  égale  au  double  de  l'espace  qu'elle  lui  fait 
parcourir,  dans  un  tems  quelconque,  divisé  par  le 
carré  de  ce  tems;  la  force  y  est  donc  égale  au  double 
du  sinus  verse  mn  divisé  par  le  carré  du  tems  infini- 
ment petit,  employé  à  décrire  l'arc  mm  -^  mais  le  si- 
nus verse  d'un  arc  infiniment  petit  est  égal  au  carré 
de  cet  arc,  divisé  par  le  diamètre,  parce  qu'on  peut 
alors  prendre  l'arc  à  la  place  de  la  corde  ;  donc  la 
force  centrale  sera  égale  au  carré  du  rapport  de  l'arc 
mm  au  tems  employé  à  le  décrire,  divisé  par  le 
rayon  Cm^^  et  comme  ce  rapport  est  la  vitesse  t^,  il 
s'ensuit  qu'en  appelant  r  le  rayon,  on  aura 

y* 

/      y* 

Cette  valeur  dey  est  aussi  celle  de  la  force  centri- 
fuge, puisque  cette  força  est  égale  et  contraire  à  la 

2,S . ., 
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force  centrale.  Si  la  force  centrifuge,  dans  le  cercle^' 
est  égale  au  carre  de  la  vitesse ,  divise'  par  le  rayon , 
on  ^n  conclut  imme'diatement,  que  dans  une  courbe 
quelconque  elle  aura  pour  mesure  le  carré  de  la 
vitesse,  divisé  par  le  rayon  du  cercle  osculateur  ; 
car  on  peut  toujours  supposer  que  la  trajectoire  se 
confond  en  chaque  point  dans  une  étendue  infîni- 
nient  petite,  avec  son  cercle  osculateuren  ce  point; 
de  sorte  qu'à  chaque  instant ,  et  pendant  un  intervalle 
de  tems  infiniment  petit,  le  mobile  peut  être  censé 
se  mouvoir  circulairement  autour  du  centre  de  cour- 
bure, et  avoir,  par  conséquent^  la  force  centrifuge 
qui  convient  à  ce  mouvement  circulaire. 

260.  Pour  comparer  la  force  centrifuge  dans  le 
cercle,  à  la  pesanteur,  supposons  que  la  vitesse  im- 
primée au  mobile ,  soit  la  vitesse  due  à  la  hau- 
teur h  ;  de  sorte  qu'on  ait  9^z=:2gli  ;  g  étant  la  gravité 
(n°  189).  Substituant  cette  valeur  dans  celle  de/',  on 
en  conclura 

g         r   ^ 

la  force  centrifuge  est  donc  à  la  pesanteur,  comme 
le  double  de  la  hauteur  qui  correspond  à  la  vitesse  1 
du  mobile,  est  au  rayon  du  cercle  qu'il  décrit. 

Si  l'on  a,  dans  un  cas  particulier,  2A=7',  la  force 
centrifuge  sera  égale  à  la  pesanteur,  et  le  fil  attaché; 
au  point  fixe  sera  tendu  par  la  force  centrifuge  qui- 
agit  sur  tous  les  points  du  mobile,  comme  il  le  se-| 
rait  par  le  poids  même  de  ce  corps.  Cela  suppose  ," 
cependant,  que  le  mobile  est  regardé  comme  uiej 
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point  matériel,  ou  mieux,  comme  un  corps  dont  les 
dimensions  sont  très-petites  et  peuvent  être  négli- 
gées^ par  rapport  à  sa  distance  au  point  fixe  ;  car , 
sans  cette  condition ,  la  force  centrifuge  ne  serait  pas 
la  même  et  égale  à  la  pesanteur,  dans  toute  l'étendue 

du  mobile.  Dans  cette  hypothèse,    la  valeur  de    — 

exprimera  en  général  le  rapport  de  la  tension  que  le 
fil  éprouve,  au  poids  du  corps  qui  tourne  à  son  ex- 
trémité. 

261.  Si  l'on  désigne  par  T  le  tems  que  le  mobile 
emploie  à  parcourir  la  circonférence  entière  du 
cercle ,  et  par  tt  le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre ,  on  aura 

9.7rr 

substituant  cette  valeur  dans  celle  de^,  il  vient 

la  force  centrifuge  est  donc  en  raison  directe  du 
rayon  et  inverse  du  carré  du  tems  employé  à  par- 
courir la  circonférence. 

262.  Lorsqu'un  corps  solide  tourne  autour  d'un 
axe  ûxey  tous  ses  points  décrivent,  dans  le  même 
tems,  des  cercles  dont  les  plans  sont  perpendicu- 
laires à  l'axe,  qui  ont  leurs  centres  dans  cet  axe ,  et 
pour  rayons,  les  perpendiculaires  abaissées  de  chaque 
point  sur  ce  même  axe;  par  conséquent  les  forces 
centrifuges  de  ces  différens  points  sont  entre  elles 
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comme  ces  perpendiculaires.   Ainsi ^  par  exemple, 
la  force  centrifuge  des  corps  places  à  la  surface  de 
la  terre  ;,  et  qui  tournent  avec  elle  autour  de  son  axe 
de  rotation^  est  proportionnelle  aux  rayons  à^s  paral- 
lèles qu'ils  décrivent  ;  et  de  plus  cette  force  est  diri- 
gée^ en  chaque  lieu  de  la  terre ,   suivant  le  prolon- 
gement du  rayon  du  parallèle  qui  aboutît  en  ce  lieu. 
La  force  qui  précipite  les  corps  vers  la  terre,  et 
que  nous  appelons  pesanteur^  est  due  principalement 
à  l'attraction  du  sphéroïde  terrestre  sur  ces  corps; 
mais  quelle  qu'en  soit  la  cause ,  il  est  toujours  cer- 
tain que  la  force  centrifuge  diminue  cette  tendance 
des  corps  pesans;  de  manière  qu'excepté  aux  pôles 
où  la  force  centrifuge  est  nulle ,  la  pesanteur  est  par- 
tout moindre  que  si  la  terre  n'avait  pas  de  mouve- 
ment de  rotation.  A  Téquateur,  la  force  centrifuge 
et  la  pesanteur  sont  dirigées  suivant  la  verticale,  en 
sens  contraire  l'une  de  l'autre  ;   la  pesanteur  y  est 
donc  égaie  à  l'excès  de  l'attraction  de  la  terre  sur  la 
force  centrifuge;  par  conséquent  on  a,  d'après  le  n** 
précédent. 


g  Lr  y^^- 


g  étant  la  pesanteur,  G  l'attraction  terrestre^  ou  la 
pesanteur  qui  aurait  lieu  si  la  terre  était  immobile^ 
rie  rayon  de  l'équateur,  et  T  le  tems  de  la  rotation 
de  la  terre. 

265.  Pour  convertir  en  nombre,  la  valeur  de  la 
force  centrifuge ,  il  faut  connaître  les  valeurs  de  'tt,  p 

et  T.  Or,  on  a  '7r=  5,1415926;  le  rayon  de  l'équa- 
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teur  est  de  6576466  mètres;  la  rotation  de  la  terre 
s'achève  dans  un  intervalle  de  tenis,  un  peu  plus^ 
petit  qu'un  jour,  et  dont  la  longueur  exacte  est  de 
oJ,99727  ;  pour  l'exprimer  en  secondes  ,  il  faut  la 
multiplier  par  86400  qui  est  le  nombre  de  secondes  , 
compris  dans  un  jour;  ce  qui  donne  2^=86164  se- 
condes. Si  l'on  substitue  ces  nombres  à  la  place  de  'Tt, 
ret  T^  dans  l'expression  de  la  force  centrifuge^  on 
trouve,  pour  résultat,  o^o55g.  Ce  nombre  abstrait 
exprime  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  l'ëqua- 
teur,  à  une  certaine  force  prise  pour  unité. 

On  doit  se  rappeler,  à  cette  occasion,  que  l'ex- 
pression des  forces  accélératrices  suppose  que  l'on 
prend  pour  unité,  la  force  accélératrice  constante 
qui  produirait,  dans  l'unité  de  tems,  une  vitesse 
égale  à  l'unité  linéaire  (n°  ig8);  le  nombre  o,o559 
exprime  donc  le  rapport  de  la  force  centrifuge  que 
nous  considérons ,  à  la  force  accélératrice  constante 
qui  produirait^  dans  une  seconde  de  tems,  une  vi- 
tesse égale  à  un  mètre.  Comparée  à  la  même  force  , 
l'intensité  de  la  pesanteur  à  l'équateur  est  exprimée 
par  le  nombre  9,78  ;  car,  l'observation  a  appris  qu'en 
cet  endroit  de  la  terre,  les  corps  graves  acquièrent 
une  vitesse  de  9,78  mètres,  pendant  la  première  se- 
conde de  leur  chute  dans  le  vide  ;  et  nous  savons  que 
les  forces  accélératrices  constantes  sont  entre  elles 
comme  les  vitesses  qu'ellesproduisent  en  tems  égaux. 
Ainsi,les  nombres  0,05^9  et  9,78  sont  les  rapports  de 
la  force  centrifuge  et  de  la  pesanteur,  à  la  même 
force;  donc,  en  divisant  l'un  par  l'autre,  on  aura  le 
rapport  de  ces  deux  forces  entre  elles.  On  trouve  de 
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cette  manière,  que  la  pesanteur  est  égale  à  environ 
2:88  fois  la  force  centrifuge  ;  d'où  il  suit  que  celle-ci 
n'est  qu'environ  la  1289'"^  partie  de  la  gravité  qui  au- 
rait lieu  sans  le  mouvement  de  la  terre;  c'est-à-dire, 
que  l'on  a 

Si  le  mouvement  de  rotation  de  la  terre  devenait 
plus  rapide  5  le  tems  T' diminuerait,  et  la  force  cen- 
trifuge différerait  moins  de  la  gravité  G.  En  obser- 
vant que  ^89  est  le  carré  de  17,  on  voit  qu'il  suffirait 
que  le  mouvement  de  la  terre,  autour  de  son  axe, 
devînt  17  fois  aussi  rapide  qu'il  l'est  réellement, 
pour  que  la  force  centrifuge  et  la  force  G  fussent 
égales.  Alors  la  pesanteur  serait  nulle  à  l'équateur,  et 
les  corps,  abandonnés  à  eux-mêmes,  s'y  tiendraient 
en  équilibre, 

4264*  La  force  centrifuge  diminue  la  pesanteur 
dans  tous  les  points  de  la  surface  de  la  terre ,  mais 
d'une  quantité  plus  petite  qu'à  l'équateur,  pour  deux 
raisons  :  parce  que  cette  force  décroit  en  allant  de 
l'équateur  aux  pôles,  et  parce  que  l'angle  qu'elle  fait 
avec  la  verticale  augmente.  Si  la  variation  de  la  pe- 
santeur était  uniquement  l'effet  de  la  force  centri- 
fuge, il  serait  très-facile  d'en  déterminer  la  loi;  et, 
dans  ce  cas,  l'excès  de  la  pesanteur  au  pôle  sur  la 
pesanteur  à  l'équateur,  serait  égal,  d'après  le  calcul 
qu'on  vient  de  faire ,  à  environ  un  289"^^  de  la  pe- 
santeur moyenne.  Mais  la  terre  étant  un  sphéroïde 
aplati  vers  les  pôles  ,   son  attraction  sur  les  corps 
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places  a  sa  surface,  est  aussi  une  force  variable ,  dont 
l'intensité  décroît  en  allant  du  pôle  à  Téquateur  ;  la 
variation  de  pesanteur  que  Ton  observe  ,  est  due  à  la 
ibis  à  ce  décroissement  et  à  la  fo.rce  centrifuge  ;  et 
c'est  pour  cela  que  la  diminution  totale,  du  pôle  à 

Féquateur,  surpasse  -^  et  s'élève  à  environ  — g  de 
la  pesanteur  moyenne  (n"  ig4)- 

§.  IIÏ.   Oscillations  du  Pendule  simple, 

265.  En  général^  wn pendule  est  un  appareil  com- 
posé d'un  corps  solide^  suspendu  à  l'extrémité  d'un 
fil  qu'on  regarde  comme  ineixtensible  et  inflexible  ; 
ce  fil  est  attaché  fixement  par  son  autre  extrémité  a 
un  axe  horizontal,  assujéti  de  manière  qu^il  puisse 
tourner  librement,  et  que  tout  autre  mouvement 
soit  impossible.  Quand  la  verticale  menée  par  le 
centre  de  gravité  du  corps  entier^  le  fil  comipris, 
rencontre  l'axe  de  rotation ,  le  pendule  est  en  équi- 
libre ;  si  on  l'écarté  de  cette  position ,  et  qu'on  l'aban- 
donne ensuite  à  l'action  de  la  pesanteur,  il  fait,  de 
part  et  d'autre  de  la  verticale,  une  suite  indéfinie 
d'oscillations,  dont  les  durées  sont  égales  et  servent 
à  la  mesure  du  tems.  Mais  pour  comparer  plus  faci- 
lement entre  elles  les  durées  des  oscillations  de  dif- 
férens  pendules  ,  les  géomètres  ont  imaginé  un 
pendule  idéal,  qu'on  appelle  le  pendule  simple:  il 
consiste  en  un  point  matériel  pesant,  suspendu  à 
l'extrémité  d'un  fil  dénué  de  pesanteur,  inflexible, 
inextensible,  et  attaché  par  son  autre  extrémité  à  un 
point  ?i^e.  Ce  sont  les  oscillations  de  ce  point  mate- 
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riei  que  nous  allons  considérer  :  dans  la  suite  ^  nous 
ferons  voir  comment  on  détermine  ^  pour  chaque 
pendule  composé ,  la  longueur  du  pendule  simple  , 
qui  fait  ses  oscillations  dans  le  même  tems  que  le 
premier. 

:i66.  Avant  d'entrer  en  matière ,  il  convient  d'ex- 
poser plusieurs  propriétés  générales  du  mouvement 
d'un  point  matériel  pesant,  sur  une  courbe  de  forme 
.quelconque. 

Lorsqu'un  corps  pesant  se  meut  sur  une  courbe 
donnée  CBC  (fig.  61),  sa  vitesse  v  j  en  u!i  point 
quelconque  m  de  sa  traj^ectoire,  est  déterminée  par 
cette  équation  (n^  2 54)  : 

V^  =:  A^  -f-  2^Z , 

dans  laquelle  A  représente  la  vitesse  du  mobile  an 
point  de  départ  que  je  suppose  être  le  point  C;^  dé- 
signe la  pesanteur,  et  z  l'ordonnée  verticale  du  point 
772,  comptée  à  partir  du  point  C,et  dirigée  dans  le  sens 
de  la  pesanteur.  Si  l'on  suppose  la  courbe  composée  de 
deuxbranclies^Cet^(7'^  qui  se  joignent  au  point  B^ 
et  dont  la  tangente  commune  en  ce  point ,  est  une 
droite  horizontale  :  l'ordonnée  z  et  la  vitesse  s>  aug- 
menteront pendant  que  le  mobile  parcourra  la 
branche  descendante  BC-,  ces  deux  quantités  attein- 
dront leur  maximum  au  point  le  plus  bas;  parvenu  en 
ce  point,  le  mobile  continuera  de  se  mouvoir  au-delà, 
sur  la  branche  ascendante  ^6"',  en  vertu  de  sa  vitesse 
acquise;  mais  pendant  qu'il  s'élèvera  sur  cette  ligne, 
l'ordonnée  ^  et  la  vitesse  v  diniinuerout  ^  et  cette  di- 
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mînution  progressive  se  fera  de  manière  que  si  l'on 
mène  un  plan  horizontal  quelconque^  qui  coupe  les 
deux  branches  de  la  courbe  en  m  et  mf^  la  vitesse 
du  mobile  sera  la  même  aux  deux  points  d'inter- 
section. 

Il  est  évident  que  le  mobile  doit  continuer  de  s'é- 
lever jusqu'à  ce  que  sa  vitesse  soit  devenue  égale  à 
zéro  ;  en  supposant  donc  que  la  vitesse  initiale  ^ 
soit  nulle ,  le  mobile  remontera  jusqu'à  ce  qu'il  se 
trouve  dans  le  plan  horizontal ,  mené  par  son  point 
de  départ  C ,  et  qui  coupe  la  branche  ascendante  au 
point  C^;  arrivé  en  ce  point,  il  commencera  à  re- 
descendre sur  la  branche  BC'y  puis  il  s'élèvera  sur 
la  branche  BC^  jusqu'à  ce  qu'il  soit  revenu  à  son 
premier  point  de  départ ,  avec  une  vitesse  nulle.  Le 
mobile  fera  ainsi  une  suite  indéfinie  d'oscillations 
semblables  sur  la  courbe  donnée.  Comme  chacun 
des  élémens  de  cette  courbe  est  décrit  avec  la  même 
vitesse,  soit  que  le  mobile  monte,  soit  qu'il  des- 
cende, il  s'ensuit  que  le  tems  de  l'ascension,  par 
l'une  des  deux  branches,  sera  égal  au   tems  de  la 
chute ,  par  la  même  branche  ;  le  mobile  emploiera 
donc  le  même  tems  à  revenir  du  point  C  au  point  C, 
qu'à  aller  du  point  C  au  point  C^  ;  par  conséquent 
le  tems  de  la  seconde  oscillation  sera  le  même  que 
celui  de  la  première,  et  toutes  les  oscillations  se  fe- 
ront dans  des  tems  égaux. 

Quand  la  vitesse  initiale  ^  ne  sera  pas  nulle,  le 
corps,  en  montant  sur  la  seconde  branche  de  la  tra- 
jectoire, s'élèvera  au-dessus  du  plan  horizontal^ 
mené  par  son  point  de  départ.  Alors ,  si  la  trajec- 
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toire  est  une  courbe  fermée ,  il  pourra  arriver  deux 
cas  :  ou  la  vitesse  du  mobile  sera  nulle ,  avant  qu'il 
ait  atteint  le  point  B'  oii  la  tangente  redevient  hori- 
zontale, et  que  j'appellerai  le  sommet  de  la  courbe 
donnée  ;  ou  bien  il  atteindra  ce  point  sans  avoir  en- 
core perdu  toute  sa  vitesse.  Dans  le  premier  cas,  le 
mobile  redescendra  sur  la  branche  BC\  remontera 
sur  la  branche  BC^  et  oscillera,  comme  précédem- 
ment, de  part  et  d'autre  dû  point  le  plus  bas  B.  Les 
oscillations  seront  isochrones  (^)  à  partir  de  la  se- 
conde ,  et  seulement,  la  dm^ée  de  la  première  sera 
plus  courte  que  celle  des  autres.  Dans  le  second  cas^ 
le  mobile  continuera  son  mouvement  au-delà  du 
sommet  B'  ;  il  redescendra  par  la  branche  B'CB ^  et 
au  lieu  d'osciller,  il  parcourra  un  nombre  indéfini  de 
fois  et  dans  des  intervalles  de  tems  égaux,  la  circon- 
férence entière  de  la  courbe  donnée. 

Ces  propriétés  du  mouvement  d'un  corps  pesant, 
sur  une  courbe  donnée ,  sont  indépendantes  de  la 
n.-vture  de  cette  courbe ,  qui  peut  être  plane  ou  à 
double  courbure  :  elles  supposent  seulement  que  la 
trajectoire  est  une  courbe  continue  ;  car,  si  l'angle 
de  deux  tangentes  consécutives ,  en  un  ou  plusieurs 
endroits  de  la  courbe ,  était  un  angle  fîni^  il  y  aurait 
une  perte  de  vitesse  sur  chacun  de  ces  points ,  et  le 
mouvement  du  corps  finirait ,  à  la  longue ,  par  s'ar- 
rêter, ou  du  moins  par  devenir  insensible. 

267.  Le  tems  que  le  mobile  emploie  à  faire  une 

("'')  On  appelle  ainsi  les  oscillations  qui  se  font  en  tems  égaux. 
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oscillation  entière,  ou  à  décrire  la  circonférence  en- 
tière de  la  trajectoire,  dépend  de  la  nature  de  cette 
courbe.  Pour  le  déterminer,  désignons  par  s  l'arc 
Cm  compris  entre  le  point  de  départ  du  moLile  et 
un  point  quelconque  de  cette  courbe;  soit  aussi  tle 

tems  employé  à  décrire  cet  arc;  en  mettant  ;^,  à  la 

place  de  ^,  dans  l'équation  du  n°  précédent ,  et  ré- 
solvant ensuite  cette  équation,  par  rapport  à  dt,  il 
vient 

ds 


dt=: 


\/A-^2P;z 


Lorsque  l'équation  de  la  trajectoire  sera  donnée,  on 
en  tirera  z  en  fonction  de  ^,  ou  ^  en  fonction  de  z; 
substituant  donc  l'une  ou  l'autre  de  ces  valeurs  dans 
celle  de^^,  il  ne  restera  plus  qu'à  intégrer  cette  for- 
mule pour  avoir  le  tems  correspondant  à  une  valeur 
quelconque  de  s  ou  de  z.  Il  sera  ensuite  aisé  d'en 
conclure  le  tems  de  l'oscillation  entière,  dans  le  cas 
du  mouvement  oscillatoire;  ou  bien,  dans  l'autre 
cas,  le  tems  employé  à  décrire  la  circonférence  de 
la  courbe  donnée. 

268.  On  peut  observer  que  la  valeur  de  i,  en  fonc- 
tion de  l'arc  5"^  ne  dépendra^  dans  chaque  cas  parti- 
culier, que  de  la  vitesse  initiale  et  de  la  relation  qui 
sera  donnée  entre  les  ordonnées  verticales  et  les 
arcs  de  la  trajectoire^  ces  ordonnées  et  ces  arcs  étant 
comptés  du  point  de  départ  du  mobile  ;  cette  vitesse 
et  cette  relation  restant  les  mêmes,  et  la  trajectoire 
venant  à  changer^  l'équation  entre  s  et  t  uq  chan- 
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géra  pas^  non  plus  que  la  loi  du  mouvement  que 
cette  équation  exprime.  Supposons  donc  que  la 
courbe  donnée  soit  à  double  courbure  ;  de  tous  ses 
points  abaissons  des  perpendiculaires  sur  un  plan 
horizontal,  choisi  arbitrairement,  ce  qui  formera  un 
cylindre  vertical,*  imaginons  ensuite  que  l'on  déve- 
loppe ce  cylindre  sur  un  plan  vertical^  de  manière 
que  chaque  point  de  la  courbe  donnée  conserve  la 
même  hauteur  au-dessus  du  plan  horizontal  :  cette 
courbe  se  trouvera  transformée  en  une  courbe  plane, 
dans  laquelle  la  relation  des  arcs  et  des  ordonnées 
verticales,  comptés  d'un  point  quelconque,  sera  la 
même  que  dans  la  courbe  à  double  courbure;  la  loi 
du  mouvement  sera  donc  aussi  la  même  sur  les  deux 
courbes ,  pourvu  que  la  vitesse  soit  la  même  sur 
l'une  el  sur  l'autre ,  au  point  de  départ  du  mobile. 
Réciproquement ,  le  mouvement  conservera  toutes 
ses  propriétés,  si  l'on  replie  la  trajectoire  plane  sur 
un  cylindre  vertical  quelconque;,  sans  changer  les 
hauteurs  des  points  de  cette  courbe^  au-dessus  d'un 
plan  horizontal. 

369.  Appliquons  maintenant  ces  considérations 
générales  au  mouvement  du  pendule  simple,  que 
nous  avons  défini  précédemment. 

Soit  O  le  point  de  suspension ,  OB  la  verticale 
menée  par  ce  point,  OCla  position  initiale  du  pen- 
dule •  supposons  que  dans  cette  position  on  im- 
prime au  point  matériel  attaché  à  l'extrémité  du  ^\y 
une  vitesse  perpendiculaire  à  sa  longueur^  et  dirigée 
dans  le  pian  vertical  COB  :  il  est  évident  que  le 
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pendule ,  pendant  son  mouvement ,  ne  sortira  pas  de 
ce  plan  vertical^  et  que  le  point  matériel  décrira  un 
cercle  dont  la  longueur  OC  du  fîl  et  le  point  O, 
seront  le  rayon  et  le  centre.  Désignons  ce  rayon  par 
a ,  et  par  et  l'angle  initial  COB  ;  soit  a — 9  l'angle 
COm,  qui  répond  à  l'arc  Cm  y  décrit  dans  le  tems 
quelconque  ^;  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  soit  9 
l'angle  variable  mOB y  compris  entre  le  pendule  et 
la  verticale,  lequel  angle  deviendra  négatif,  quand 
le  pendule  aura  dépassé  cette  ligne;  soit  enfin  A,  la 
hauteur  due  à  la  vitesse  initiale.  En  abaissant  des 
points  C  eX.  m  y  les  perpendiculaires  CD  et  Cp^  sur 
la  verticale  OB  ^et  conservant  les  dénominations  de^ 
j^os  précédens,  nous  aurons 

j4^  r=  Qgh ,       s  :=  Cm  ^=aet  —  aê , 
z  =  Dp=iOp  —  OZ>=  a.  COS.  6  —  ccos-et; 

la  valeur  de  dt  deviendra  donc 

adB 


dt=z-^ 


{^ 2g(h  -j-  a.  cos.b  -—a.cos.oL)  ' 
et  celle  de  la  vitesse  au  point  m^ 

V  •=:  V  2g-(^  +  ai.  COS.6-— û.cos.st). 

On  peut  mettre  ces  valeurs  sous  une  autre  forme  . 
en  employant,  au  lieu  de  l'angle  9 ,  son  sinus  verse  : 
en  le  désignant  par  oc ,  celui  de  Tangle  ce ,  par  é* ,  on 
aura 

1 80S.ar=:C,  l  — COS.Ô  =  X,         Jô  =    — —    "  ; 

y   2r^  X^ 
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et  par  conséquent 

— -  adx 


dt  = 


\/  ihx  —  x'^ .  \/  2g  {^h-^aC  —  axy 

Le  sinus  verse  jo  ne  pouvant  jamais  surpasser  le  i 
nombre  2 ,  il  s'ensuit  que  si  Ton  a  h'\-aë'^2a ^  la 
vitesse  p'  ne  deviendra  jamais  nulle.  Dans  ce  cas ,  le 
pendule^  au  lieu  d'osciller^  fera  le  tour  entier  de  la 
circonférence.  Le  point  matériel  reprendra  la  même  .. 
vitesse^  toutes  les  fois  qu'il  reviendra  au  même  point  '^ 
de  cette  circonférence  ^  et  son  mouvement  circulaire 
continuera  indéfiniment.  Mais  si  l'on  aA-{-aê<C2^,  la 
vitesse  ^  sera  nulle  au  point  de  la  trajectoire  qui 

répond  à  x  = ;  le  pendule  oscillera  de  part  et 

d'autre  de  la  verticale  ;  et  il  est  intéressant  de  dé- 
terminer^ dans  ce  cas,  la  durée  de  chaque  oscilla- 
tion. Cette  détermination  est  surtout  importante  lors- 
qu'on suppose  très-petite  l'amplitude  des  oscillations^ 
ce  qui  a  effectivement  lieu  dans  tous  les  usages  que 
Ton  fait  du  pendule  ;  nous  commencerons  donc  par 
résoudre  la  question  dans  cette  hypothèse. 

^70.  Il  est  permis  de  supposer  la  vitesse  initiale, 
égale  à  zéro  ;  car  cela  revient  à  prendre  pour  origine 
du  mouvement,  le  commencement  d'une  oscilla- 
tion. Nous  aurons  alors  A=o.  De  plus,  les  écarts 
du  pendule,  de  part  et  d'autre  de  la  verticale,  étant 
supposés  très-petits,  il  s'ensuit  que  les  angles  a  et  9, 
sont  aussi  très-petits  ;  en  négligeant  donc  leurs  qua- 
trièmes 
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trièraes  puissances,  on  aura 

cos.a=i  —  —  ,       cos.Ô=i , 

Ces  valeurs  substituées  dans  celle  de  dt,  il  vient 

d'où  Ton  tire ,  en  intégrant , 

f=C+^|.arc.(cos.=^); 

C  étant  la  constante  arbitraire.  A  rorigînie  du  mou- 
vement, on  a  à  la  fois  f=o,  â=:ot^  ce  qui  donne 
C=o;  supprimant  donp  cette  constante,  et  résol- 
vant réquatioa  par  rapport  à  6,  on  trouve 

6  =  6t.  COS.  M /^* 
Va» 

Cette  valeur  de  â  renferme  la  loi  du  mouvemeni 
du  pendule.  On  voit  qu'à  mesure  que  t  augmente^  9 
diminue,  et  le  pendule  se  rapproche  de  la  verticale; 
il  coïncide  avec   cette  ligne,  et  Tangle  9  est  nul, 

quand  t\/-  est  devenu  égal  à  ^,  -tt  étant  la  demi-> 

circonférence  pour  le  rayon  égal  à  l'unité.  Si  t  con- 
tinue d'augmenter,  6  devient  négatif,  et  le  pendule 
passe  de  l'autre  côté  de  là  verticale  ;  il  s'en  éloigne 

Jusqu'à  ce  que  ^y  —  soit  devenu  égal  sl^  ik  cet  ins- 
tant, on  a6s=; — «t;  c'estle  plus  grand  écart  du  peu- 
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dule  ,•  car  si  t  augmente  encore ,  la  valeur  négative 
de  9  diminue ,  et  le  pendule  se  rapproche  de  la  ver- 
ticale. En  continuant  cet  examen^  on  reconnaîtra  sans 
peine  que  le  pendule  s'écarte  successivement  d'un 
angle  ct^  de  part  et  d'autre  de  la  verticale;  si  l'on  dé- 
signe par  T  le  tems  d'une  oscillation  entière ,  pen- 
dant lequel  tems,  le  pendule  décrit  deux  de  ces 
angles  a,  on  aura 

V  g 

En  général^  si  l'on  considère  le  pendule  dans  une 
position  quelconque,  d'un  côté  de  la  verticale^  il  se 
retrouvera  dans  la  même  position^  de  l'autre  côté 
de  cette  ligne ^  après  un  intervalle  de  tems  égal  a 
T'  ;  de  sorte  que  l'angle  ô  n'aura  fait  que  changer  de 
signe.  En  effet,  soit  G'^  ce  que  devient  6,  quand  t 
devient  i+T',  nous  aurons 

e'=:5t.cos.(i+T)  t/S=fit.cos/^  t/ê    4-^  =  — ô. 
271.  La  vitesse  du  corps  oscillant  est  égale  a  -r ,  î 

in  i 

OU  à — ^'-jTf  ^  ^^  instant  quelconque;  difFérentiant 
donc  la  valeur  de  9 ,  on  trouve 

Cette  vitesse  est  nulle  toutes  les  fois  que  t  \J^  est  un 
multiple  de  TT ,  ce  qui  a  lieu  dans  les  positions  ex- 
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trènies  du  pendule  ;  elle  est  au  contraire  à  son  maxi-^ 

muruy  quand  t  xl-  est  un  multiple  impair  de  —,  et 
alors  le  pendule  coïncide  avec  la  yerticale.  Dans  ce 
dernier  cas^  on  a  v-^^clV  ag ,  ou^  ce  qui  est  la  même 
chose,  (^==1/^2^3,  en  faisant  ^  ==  — ;  mais  la  hau- 
teur du  point  de  départ  du  mobile ,  au-dessus  du  point 
le  plus  Las  de  sa  trajectoire  >  est  égale  à  a(^\- — cos.ct); 

elle  se  réduit  à  — -,  ou  à  ^,  à  cause  que  nous  nëgli-* 

geons  la  quatrième  puissance  de  a;  donc  la  vitesse 
au  point  le  plus  Las  ^  est  la  vitesse  due  à  cette  Lau-* 
teur;  ce  qui  résulte,  en  effet,  du  théorème  général 
du  n°  25/^, 

2J2,  La  valeur  de  T  nous  montre  que  la  durée 
des  petites  oscillations  d'un  pendule  est  indépen- 
dante de  leur  amplitude;  elle  ne  dépend  que  de  la 
longueur  du  fîl  et  de  l'intensité  de  la  pesanteur.  De 
ces  trois  quantités  a  y  g  et  Ty  deux  étant  données 
par  l'oLservalion ,  on  en  conclura  immédiatement 
la  troisième  :  par  exemple,  si  l'on  donne  a  et  T^  ou 
aura 

C*est  au  moyen  de  cette  formule  q^e  l'on  déter- 
mine ,  en  chaque  lieu  de  la  terre  ^  l'intensité  de  la 
pesanteur,  d'après  l'oLservation  du  pendule.  Pour 
cela^  on  fait  osciller  un  pendule  composé^  de  forme 
connue^  pendant  un  tems  donné;  on  compte  le 
nombre  d'oscillations  isochrones  qu'il  fait  dans  cet 

26. . 
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intervalle  de  tems;  et^  en  divisant  le  tems  donne% 
par  ce  nombre  ,  on  a  la  durée  de  chaque  oscillation  ; 
par  la  règle  que  nous  enseignerons  dans  la  suite;,  on 
calcule  la  longueur  du  pendule  simple,  qui  ferait 
ses  oscillations  dans  le  même  tems  que  le  pendule 
composé;  de  cette  manière,  on  a  les  valeurs  de  a  et 
de  Ty  et  Ton  en  conclut  celle  de  g,  en  les  substituant 
dans  l'équation  précédente.  En  faisant  osciller  des 
corps  de  différentes  masses  et  de  différentes  ma- 
tières, et  en  déterminant  pour  chacun  d'eux^  par  le 
moyen  que  nous  indiquons^  l'intensité  de  la  pe- 
santeur^,  on  a  reconnu  que  cette  force  accélératrice 
est  la  même  pour  tous  ces  corps,  dans  un  même  lieu 
de  la  terre. 

On  a  trouvé^  à  l'Observatoire  de  Paris ,  0^^,99584 
pour  la  longueur  du  pendule  simple  qui  fait  ses  pe- 
tites oscillations  dans  une  seconde  de  tems;  en  pre- 
nant donc  la  seconde  pour  unité  de  tems  ^  on  aura 
«=o"^,99384,  et  T=i  ;  d'ailleurs  ona'7r=5,i4i59; 
d'où  Ton  conclut  ^=9«*,8o88. 

Cette  valeur  de  g  est  la  vitesse  que  la  pesanteur 
imprime  aux  corps,  à  notre  latitude,  pendant  la 
première  seconde  de  leur  chute  dans  le  vide  ;  elle 
exprime  aussi  le  double  de  l'espace  que  ces  corps 
parcourent  dans  le  même  tems  (n°  187). 

L'observation  a  appris  que  la  longueur  du  pendule 
à  secondes  varie  à  la  surface  de  la  terre^  et  qu'elle 
diminue  à  mesure  qu'on  se  rapproche  de  l'équateur  ; 
or,  le  tems  de  l'oscillation  restant  le  même^  la  for- 
mule précédente  montre  que  la  pesanteur  est  pro- 
portionnelle à  cette  longueur  :  on  doit  donc  en  con- 
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dure  que  l'intensité  de  cette  force  est  également 
variable  ;  et,  vu  rextrême  pre'cision  dont  les  obser- 
vations du  pendule  sont  susceptibles  ,  elles  offrent  le 
moyen  le  plus  propre  à  de'terminer  la  loi  de  cette 
variation.  C'est  en  effet  par  ce  moyen  qu'on  a  trouvé 
l'expression  de  la  pesanteur  à  une  latitude  quel- 
conque^ que  nous  avons  donne'e  dans  le  n"*  ig4. 

275.  La  résistance  de  l'air  n'a  aucune  influence 
sensible  sur  la  durée  des  petites  oscillations  du  pen- 
dule :  elle  augmente  le  tems  de  la  demi-oscillation 
descendante  ;  mais  elle  diminue^  d'une  quantité  égale, 
celui  de  la  demi-oscillation  ascendante  ;  et  le  tems 
de  l'oscillation  entière  reste  le  même  que  dans  le 
vide. 

Pour  le  prouver,  considérons  le  mouvement  du 
pendule  dans  un  milieu  résistant^  et  conservons 
toutes  les  dénominations  du  n'  269.  Menons  par  le 
point  m  y  une  tangente  mT  au  cercle  décrit^  ou  une 
perpendiculaire  au  rayon  0;?z,  et  une  verticale  mK  ; 
l'angle  KmT  sera  complément  de  l'angle  mOB  ou  ô; 
par  conséquent  la  pesanteur^  décomposée  suivant 
mT ^  sera  exprimée  par^  .5/72.6.  La  résistance  du  mi- 
lieu s'exerce  suivant  cette  même  tangente^  en  sens 
contraire  du  mouvement;  si  donc  on  la  suppose  pro- 
portionnelle au  carré  de  la  vitesse ,  comme  dans  la 
théorie  des  projectiles^  et  si  on  la  représente  par 

m,-TZf  'w  étant  un  coefficient  donnée  la  force  accélé- 
ratrice totale  qui  agit  sur  le  mobile,  sera  égale  à 
g.sin»Q — m,  ^j  pendant  toute  la  durée  de  l'oscilla* 
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tion  entière.  Mais,  en  gênerai,  la  force  accélératrice 

décomposée  suivant  la  tangente  à  la  trajectoire,  est 

exprimée  par  -r^  (n°  ^Si);  nous  aurons  donc^  pour 

l'équation  du  mouvement , 

oubien^  en  mettantà  la  place  de  Sj,  sa  valeur  ^at— «6^ 

-r-  =  — -.sm.0-f-um.-7-.  (1) 

dt^  a  ^         df-  ^  ^ 

Cette  équation  a  une  intégrale  première  sous  forme 
finie^  que  Fon  obtient  de  cette  manière.  Je  multi- 
plie par  nd^ ^  et  j'intègre  ensuite  tous  les  termes^  ce 
qui  donne 

ja^     2^       .  ,         rd^^  j. 

dt^        a  J    df-      ^ 

/dô'^ 
-j~ ,  d9z=zx'i  j'ai  alors 

-7:^=^;  et  l'équation  précédente  .devient 

dr       sar  a  , 

-jj.  z= -2., co s. B -f- zam.x, 

du         a 

En  intégrant  cette  équation  linéaire  et  du  premier 
ordre,  par  la  méthode  connue,  on  trouve 

^     ^amB,        2g.s\n.&      ^ 4g^n.  COS. B  ^ 

C  étant  la  constante  arbitraire^  et  e  la  base  des  loga- 
rithmes dont  le  module  est  l'unité.  Je  différentie,  je 
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dù 
vient 


divise  par  Jfl,  et  je  remets  -7—  à  la  place  de  ;^  ;  il 


dS^ 'iarnB^.       2g,  COS. Q       ^^4gm.sm.Q 

dt^  ^  c(i  -{-4a^m^)  ^  1  ^  4a^m'' 

Si  l'on  l'on  résout  cette  inte'grale  première  de  l'é- 
quation (i),  par  rapport  à  dt,  on  en  tirera  ime  valeur 
de  cette  forme:  ^^  =  i^â.^â;  la  question  sera  donc 
ramenée  à  intégrer  la  formule  Fè.dè;  mais  cette  in- 
tégration est  impossible  sous  forme  finie,  par  les 
moyens  connus  ;  et  il  sera  plus  facile  d'intégrer  par 
approximation,  l'équation  (i)  elle-même. 

274.  Pour  cela,  j'observe  que  la  valeur  de  9^  quand 
elle  sera  connue,  se  trouvera  être  une  fonction  de  a; 
cet  angle  étant  supposé  très-petit^  si  l'on  développe 
cette  valeur  suivant  les  puissances  de  a ,  on  aura  une 
série  très-convergente  ;  de  pïus^  cette  série  ne  ren- 
fermera pas  de  termes  indépendans  de  a,  si  l'on 
suppose,  comme  précédemment,  la  vitesse  initiale 
du  mobile  égale  à  zéro;  car,  dans  cette  hypothèse^ 
il  est  évident  que  l'angle  9  doit  être  nul,  en  même 
tems  que  et  :  je  fais  donc 

6  =  6t8,  +  a^0a  +  ^^Ô3-f-etc.;  ''"* 

ôo9a,  93^  etc.,  étant  des  fonctions  inconnues  dè'W 
variable  t.  En  substituant  cette  valeur  dans  l'équa- 
tion (i),  développant  tous  ses  termes  suivant  les 
puissances  de  et ,  et  égalant  ensuite  les  coefficiens  des 
mêmes  puissances  dans  les  deux  membres ,  on  aura 
une  suite  d'équations  différentielles  secondes   qui 


4o8  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

Serviront  à  déterminer  6. ^  G^j  63,  etc.  De  cette  ma- 
nière, on  calculera  autant  de  termes  qu'on  voudra  y 
de  la  valeur  de  9  ;  mais  dans  la  question  présente , 
on  peut  borner  l'approximation  au  carré  de  a,  et  né- 
gliger le  cube  et  les  puissances  supérieures  de  cette 
quantité. 

Alors ,  on  a  simplement 

substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (i  ) ,  et  égalant 
entre  eux ,  les  coefSciens  de  et  et  de  a*  dans  les  deux 
membres,  il  vient 


d-b,  e-  ,         d%  2-  ,    .  d^ 


^«g.ô„       tll^^lx  +  am. 


La  première  de  ces  deux  équations  donne ,  en  l'in- 
tégrant^ 

h  et  hf  étant  les  deux  constantes  arbitraires.  Si  Ton 
compte  le  tems  ^,  de  l'origine  du  mouvement^  on 

aura,  à  cet  instant,  i=o,  6=ût,  ^=0;  par  consé- 

dê 

quent,  on  doit  avoir,  à  la  fois,  «=0^  9j=i,~=0  5 
ce  qui  donne  ^=  i ,  ^'  =  o  ;  donc 

e.=  cos.ty/f        et       §=-Y/g.sin.ty^. 

En  mettant  cette  dernière  valeur  dans  la  seconde 
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de  nos  deux  équations,  et  observant  qu'en  général 
sin*.=Y — 7. COS. 2^  on  aura 

dt"  a       *    a.  a.  Va 

Il  est  aisé  de  voir  qu'on  satisfait  à  cette  équation  ,  en 
prenant 

k  et  A'  étant  deux  constantes  qui  restent  arbitraires^ 
et  à  cause  de  ces  constantes ,  cette  valeur  de  ô,  est 
l'intégrale  complète  de  l'équation  précédente.  A 
l'origine  du  mouvement,  on  doit  avoir ^  à  la  fois, 

/=:o,  Sa=o,  ~z=:0)  d'où  Ton  conclut,  sans  diffi- 
culté, Â:'=o,   kz=. ^  ;  et  par  conséquent 

^             zam           .  ^  /sf   .  cun  ,   am  ^  /s: 

6a  == 5— .COS.  i  \/-H h-}s-.cos.2ii/^; 

Au  moyen  de  ces  valeurs  de  0,  et  de  0,,  celle  de  8 
devient 

La  vitesse  v  du  mobile,  à  un  instant  quelconque  ^  est 
égale  à  —  « .  ^  ;  on  aura  donc 


v=i  et 
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H  ne  s^agit  plus  maintenant  que  d'examiner  ces  va-' 
leurs  de  9  et  de  t^,  qui  renferment  la  loi  du  mouve- 
ment du  pendule. 

275.  La  valeur  de  p  est  nulle,  comme  on  Ta  sup- 
posé, quand  t=o;  elle  augmente  avec  le  tems,  jus- 
qu'à ce  qu'elle  ait  atteint  son  maximum^  puis  elle  di- 
minue^ et  c'est  quand  elle  est  redevenue  nulle,  que 
Toscillation  entière  est  achevée.  Or^  en  faisant  at- 

'  tention  que  le  coefficient  de  ûn,:îty-  est  très-petit 

par  rapport  à  celui  de  sin.ï  y-,  il  est  aisé  de  voir 

que  la  somme  des  deux  termes  qui  composent  la  va- 
leur de  V  y  ne  deviendra  pas  nulle ,  avant  que  l'arc 

/i/-  ne  soit  devenu  égal  à  la  demi-circonférence; 

en  la  désignant  donc  par  tT,  et  la  durée  de  l'oscilla- 
tion entière  par  Ty  on  aura,  comme  dans  le  vide, 

V  g- 

Mais  si  l'on  voulait  connaître  le  tems  de  la  demi- 
oscillation  descendante,  on  aurait,  pour  la  détermi- 
ner, la  condition  fl  =  o  ;  ou  bien ,  en  représentant  ce 
tems  par  T\  on  aurait  l'équation 

/  Q.ctam\  ^.^  /s:  ,   etam    ,  ctam  ^,    /g: 

0  — r-)-^°'-  ^  V  !+— +— -^"^-^^  \I"â=^- 

Si  CL  était  tout-à-fait  nul  ^  cette  équation  donnerait 
T\/ -:=.-'  en  faisant  donc  Z''\/^=-4-x,  l'incon- 
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nue  X  sera  une  très-petite  quantité;  et  en  négligeant 
son  carré  et  son  produit  par  et ,  l'équation  précé- 
dente deviendra 

W  ctam       aam 

2  0 

d'où  l'on  tire  ^=-= — ;  donc 

2    V  g-        3     V  ^ 

Le  tems  de  cette  demi-oscillation  n'est  donc  plus  la 
moitié  du  tems  de  l'oscillation  entière  :  il  est  augmenté, 

par  la  résistance  du  milieu,  de  la  quantité  -^'Sj -* 

par  conséquent  le  tems  de  la  demi-oscillation  ascen- 
dante est  diminué  de  la  même  quantité,  puisque  ce- 
lui de  l'oscillation  entière  n'est  pas  changé. 

276.  Quant  à  l'amplitude  de  l'oscillation,  elle  est 
diminuée  par  la  résistance  du  milieu  :  le  pendule, 
après  avoir  décrit  l'angle  a,  en  descendant^  décrit 
un  angle  plus  petit  en  remontant  de  l'autre  côté  de 
la  verticale;  car  si  l'on  substitue,  dans  la  valeur  de  6, 
celle  de  T'a  la  place  de  i,  on  a 

011  l'on  voit  que  l'amplitude  de  la  seconde  demi-os- 
cillation est  plus  petite  que  celle  de  la  première,  de 

la  quantité  -^-^ — . 

A  la  fin  de  l'oscillation  entière,  le  pendule  se  re- 
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trouve  dans  le  même  cas  qu'au  commencement;  il 
revient  vers  la  verticale,  puis  il  la  de'passe,  et  il  par- 
court en  remontant,  un  angle  un  peu  plus  petit  qu'en 
descendant.  Les  oscillations  continuent  de  même, 
en  diminuant  toujours,  jusqu'à  ce  qu'elles  soient  de- 
venues absolument  insensibles;  mais  tant  qu'elles 
subsistent,  les  oscillations  entières  se  font  dans  le 
même  tems;  car  la  durée  de  la  première,  que  nous 
venons  de  calculer ,  étant  indépendante  de  son  am- 
plitude, elle  convient  également  à  toutes  les  autres. 

277.  Quoiqu'on  ait  soin,  dans  les  difFérens  usa- 
ges du  pendule,  de  faire  ensorte  que  les  oscilla- 
tions soient  très- petites,  il  est  cependant  bon  de 
connaître  leur  durée ,  dans  le  cas  où  elles  ont  une 
étendue  quelconque.  Je  reprends  donc  la  seconde 
valeur  de  dt^  donnée  dans  le  n°  26g;  j'y  fais  A==o, 
et  je  l'écris  ensuite  sous  cette  forme  : 

7,  X    ,  / 11^  (toc 

dt 


}/ dx—x'.y  i  —  - 


L'intégrale  de  cette  formule  n'est  pas  connue  sous 
forme  finie  ;  pour  l'obtenir  en  série  ,  je  développe 

le  facteur  —  ,  suivant  les  puissances  de  .r  | 

j'ai  de  cette  manière,  la  série 
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dont  le  terme  général  est 

1.5.5-7 271—1    /^Y 

2.4-6.8 2/1  *  \2/  * 

On  aura  donc 

dt— .\/ := «(i+-.  -- j 7.  -7-4- etc.). 

2    V  ^y/Cx^x"  \        2   2^2.4    4  ^        ) 

Les  intégrales  des  difFérens  termes  de  cette  expres- 
sion ,  sont  toutes  comprises  sous  cette  forme  : 

/*  —  x^dx 

n  étant  un  nombre  entier  et  positif,  ou  zéro^  et  A  un 
certain  coefficient  qui  varie  avec  n.  Or^  si  l'on  veut 
avoir  le  tems  de  la  demi-oscillation  descendante  , 
il  est  évident  qu'on  doit  prendre  ces  intégrales , 
depuis  :r=  &  ^  qui  répond  au  point  de  départ  du 
mobile  ,  jusqu'à  ^=0  ,  qui  répond  au  point  le 
plus  bas  de  sa  trajectoire.  Soit  donc,   en  général, 

—  x'^dx 

/g    __  ^ ,  prise  entre 

f  ces  limites  ;  l'indice  7i  répondant  à  l'exposant  /z,  de 
sorte  que  B^ ,  B^^  B^^etc^,  soient  les  valeurs  des 
^      ,  n  —  dx         p  —  xdx         r  —  x^dx 

intégrales  J  y^^J  y^^T^ ./  7^^= ,  etc.  ; 

prises  entre  les  mêmes    limites  ;   soit   aussi    T   le 
i  tems  de  l'oscillation   entière  ,    qui   est  double  du 
tems  de  la  demi-oscillation;  nous  aurons 
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série  dont  le  terme  général  est 

la  /1.5.5.7 Q^— i\   / 1  Y  o 

V  ê-A2.4.6.8 2/1       A  \2/  •    "• 

Les  valeurs  des  intégrales  définies  B^^B^yB^^eic.^ 
sont  liées  entre  elles  de  manière  que  l'une  d'elles 
étant  connue,  il  est  facile  d'en  déduire  successi- 
vement toutes  les  autres.  En  effet  ^  on  a  identi- 
quement 

^Cx'—x^  ~~J         \/Cx  •—  a;*  ^J     y/Cx—x"-' 

f^àîl^^^=zx^-\  \/C^:?—(n-i).fx^-^dx.  {/Cl^' , 

J      yCx-x^ 

fx^-^^dx.  y  Qx  — x^-=zQ,  /  —  .  =  —  /     ^  ; 


d'où  Ton  conclut 

/-^x'^dx  _    ,  ,/- 1   .   .  .    r    x'^dx 

S/Cx-^x^  J  \/Qx^ 

CÇqti  —  1  )    /^  —  x^~^dx 
T 

et,  par  conséquent 


/— rf£_  __:r"-\  S/Cx  —  x''      C{Q.n^  l)     P-^x^'-^dx 


Aux  deux  limites  ^=0^  x  =  ê^  on  a  \/êx-— x^z=o; 
en  passant  aux  intégrales  définies,  la  dernière  équa- 
tion devient  donc 
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En  faisant  successivement  7z==  i  _,  nz==.2,  «  =  3,  etc.^ 
dans  cette  équation ,  on  en  tire 


2 


4     2.4 


B^-^,XB,=ztid.C'B,, 


:-La 


8       """2.4.6.8 
et  généralement  4 

^  i.Z.S.y 572—1^^^^  ^ 

2.4.6.8 27Z  *  ®° 

Quant  à  la  valeur  de  B^  ^  on  a 

—  dx  /  20:  —  C\   , 

-—===-=  arc. (  COS.  = — - —   ) -f- constante  ; 

j  prise  depuis  jc  =  ê  jusqu'à  x=:o  y  cette  intégrale 
I  donne  B^z==:^  ;  tt  représentant  le  rapport  de  la  cir- 
conférence au  diamètre. 

Si  Ton  substitue  maintenant  la  valeur  de  Bj^^  dans 
le  terme  général  du  développement  de  T^  ce  terme 
devient 


A  /t'S'5.7 2?i  — iV  /^N" 

"^V  ^A2.4'6.8 271       /'U/' 

La  valeur  de  T  devient  aussi 

-='/^['+G)'1+(rl)Xi)+(^)'(.-^- 


]• 
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Cette  série,  qui  procède  suivant  les  puissances  de  -» 

est  essentiellement  convergente ,  puisque  C  est  tou- 
jours plus  petit  que  2. 

278.  Dans  les  petites  oscillations,  où  Ton  suppose 
C  très-petit ,  on  a ,  en  ne  conservant  que  le  premier 
terme  de  la  se'rie. 


'='/!• 


T: 

.      '    .( 

Ce  résultat  est  le  même  que  nous  avions  déjà  trouvé 
(n*  270)  ;  mais  la  valeur  exacte  de  T  nous  montre , 
de  plus  ,  que  la  durée  des  oscillations  n'est  pas  ri- 
goureusement indépendante  de  Tare  parcouru  par' 
le  pendule.  Dans  les  observations  qui  exigent  une 
grande  précision ,  on  conserve  les  deux  premiers 
termes  de  la  valeur  T;  on  a  alors 


r=Vi.(.  +  S"> 


car  Ç  =—  ,  à  très-peu  près,  a  étant  l'arc  dont  f  est  le 

sinus  verse  (n'  269).  Le  second  terme  de  cette  valeur 
de  2^  est  la  correction  due  à  la  grandeur  de  l'arc  par- 
couru. Cette  correction  varie  avec  l'arc  ^  quand  le 
pendule  oscille  dans  l'air;  et  c'est  en  cela  que  la 
résistance  du  milieu  peut  avoir  une  petite  influence 
sur  la  durée  des  oscillations. 

279.  Si  l'on  écartait  le  pendule  infiniment  peu  de 
la  verticale^  il  emploierait,  pour  y  revenir^  un  tems 

fini 
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fini  et  égal  à  -.  1/ -,  Dans  ce  mouvement^  le  mo- 
bile décrit  un  espace  infiniment  petit  dans  un  tems 
fini;  ce  qui  vient  de  ce  que  l'intensité  de  la  force 
accélératrice  qui  le  sollicite  ;,  est  infiniment  petite. 
En  effet,  cette  force  est  la  pesanteur  décomposée 
suivant  la  tangente  à  la  trajectoire;  or^  dans  Tétendue 
de  Tare  infiniment  petit  qui  aboutit  au  point  le  plus 
bas  de  cette  courbe,  la  tangente  fait,  avec  la  verti- 
cale, un  angle  qui  diffère  d'un  droit,  d'une  quantité 
infiniment  petite  ;  le  cosinus  de  cet  angle,  par  lequel 
il  faut  multiplier  la  pesanteur  pour  avoir  sa  compo- 
sante, est  donc  infiniment  petit;  donc  l'intensité  de 
cette  composante  est  aussi  infiniment  petite. 

Généralement;,  lorsqu'un  point  matériel  pesant 
est  astreint  à  rester  sur  une  courbe  donnée,  de  forme 
quelconque,  il  peut  demeurer  en  équilibre  dans 
tous  les  points  de  cette  courbe  où  la  tangente  est 
horizontale  ;  si  on  le  place  infiniment  près  de  l'un 
de  ces  points ,  sa  pesanteur  se  décomposera  en  deux 
forces^  l'une  perpendiculaire  à  la  courbe,  et  qui 
sera  détruite,  l'autre  dirigée  suivant  la  tangente: 
cette  seconde  force  sera  infiniment  petite,  et  il  est 
aisé  de  voir,  d'après  le  sens  de  sa  direction,  qu'elle 
tendra  à  ramener  le  corps  vers  la  position  d'équi- 
libre ,  ou  à  l'en  écarter ,  selon  qu'on  l'aura  élevé 
ou  abaissé,  par  rapport  a  cette  position.  Dans  le 
premier  cas^  l'équilibre  sera  stable  ;  le  mobile  oscil- 
lera indéfiniment  de  part  et  d'autre  du  point  le  plus 
bas  de  sa  trajectoire;  l'amplitude  de  ses  oscillations 
sera  infînimexit  petite  )  et  pour  déterminer  leur 
I.  ^7 
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durée  ,  j'observe   que  dans  l'étendue  de  l'arc  que 

chaque   oscillation   comprend,  la   trajectoire  peut 

être  censée  se  confondre  avec  le  cercle  osculateur 

au  point  le  plus  bas;  d'où  je  conclus  que  le  tems  de 

chaque  oscillation  entière  devra  être  égal  à  ^-\/~  , 
a  étant  le  rayon  de  ce  cercle. 

§.  IV.   Momement  d'un  point   matériel  pesant^  sur 

la  iyycloïde, 

260.  Nous  avons  fait  connaître  prêce'demment 
les  propriétés  générales  du  mouvement  d'un  corps 
pesant  sur  une  courbe  donnée  ;  il  s'agit  mainte- 
nant de  considérer ,  en  particulier^  le  cas  où  la 
trajectoire  est  une  cycloïde.  Le  mouvement,  sur 
cette  courbe ,  présente  des  propriétés  singulières  ^ 
qui  ont  beaucoup  occupé  les  géomètres  du  siècle 
dernier  ;,   et  qui  méritent  d'être  connues. 

Considérons  une  cycloïde  ACB  (fîg.  62)  ,  dont 
l'axe  AB  est  horizontal  ,  et  qui  est  placée  au- 
dessous  de  cet  axe  ;  le  point  C  est  le  point  le  plus 
bas  de  cette  courbe;  la  perpendiculaire  CD^  abais- 
sée de  ce  point  sur  l'axe  AB ^  est  le  diamètre  du 
cercle  générateur;  la  longueur  de  la  demi-cycloïde 
iC ^  ou  CB  est  égaie  au  double  de  ce  diamètre; 
€t  généralement,  si  l'on  représente  par  a  cette  lon- 
gueur ,  par  X  l'abscisse  Cp  d'un  point  quelconque 
;?z,  comptée  sur  l'axe  CD  ^  à  partir  du  point  C, 
et  par  s  l'arc  Cm ,  on  aura  ,  d'après  les  propriétés 
connues  de  la  cycloïde 


Q,ax. 
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Un  point  matériel  assiijëti  à  rester  sur  cette 
courbe ,  ne  pourra  demeurer  en  équilibre  qu'au 
point  C  :  si  on  le  place  en  un  point  quelconque  k , 
il  descendra  vers  le  point  C  ;  puis  il  remontera  sur 
l'autre  branche  de  la  courbe,  et  il  oscillera  indé- 
finiment de  part  et  d'autre  du  point  C.  Les  deux 
branches  de  la  courbe  étant  symétriques,  les  durées 
des  deux  demi-oscillations  seront  égales,  et  celle  de 
l'oscillation  entière  sera  double  du  tems  que  le  mo- 
bile emploie  à  tomber  du  point  A  au  point  C.  Pour 
déterminer  ce  tems,  reprenons  la  valeur  de  Ji,  donnée 
dans  le  n^  267  ;  en  y  faisant,  pour  simplifier,  ^=0, 
et  observant  que  l'arc  Sy  compté  du  point  C,  diminue 
quand  t  augmente  ,  nous  aurons 

La  variable  z  est  ici  l'ordonnée  verticale  du  mobile, 
comptée  de  son  point  de  départ  ;  on  aura  donc 
z:=h' — jc,  h  étant  la  hauteur  Cil ^  du  point  A  au- 
dessus  du  point  C  ;  d'ailleurs  l'équation  s^  =  2ajc 
donne  sds=zadjc;  par  conséquent^ 


scis      1        /a  doè 

—  —       2'  V  g    y" Jijc -^ oc"-' 


sds 

\/2g 


En  intégrant ,  il  vient 

2x — h 


i        /a  /  2.x  —  h\ 

je  n'ajoute     pas  de  constante  arbitraire,  parce  qii< 


21m  :■ 
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je  compte  le  tems  t  à  partir  du  départ  du  mobile  ^ 
ce  qui  exige  qu'on  ait  à-la~fois  jr=/i  et  ^:=;o. 

Soit  maintenant  t^  le  tems  qui  s'est  ëcoulë  quand 
le  mobile  est  parvenu  au  point  C  :  en  ce  point,,  on 
a  x=o;  donc 

\        fa  f  ^        -x        fa 

i  ==  -.  \    -.arc.  (cos.  = —  i)  =  -,  1/  -. 

On  voit  que  le  tems  de  la  chute  du  mobile,  par 
l'arc  delacycloïde ,  est  indépendant  de  la  hauteur  A^ 
dont  le  corps  est  tombé  ;  de  manière  que  deux 
corps  qui  se  meuvent  sur  une  même  cycloide ,  et 
qui  partent  de  deux  points  difFérens  k  et  A-',  par- 
viendront dans  le  même  tems  au  point  le  plus  bas. 

281.  En  combinant  cette  propriété  de  la  cy- 
cloide ,  avec  une  autre  propriété  connue  de  la 
même  courbe  ^  on  pourrait  former  un  pendule 
dont  les  oscillations  seraient  rigoureusement  d'égale 
durée  ,  quelle  que  fut  leur  amplitude.  En  effet  on 
sait  que  la  développée  de  la  cycloïde  est  une  au- 
tre cycloïde,  égale  et  placée  dans  une  position 
inverse  ;  de  sorte  que  si  l'on  prolonge  CD  d'une 
quantité  DO  égale  à  CD ,  et  qu'on  trace  deux 
demi-cycloïdes  OA  et  OB^  tangentes  aux  droites 
OD  et  AB^  et  égales  aux  demi-  cycloïdes  AC  eï 
BC ^  la  courbe  OA  sera  la  développée  de  AC ^  et 
la  courbe  OB  sera  celle  de  BC.  Concevons  donc 
que  les  courbes  OA  et  OB  sont  formées  par  des 
verges  flexibles ,  auxquelles  on  a  donné  cette  figure; 
supposons  qu'on  attache  au  point  fixe  O  ^  un  fil 
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OC  y  égal  en  longueur  à  OA  ou  à  OB  ^  et  qu'oa 
suspende  un  corps  pesant  à  son  extrémité  C  ;  si 
Ton  écarte  ce  pendule,  de  la  position  verticale ,  et 
qu'on  l'abandonne  ensuite  à  l'action  de  la  pesanteur _, 
il  oscillera  de  part  et  d'autre  de  cette  position ,  et  il 
est  évident  que,  pendant  ces  oscillations,  le  fil  OC 
s'enveloppera  alternativement  sur  la  courbe  OA  et 
sur  la  courbe  OB  ;  son  extrémité  décrira  donc 
la  courbe  ACB ,  qui  est  leur  développante  ;  par 
conséquent  on  peut  être  certain  que  le  mobile 
attaché  à  cette  extrémité,  décrira  des  arcs*  de  cy- 
cloïde,  de  part  et  d'autre  du  point  le  plus  bas; 
donc,  d'après  le  résultat  précédent,  les  oscillations 
de  ce  pendule  s'achèveront  toujours  dans  le  même 
tems,  quel  que  soit  l'écartement  primitif.  Si  le 
mobile  avait  à  l'origine  du  mouvement ,  une  vi- 
tesse quelconque  dirigée  dans  le  plan  de  la  courbe 
ACByie  tems  de  l'oscillation  n'en  serait  pas  changé, 
puisque  cela  reviendrait  évidemment  à  supposer 
que  le  mobile  part  d'un  point  plus  élevé  de  cette 
courbe  ,  avec  une  vitesse  nulle. 

282.  Le  tems  de  la  chute  par  l'arc  Ck ,  étant 
indépendant  de  la  longueur  de  cet  arc ,  il  ne  doit 
pas  changer  ,  si  l'on  prend  le  point  k  infini- 
ment près  du  point  C -^  mais  alors  ce  tems  est 
le  même  que  si  le  mouvement  avait  lieu  sur  le 
cercle  osculateur  de  la  cycloïde  au  point  ^'(n^ayg)  ; 
la  yaleur  de  t^  doit  donc  être  égale  au  tems  de  la 
demi-oscillation  infiniment  petite  d'un  pendule  qui 
aurait  le  rayon  de  ce  cercle  pour  longueur;    or^ 
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c'est  ce  qui  arrive  en  effet  ;  car  la  longueur  de  la 
demi-cycloide  AC,  que  nous  avons  désignée  par  a, 
est  égale  au  rayon  de  courbure  qui  re'pond  au  som- 
met de  ce  Me  courbe^  et  d'après  le  n°  ti'jOy  le  tems 
de  la  demi-oscillation  d'un  pendule   de  cette  lon- 

gueur^  est   exprmie  par  ô'V/-. 

280.  On  appelle  tautochrone ,  toute  courbe  sur  la- 
quelle un  corps  pesant  parvient  toujours  au  point  le 
plusbas^  quel  que  soit  le  point  de  cette  courbe  d'où  il 
est  parti.  Ainsi,  danslevide,  lacycloïde  est  une  courbe 
tautochrone;  mais  est-elle  la  seule  courbe  de  cette 
espèce?  C/est  ce  qu'on  va  voir  par  l'analyse  suivante. 

Nous  avons  ,  en   conservant  les   dénominations 

du  n"*  280 , 

7. I  ds 


S/^g    \/  h  —  X 

Quelle  que  soit  la  courbe  tautochrone  ,  s  est  une 
fonction  de  .r  ,  et  l'on  peut  imaginer  cette  fonc- 
tion développée  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  la  variable  5  soit  donc 

Si  Ç  "y 

S  2=:  Ax  +  Bx  -\-  Cx  -f-  etc.  ; 

A^  B  y  Cy  etc.,  et,  êy  y  y  etc.,  étant  des  coefficîens 
et  des  exposans  indéterminés.  Comme  l'abscisse  x 
et  l'arc  s  sont  comptés  d'un  même  point  de  la  courbe , 
savoir ,  à  partir  du  point  le  plus  bas  ,  on  doit  avoir 
en  même  tems  jc  =  o  et  5  =  o  ;  il  est  donc  néces- 
saire que  tous  les  exposans  ct^  C  ^  y  ^  etc.  soient 
positifs^  et  qu'aucun  d'eux  ne  soit  zéro.  Si  l'on  prend 


LIVRE  ÏI.  DYNAMIQUE.  425 

la  valeur  de  dsy  et  qu'on  la  substitue  dans  cellede  dt^ 
il  vient 

,  AoL     X         dr  BC      X        dx 

\/ 2.g    \/ h  —  X        V  ^g    V^h — X 

Cy     X         dx 
V  âg    y  h  —  X  . 

Or ,  pour  avoir  le  tems^^,  que  le  mobile  emploie  à 
descendre  de  la  hauteur  h^  il  jfaut  prendre  les  inté- 
grales de  tous  ces  termes  ,  depuis  ocz=zh  jusqu'à 
a;  =  o  ;  ou  bien  ,  si  l'on  fait  d'abord  xx=.hx\  il  fau- 
dra prendre  ces  intégrales,  depuis  x'=i  jusqu'à 
.r'=o.  D'après  cela,  il  est  aisé  de  voir  que  Ton  aura 


en  faisant  pour  abréger 

'        J   i/T 


*  —  I    ,    ^ 

A. 


\/  1-—X' 


v 

et  en  donnant  pour  limites  à  ces  intégrales,  ^'=  i 
et  x'==o.  Il  est  important  de  remarquer  qu'aucune 
de  ces  quantités  ^^,  B^y  C^y  etc. ,  ne  peut  être  nulle  ; 
car  B^ ,  par  exemple ,  est  la  somme  des  valeurs   de 

,  comprises  entre  les  limites  x^  =  i  etJc'=:Oj 

yi — x' 

et  multipliées  par  dx^  ;  or ,  cette  fonction  de  x'  ne 
changeant  pas  de  signe,  dans  cet  intervalle,  il  est  im- 
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possible  que  la  somme  de  ses  valeurs  soit  égale  kzéro. 
Maintenant  il  est  évident  que  la  valeur  de  t^  ne 
peut  être  indépendante  de  A ,  à  moins  que  tous  les 
termes  de  cette  valeur  ne  soient  nuls  ,  excepté  celui 
dans  lequel  Fexposant  de  h  est  2:éro.  Supposons 
donc  que  ce  terme  soit  le  premier,  c'est-à-dire  , 
supposons  qu'on  ait  ût=  \  ;  pour  que  le  second  terme 
disparaisse  ,  il  faut  que  le  produit  €BB^  soit  nul  ; 
ce  qui  exige  qu'on  ait  B=o  y  puisque  ni  C  ni  B^  ne 
peuvent  être  zéro.  On  verra  de  même  que  les 
coefficiens  C,  D  ^  etc.,  sont  aussi  nécessairement 
nuls  :  la  valeur  de  s  y  dans  la  courbe  tautochrone  ^ 
se  réduit  donc  à 


d'où  l'on  tire  s^=J!''œ  y  équation  qui  appartient  a 
tinecycloïde  à  base  horizontale,  dont  le  sommet  est 
au  point  que  le  mobile  atteint  toujours  dans  le 
3iiême  tems.  Celte  coui'be  est  donc  la  seule  tauto- 
chrone dans  le  vide. 

En  désignant  par  a  ,  la  longueur  de  la  demi-cy- 
cloïde,  onaura^'':=2a^  et  la  valeur  de  ^^  deviendra 

de  plus  à  cause  de  ct=|j,  on  a 

A  •=. —  /  — -  r=arc.(cos.  =20:  —  1  )  =  ?r  , 

puisque  cette  intégrale  doit  être  prise  depuis  o^'r^o, 

jusqu'à  .r'=  i  :  on  a  donc  ij=^ — \j  -  ,  comme  dans 
le  n°  280. 
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284.  D'après  la  remarque  générale  que  Ton  a 
faite  précédemment  (  li°  268  ),  si  l'on  replie  la 
cycloïde  ACB  sur  un  cylindre  vertical  à  base  quel- 
conque y  elle  se  changera  en  une  courbe  à  double 
courbure  qui  sera  encore  tauiochrone  ;  de  manière 
qu'un  mobile  abandonné  à  l'action  de  la  pesanteur, 
et  forcé  de  se  mouvoir  sur  cette  courbe  ,  atteindra 
toujours  le  point  le  plus  bas  dans  le  même  tems , 
quel  que  soit  le  point  de  départ ,  et  quelle  que  soit 
aussi   la  projection  horizontale  de  cette  trajectoire. 

Réciproquement  toutes  les  tautochrones  a  double 
courbure  ,  qui  peuvent  exister  ^  ne  sont  que  des 
cycloïdes  à  base  horizontale^  enveloppées  sur  des  cy- 
lindres verticaux  ;  car  si  l'on  développe  le  cylindre 
vertical  sur  lequel  se  trouve  une  de  ces  tautochro- 
nes ,  cette  courbe  deviendra  plane  ,  et  les  proprié- 
tés du  mouvement  d'un  corps  pesant  sur  l'une  et 
l'autre  trajectoire  ^  seront  les  mêmes  (n®  268);  si 
donc  la  trajectoire  à  double  courbure  est  une  tau- 
iochrone ,  la  trajectoire  plane  le  sera  aussi  ;  par 
conséquent  cette  dernière  ne  pourra  être  qu'une 
cycloïde  à  base  horizontale. 

285.  Cherchons  maintenant  la  courbe  qu'un  corps 
pesant  doit  suivre ,  pour  parvenir  d'un  point  à  un 
autre,  dans  le  tems  le  plus  court;  ce  qui  nous  fera 
connaître  une  nouvelle  propriété  de  I3  cycloïde, 
non  moins  remarquable  que  le  tautochronisme.  On 
nomme  la  courbe  que  nous  cherchons  ,  la  hra- 
chjstoehrone  ^  ou  la  ligne  de  la  plus  vite  descente. 
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Soit  K  (fîg.  63)  le  point  de  départ ,  K^  le  point 
que  le  mobile  doit  atteindre  dans  le  tems  le  plus^ 
couYl^  K?nK'\2i  courbe  demandée;  désignons  par 
x,jc^  Zyles  coordonnées  d'un  point  quelconque  m 
de  cette  courbe  ;  prenons  les  axes  des  j  et  des 
horizontaux,  et  l'axe  des  x  vertical  et  dirigé  dans 
le  sens  de  la  pesanteur  ;  faisons ,   pour  abréger, 

dy  ^   dz  1  .^  ■,,  • 

•^c=:peij-=:^^     de   manière   que    Ion  ait 

dx.  \/i-f-yc>^-j-^'*^  pour  l'élément  de   la  courbe 
supposons  nulle  la  vitesse  initiale;  soit  enfin  x=a^ 
7=^,  z:f=Cj  au  point  K^  et  x=.a\ y=.h\  z=:o', 
au   point  K^  :  l'ordonnée  verticale    du    point    m 
comptée  du  point  de  départ,  sera  égale  à  ^  —  s 
et  dt  étant  toujours  l'élément  du  tems,  et  g^  la  pe- 
santeur, la  formule  du  n*  267  deviendra 

\/Qg{oc — a) 

11  s'agit  donc  de  trouver  la  courbe  dans  laquelle 
l'intégrale  de  cette  valeur  de  dt ,  prise  depuis  le 
point  K  jusqu'au  point  K\  est  un  minimum;  mais 
comme  ce  problème  appartient  au  Calcul  des  va-- 
riations  ,  nous  allons  rappeler  en  peu  de  mots,  les 
formules  de  ce  calcul ,  dont  nous  aurons  ensuite  à 
faire  l'application  à  la  valeur  de  dt, 

:286.  Considérons,   en  général,  l'intégrale y/^J^ 
dans  laquelle   V  est  une  fonction  quelconque    de 

oc^  j y  z  y    et  des  coefficiens  différentiels  ^  et  ^ 
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qui  seront  représentés  par/?  et  (j ;  et,  parmi  toutes 
les  courbes  que  l'on  peut  mener  par  les  deux  points 
donnes  K  et  K' ,  proposons-nous  de  trouver  celle 
qui  répond  au  minimum  de  l'intégrale //^Jj^,  prise 
depuis  le  point  K  jusqu'au  point  K'  ;  question  qui 
revient  à  déterminer  les  valeurs  de  j  et  de  z  en 
fonction  de  œ,  pour  lesquelles  la  valeur  de  cette 
intégrale  définie  ^  sera  plus  petite  que  pour  d'autres 
valeurs  quelconques    de  ces  mêmes  quantités. 

Pour  résoudre  ce  problème,  on  supposera  que 
les  inconnues jK  et  z  deviennent  J-^^J  et  s  +  cTis  , 
les  variations  S'y  et  cTz  étant  des.  fonctions  arbi- 
traires de  œ;  les  coefîiciens  différentiels  i^  et    ,    , 

ou  p  et  q,  deviendront  en  même  tems  ~  -{ — ^-^    et 

dz        d  è'z 

T  "^  ~~d~'  '  ^^  sorte  que  les  variations  correspon- 
dantes de  p  et  fjf  y  seront 


^P=^>      ^^  = 


d. 


■:  Z 


dx    *  dx 

Or  y  on  démontre 

1°.  Que  l'équation  commune  ati  maximum  et  au 
minimum  de  l'intégrale  fVdx  ^  est 

cette  seconde  intégrale  étant  prise  entre  les  mêmes 
limites  que  la  première^  et  S^V  représentant  la 
partie  de  la  variation  de  V^  qiû  renferme  les  pre- 
mières puissances  de  cfy^  J^;^^  S'p  et  Sq. 
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2®.  Que  le  minimum  ou  le  maximum  a  lieu ,  selon 
que  la  valeui*  de  l'intégrale /cr'*/^\  t/cT ,  prise  entre 
les  mêmes  limites  qaeff^djCj,  est  positive  ou  né- 
gative f  J^*/^  représentant  la  partie  de  la  variation 
de  F^y  qui  renferme  les  termes  de  seconde  dimen- 
sion par  rapport  à  jy,  cTz^  J'p  et  J'q. 

287.  D'après  la  définition  de  la  quantité  Ip^^  ou 
a  évidemment 

en  faisant,  pour  abréger, 

M-^éEl     j,r^^:      p^dr  dr_ 

■  dj*       '  dz*  dp'        ^—   dq   ' 

d'ailleurs  ,  en  mettant  pour  J'p  et  c5^q ,  leurs  valeurs 
précédentes,  et  intégrant  par  parties ,  il  vient 

fP^p.dx=tfPd.^y=zP^y^fê^y.dP, 
fQ^q.dx=zfQd.^z  =  Q^z—f^z.dQ. 

Or  ,  les  limites  de  ces  intégrales  répondent  aux 
points  K  et  K\  que  l'on  supposé  invariables  et 
donnés  de  position;  les  variations  cT/  et  J^z  doivent 
donc  être  nulles  à  ces  limites  ;  par  conséquent  on 
doit  supprimer  les  termes  PJy  et  QJ'Zy  qui  se  trou- 
vent hors  du  signe/",  et  alors  on  a  simplement 

PF.  dx  =fl(Mdx  —  dP) .  ^y  -f-  (iVJjr  —  tZÇ) .  ^2]. 

J'égale  à  zéi'o  la  quantité  comprise  sous  le  signe/", 
et  j'ai  ,  pour  l'équation  commune    au  minimum    et 

au  maximum  y 

{jMx  —  dp-)  Jy  -f-  ÇSdx  —  ^Q) .  ^^2;  =  o.  (î> 
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Si  les  deux  iaconnues  j-  et  z  sont  tout-à-fait  inde'- 
pendantes  entre  elles ,  leurs  variations  le  seront 
aussi  ;  il  faudra  donc  égaler  séparément  à  zéro  , 
les  coeffieiens  de  JV  et  cT^s,.  dans  cette  équation, 
qui  se  décomposera,  dans  ce  cas  ,  en  deux  autres, 
savoir  : 

Mdx  —  dP=o,       Ndx—dQ2=s:o,  (2) 

Ces  d^ux  équations  sont  celles  de  la  courbe  cher- 
chée; mais  elles  sont  ditïerentielles  du  second  ordre, 
et  il  restera  à  les  intégrer  dans  chaque  cas  par- 
ticulier. 

Mais  si  la  courbe  cherchée  doit  être  tracée  sur 
une  surface  donnée,  et  qu'il  s'agisse  de  trouver 
entre  toutes  les  courbes  tracées  sur  la  même  sur- 
face, celle  qui  répond  au  maximum  ou  au  mini-^ 
tnum  de  l'intégrale  fVdx ,  les  inconnues  j  et  z 
seront  liées  entre  elles  par  l'équation  de  cette  sur- 
face ,  à  laquelle  elles  devront  encore  satisfaire  ,  lors- 
qu'elles deviennent  j'-f-ciy  et  z+cT^.  En  représen- 
tant donc  par  Z=o^  cette  équation^  on  en  con- 
clura, entre  les  variations  S^j  et  cTz,  l'équation  de 
condition 

-j-'à^y -j-  -j-^^^^^^'- 
dy    -^         az 

J'élimine  ,  entre  l'équation  (i)  et  oelle-ci ,  l'une 
des  deux  variations ,  et  en  supprimant  l'autre  ^  qui 
se  trouve  facteur  à  tous  les  termes,  je  trouve 

x^dP).^---(^Ndx^dQ).^=:o,  (3) 
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Cette  équation  ,  jointe  à  l'équation  donnée  L=.o^ 
servira,  dans  chaque  cas  particulier,  à  déterminer 
les  valeurs  de  j  et   de  z. 

Ainsi ,  les  équations  (2)  et  (5)  contiennent  la 
solution  du  problème  ,  dans  les  deux  cas  qu'il  peut 
présenter.  Il  est  bon  d'observer  que  Ton  peut  com- 
prendre ces  deux  cas  dans  un  seul,  en  prenant  , 
pour  déterminer  j*  et  z,  les  deux  équations 


dL      ,  ,, ,       -.^  .    dL 


Mdx  —  dp  -\'~^,  hdx  =  o  ,  ISdy — dQ-\-  ~ . hdx  =:  o ,  (4) 


dans  lesquelles  A  est  une  quantité  indéterminée  :  lors- 
que j^  et  ;s  seront  liées  par  l'équation  Z=o^  on  élimi- 
nera À  entre  ces  dernières  ,  et  l'on  aura  l'équation  (5) 
qui  convient  à  ce  cas;  quand  j  et  z  seront,  au 
contraire,  indépendantes  entre  elles,  on  fera  A  =  o^ 
et  ces  dernières  équations  coïncideront  avec  les 
équations  (2), 

288.  Appliquons  maintenant  ces  formules  géné- 
rales ,  au  problème  de  la  brachystoclirone.  En  pre- 
nant pour  Z=o  les  équations  de  différentes  sur- 
faces ,  il  sera  aisé  de  former  les  équations  diffé- 
rentielles des  courbes  de  la  plus  vite  descente  sur 
ces  surfaces  ;  mais  ce  ne  sera  que  dans  un  très- 
petit  nombre  de  cas  ,  choisis  exprès  _,  que  l'on 
pourra  les  intégrer;  dans  le  cas  au  minimum  absolu  y 
qui  sera  le  seul  que  nous  considérerons  ,  la  ques- 
tion admet  une  solution  complète ,  ainsi  qu'on 
va  le  voir. 

Nous  aurons  (n°  285) 
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F= 


\/  Qg(x—  a) 


cette  valeur  de  P^  ne  contenant  ni  j-  ni  s  ,  il  s'en- 
suit M^=.o  et  iV=o  ;  ce  qui  réduit  les  équations 
(2)  à  dPzzzo  et  JQ=o;  d'où  l'on  tire,  en  in- 
tégrant , 

C  et  C  étant  deux  constantes  arbitraires.  En  difFé- 
rentiant  J^  par  rapport  à  y»  et  à  ^ ,  il  vient 

Jr    — - 


dp         \/s^gix  —  a)(i  +  p^  -H  q')  ' 

dV  q  '  v' 


les  équations  différentielles  du  premier  ordre  de  la 
courbe  KmK'  ^  seront  donc 


q 


Ces  équations  donnent  Cq  —  C'p-=.  o;  multipliant 
par  clx  et  observant  que  qdx:=^chj  pdxz=:dj y  on 
a  Cdz — Odj:=:Oy  et  en  intégrant 

6^''  étant  une  troisième  constante  arbitraire.  Cette 
dernière  équation  est  celle  d'un  plan  perpendicu- 
laire à  celui  àes  y  ^  s  ,  et  par  conséquent  vertical, 
puisque  îe  plan  des  j"  ^  s  ^  est  horizontal  ;  ce  qui 
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nous  apprend  d'abord  que  la  courbe  cherchée 
est  plane  et  comprise  dans  un  plan  vertical.  Comme 
le  plan  des  x^j  est  vertical ,  et  que  sa  direction  est 
arbitraire  ,  il  est  permis ,  pour  simplifier  les  calculs 
qui  nous  restent  à  faire,  de  choisir  le  plan  de 
la  courbe  pour  celui  des  coordonnées  x ,  j\  On 
aura  alors  z=o  et  q:=o ,  et,  pour  l'ëquation  dif- 
férentielle de  la  courbe  KmK\ 

i 

-,  =  C. 


Je  résous  cette  équation  par  rapport  à yt?,  je  mul- 
tiplie par  dx  y  et  je  mets  ^ ,  à  la  place  de  pdx  y  il 
vient 

{x  —  a).  \/ 9.0g . dx 


dy=^ 


\/  X  —  a  —  aCV  (x-  —  ay 


Si  Ton  transporte  l'origine   au  point  K ,  l'abscisse 
a  de  ce  point  (n°  ^85)  sera  nulle,  et    en   faisant  , 

pour  abréger,  —^  =  ^,  on  aura 


S 

xdx 


dy 


\/  yx — x^ 


équation  différentielle  qui  appartient  a  une  cycloïde 
dont  la  base  est  la  droite  horizontale  menée  par  le 
point  ^  ,  et  dont  Je  cercle  générateur  a  pour  dia- 
mètre ,  la  constante  arbitraire  y.  En  intégrant  cette 
équation  ,  on  trouve 


1  ,-_ — — _       *v  / 

7      ^ 
la 


y  :=.  —  V  '}  X  —  x^  ~\ .  arc .  (  cos .  =: — •  ]  ; 

-^  '  •     a  V,  7      ^  , 
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la  constante  arbitraire  est  nulle  ,  parce  qu'on  a ,  a 
la  fois,  a:=  o  etj^=o ,  au  point  i^.On  a  aussi  x=::a 
etjr  z=:b\  au  pointa';  d^où  il  résulte  une  équation  de 
condition  qui  servira  à  déterminer  la  constante  y. 
Quant  à  la  condition  qui  distingue  le  minimum 
du  maximum  ,  et  qui  consiste  en  ce  que  Tintégrale 
fS^'^V.  dx  y  prise  depuis  le  point  K  jusqu'au  point 
K'  y  c'est-à-dire  ,  depuis  x=o  jusqu'à  xz=.a\  doit 
être  une  quantité  positive  ,  il  est  aisé  de  vérifier 
qu'elle  est  remplie  dans  le  cas  actuel;  car  en  faisant 
a  =  o  et  ^=o  ,  dans  la  valeur  de  f^^  on  en  déduit 


or ^  cette  quantité  est  toujours  positive;  donc, 
en  la  multipliant  par  Jx  et  prenant  son  intégrale,  ou 
la  somme  de  ses  valeurs  comprises  entre  les  limites 
^r=o  et  :r=  a  ^  on  aura  aussi  une  quantité  positive. 
Concluons  donc  de  tout  ce  calcul,  que  la  courbe 
de  la  plus  vite  descente  d'un  point  à  un  autre j  est 
une  cjcloïde  a  hase  horizontale ^  dont  l'origine  est 
au  point  de  départ. 

289.  Dans  chaque  proLlème  particulier,  on  dé- 
terminera les  constantes  arbitraires^  contenues 
dans  les  intégrales  des  équations  différentielles  du 
n°  287,  en  assujétissant  la  courbe  cherchée  à  passer 
par  les  points  donnés  qui  répondent  aux  limites  d@ 
l'intégrale  y^/^Jx;  ces  constantes  peuvent  donc  tou- 
jours être  regardées  comme  des  fonctions  des 
coordonnées  de  ces  points  ;  ainsi  ^  a  yb  ^  c  étant  les 
coordouaçes   du  poi,at  K  ^  ^X  d^  V ^  q  ^  celles  du 


h 
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point  K'  (n°  286),  les  équations  de  la  courbe 
KinK\  résolues  par  rapport  ^l  j  et  à  s,  seront  de 
cette  forme  : 

y  ■=:zf{x,a,b,c,d,h\c)  ,       z  —  F {x,a,b ,c ,a\b\c'). 

Si  l'on  substitue  dans  F"  ces  valeurs  dej*  et;s,  et  les 
valeurs  correspondantes  de  p  et  cj^  cette  quantité  /^ 
deviendra  aussi  une  fonction  de  œ,  a^  h^  c^  a  ^  b\  c  ;  et 
si  l'on  prend  ensuite  l'intégrale y/^-c/^,  depuis  x=:ay 
jusqu'à  x-=^a  y  on  aura,  pour  résultat,  une  certaine 
fonction  de  a  ^h  ^  c  ^  a  ^  h\  c\  que  je  désignerai  par 
T,  La  valeur  de  cette  intégrale  définie  variera  avec 
la  position  des  points  K  ei  K^  ;  par  conséquent  on 
peut  demander  de  déterminer  leurs  coordonnées, 
de  manière  que  la  quantité  T  soit ,  de  nouveau  , 
un  minimum  ou  un  maximum  ;  or,  on  résoudra  cette 
question  en  prenant  la  différentielle  complète  de 
Ty  par  rapport  aux  six  quantités  a^  b^  Cydyb\  c  y 
et  en  l'égalant  à  zéro. 

L'équation  dT-=:.o  aura  cette  forme  : 

dT=^Ada  +  Bdb  +  Cdc  -f  A'dd  +  B'db'  +  Cdc'  =  o. 

Elle  se  décomposera  toujours  en  autant  d'équations 
qu'il  y  aura  d'indéterminées  ,  parmi  les  quantités 
a  by  c^  dy  y  y  d.  Si,  par  exemple,  les  deux  points 
K  et  K'  doivent  être  pris  sur  des  courbes  données, 
on  tirera,  des  équations  de  ces  courbes,  les  valeurs 
de  belc  y  en  fonction  de  <^ ,  et  de  b'  et  c',  en  fonc- 
tion de  a  ;  de  manière  que  a  et  a  seront  les  deux 
seules  quantités  qui  resteront  indéterminées  ;  dif- 
férentiant  ces  valeurs  àe  byCyb'  et  dy  et  substituant 


LIVRE  IL  DYNAMIQUE.  4^5 

ïeiirs  diffëreiîtielles  clans  l'ëquation  dTz=:o  y  on  lui 
donnera  cette  autre  forme; 

dT=i  Eda  4-  E'da  =^  o  ; 

or^iesinconnues  ^  et  <^'' étant  supposées  indépendan- 
tes l'une  de  l'autre^  il  faut  qu'on  ait  séparément  E-=o^ 
Ê'==:o  ;  équations  qui  serviront  à  déterminer  les 
Valeurs  de  u  et  dj,  qui  répondent  slu  maœimum  ou 
au  minimum  de  la  quantité  T.  On  s'assurera  en- 
suite que  l'un  ou  l'autre  a  lieu  ^  en  ayant  égard  au 
signe  de  la  différentielle  seconde  de  T^  qui  doit 
être  positive  pour  le  minimum  y  et  négative  pour  le 
maximum. 

:290.  La  rechercîie  des  plus  grandes  et  des  plus 
petites  valeurs  de  2^,  ne  présentera  donc  aucune 
difficulté  y  toutes  les  fois  que  cette  quantité  sera 
donnée  explicitement,  en  fonction  des  coordonnées 
des  points  ^et  K'  ;  pour  l'obtenir  sous  cette  forme, 
îl  faudrait  d'abord  intégrer  les  équations  (4)^  et  en- 
suite la  différentielle  Vdx-,  ce  qui  serait  le  plus 
souvent  impossible  ;  mais  nous  allons  faire  voir 
que  l'on  peut  former  la  différentielle  complète  de 
Ty  par  rapport  aux  six  quantités  a^h  ^  c^  ciyh'yc\ 
sans  être  obligé  d'effectuer  ces  intégrations. 

Nous  avons  représenté  par  Ty  l'intégrale  dér 
{ime  fVdx  y  prise  depuis  .r=:(»,  jusqu'à  :r==<2';  2^ 
peut  donc  être  considéré  comme  la  somme  des 
valeurs  àeJ^dx  ,  comprises  dans  cet  intervalle  •  par 
conséquent  5  si  a  àeYmnX.  a-^da  y  T  se  trouvera 
diminuée  de  V day  /^^  désignant  la  valeur  de  /^qui 
répond  à  x=^;    et  de  même  a   devenant  d-\-da\, 

38.  , 
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T  augmentera  de  J^,jda\  V ^^  repre'sentant  la  valeur 
de  /^  qui  répond  à  xz=.d  \  donc  la  difFërentielle 
de  T ^  due  à  la  variation  des  deux  limites  de  l'in- 
tégrale de  Vdx  ^  sera 

VM  —  r.da. 

Supposons  que  Ton  fasse  varier  les  quantités 
Uy  b  y  c  y  a  y  b'  ^  c  y  ^\  eutrent  dans  les  valeurs  de 
V  et  de  2,  et  désignons  par  o)  la  différentielle  dej, 
et  par  8  celle  de  2,  provenant  de  la  variation  de  ces 
quantités.  Il  est  aisé  de  voir  que  les  différentielles 
de  /?  et  de  9^ ,  dues  à  ces  mêmes  variations,  seront 

-T^  et  -7^  *,  par  conséquent  la  différentielle  de  la  fonc- 

tion  Vy  prise  par  rapport  aux  quantités  a^  b^  c  ^ 
a\  b\  c  y  qui  y  sont  introduites  par  la  substitution 
des  valeurs  dej-,  z^p  Qlq ,  sera 

i^/.  +  iVa  +  P.£+Ç.^; 

lescoefTiciens  M,i\^^P,Çétant  les  mêmes  que  dans  le 
^  n°  287.  Mais,  en  général,  la  fonction  /^peut  con- 
tenir  plusieurs  des  quantités  a^b  y  c  y  a\  b'y  c\  avant 
la  substitution  des  valeurs  de  jyZ^pet  q  :  pour  fixer 
les  idées,  nous  supposerons  qu'elle  ne  renferme 
que  a  ,  indépendamment  de  cette  substitution  , 
comme  cela  a  lieu,  par  exemple,  dans  le  problème 
de  la  bracliystochrone  ;  alors ,  pour  avoir  la  diffé- 
rentielle complète  de  /^,  par  rapport  aux  quantités 
€iy  b  y  etc. ,  il  faut  ajouter  à  la  formule  précédente, 
%xa  terme  Rda ,  qui  représentera  la  différeatielie 
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de  V ^  prise  par  rapport  à  la  quantité  a  que  V  ren- 
ferme explicitement.  En  ayant  donc  égard  aux 
quantités  a,  by  c^a'^  h\  c\  qui  entrent  explicitement 
ou  implicitement  sous  le  signe/,  la  différentielle 
àefKdxy  sera 

donc  en  ayant  égard  a  la  variation  de  ces  quantités^ 
et  à  celle  des  limites  a  et  a  de  l'intégrale,  on  aura, 
pour  la  différentielle   complète  de  fVdx  ou  de  T^ 

dTz=  F /a!  —  F,da  -f-  da.fRdx 

-^f{Mc^dx-{-Mdx'\-Pdcâ+Qdù'). 

Les  limites  des  deux  intégrales  contenues  dans^^ 
cette  formule,  sont  a:=a  et  œ=ia  ;  si  l'on  dé- 
signe par  P^y  Q^y  œ^y  6^ ,  les  valeurs  de  P,  Q ,  a>y  9  , 
qui  répondent  à  x-=.ay  et  parP^^,  Q^^^  cù^^y  B^^j,  celles 
des  mêmes  quantités  ,  qui  répondent  à  x:=.d y  on 
aura ,  par  le  procédé  de  l'intégration  par  parties , 

la  seconde  de  nos  deux  intégrales  deviendra  donc 

P/^-P,^.-hQ,P-QP.+f[.{^dx-^dP)a>-\^(iNdx^dQ)^2' 

En  vertu  des  équations  (4)  du  n**  587,  cette  dernière 
intégrale  est  la  même  chose  que 


"/(f-'+ï-O-"^''' 
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par  conséquent  la  valeur  de  cl/T  devient 

Le  dernief  ternie  de   cette  valeur   est  nul  ^  soit 
qu'on  ait  A=o,  soit  qu'on  ait 

dL        ,   dL 

_  (^  _j_  — 

dy  '     dz 


—  .CÛ  -i ï~.S  =  c. 


Le  premier  cas  a  lieu  lorsque  la  courbe  KmK^  ne 
doit  pas  être  tracée  sur  une  surface  donnée  ;  et  le 
second  y  lorsque  la  surface  donnée  sur  laquelle  cette 
courbe  doit  être  tracée  ,  ne  varie  pas  en  même 
tems  que  la  position  des  points  extrêmes  K  et  K\ 
En  effet ^  dans  le  second  cas^  l'équation  i=:o  de 
îa surface  donnée,  ne  renferme  que  les  coordon- 
nées X  y  j' y  z  y  et  ne  contient  pas  les  coordonnées 
a  y  b  y  c  y  dy  b\  c  j  des  points  K  et  K'  ;  d'ailleurs  les 
valeurs  dej^  et  de  z,  en  fonction  de  œ  et  de  ces  der- 
nières coordonnées  ,  tirées  des  équations  de  la 
courbe  ^/?2^',  et  substituées  dans  l'équation  Z=o  , 
doivent  la  rendre  identique;  par  conséquent  la 
différentielle  de  Z,  prise  par  rapport  aux  quantités 
{lyby  Cj  a  y  y  y  c\  cu  cousidéraut  j  et  s  comme  des 
fonctions  de  ces  quantités ,  doit  être  égale  à  zéro  ; 
or,  d'après  ce  que  représentent  où  et  Ô,  cette  différent 
tielle  n'est  autre  chose  que  le  premier  membre  de; 
l'équation  précédente. 

Si  la  surface  dont  l'équation  est  Z=o,   dépen- 
dait de  la  position  des  points  K  et  K\  L  renfer- 
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nierait  explicitement  une  ou  plusieurs  de  leurs  coor- 
données ;  la  différentielle  complète  de  L  ,  par  rap- 
port à  ces  coordonnées  ,  contiendrait  donc  un  nou- 
veau terme  provenant  de  la  variation  des  quantités 
d-^hy  etc.  y  contenues  explicitement  dans  L  ;  cette 
différentielle  complète  serait  toujours  égale  à  zéro, 
de  sorte  qu'en  désignant  par  /ce  nouveau  terme, 
on  aurait 

dy  dz 

et  alors   le  dernier   terme    de   dT ^  au  lieu  d'être 
nul  ,  serait   égal   hflKdx. 

Observons  enfin  que  j  étant  une  fonction  de 
Xja^h,c^d,h\  c  ^  sa  différentielle  complète ,  prise 
par  rapport  à  ces  sept  quantités,  se  compose  du 
terme  œ ,  qui  provient  de  la  variation  des  six  der^ 
nieras ,  et  du  terme  pdx  ^  qui  exprime  la  différen- 
tielle de  jTj»  prise  par  rapport  à  x  seulement.  On  â 
à.o\iQ  dj ■=^pdx-\- ùi> )  d'où  l'on  tire  ■où-=:.dj — pdx -^ 
nous  aurons  de  même  Q  =  dz- — qdx  ;  par  consé- 
quent ,  si  l'on  désigne  par  p^  et  q^,  les  valeurs  de  p 
et  <7 ,  qui  répondent  au  point  K  y  et  si  l'on  fait  at- 
tention que  aj,  b^  c,  sont  les  coordonnées  de  ce 
point,  on  aura 

«^  -^idh  —  pd<i ,       b^z=.dc  —  q  da  ^ 

et  de  même  ^  en  désignant  paryf?^^  et  ^^^,  les  valeurs 
de  /?  et  de  ^ ,  relatives  au  point  K\  dont  les  coor- 
données sont  a\  y  y  c'y  on  aura 

6)^^  -=z  du  — p^^da,       Ô,^  =r  de  —  q^da. 
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Je  substitue  ces  valeurs  dans  celle  dT y  dont  Je 
suppose  le  dernier  terme  nul ,  il  vient 

dT  =  r.do!  —  r^da  +  PXdh'  —p/a  )  —  P^{dh  —  pda) 
4-  Ç„(^c'  —  qjia'  )  —  Q^{dc  —  ^,^a)  -f  c?a  JRdx. 

C'est  cette  valeur  de  dT  qu'il  faudra  égaler  à  zéro, 
pour  trouver  les  maxima  et  les  minima  de  fVdx^  re- 
latifs à  la  position  des  points  K  et  K\  Le  procédé 
ordinaire  du  calcul  des  variations  conduirait  aussi 
au  même  résultat ,  en  ayant  égard  aux  termes  qui  se 
trouvent  hors  du  signe  f  dans  la  variation  com- 
plète àe  fF^dx ,  et  qui  se  rapportent  aux  limites  de 
cette  intégrale. 

291.  Nous  pouvons  maintenant  déterminer  la 
courbe  de  la  plus  vite  descente  ^  en  supposant  va- 
riable le  point  de  départ  du  mobile,  ainsi  que  celui 
qu'il  doit  atteindre. 

En  différentiant  par  rapport  3l  a^  la  valeur  de /^, 
donnée  précédemment ,  on  trouve 

y  Qg  (pc  —  ay 

et  si  l'on  prend  la  différentielle  complète  de  /^,  par 
rapport  a  Xy  p  et  g ,  on  a 

^;^=  —  Rdx  +  Pdp  -4-  Qdq  ; 

par  conséquent 

fRdx  =  —  F-^fPdp  -i-fQdq, 
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11  ne  sera  question  ici  ^  comme  dans  le  n*  288 , 
que  du  cas  où  la  courbe  cherchée  KmK' ,  n'est  pas 
assujetie  à  être  tracée  sur  une  surface  donnée.  Dans 
ce  cas ,  nous  savons  déjà  que  les  quantités  P  et  Q 
sont  constantes.  Les  quantités  P ^  et  P^,  qui  se  rap- 
portent aux  points  extrêmes  K  et  K\  sont  donc 
égales  entre  elles ^  et  égales  à  la  quantité  P,  qui  se 
rapporte  à  un  point  quelconque  ;  et  par  la  même 
raison  ,  on  a  Ç,,=  Ç/=Ç-  Mettant  donc  les  cons- 
tantes P ^^  et  Q^,  à  la  place  de  P  et  Ç ,  on  aura 

fPdp  z=  P^p  -f  const. ,      fQdq  rr=  Q^^q  +  const.  ; 
et  l'intégrale  indéfinie /jR^x  deviendra 

fRdx  =  —  r^-  P,p  +  Q„q  +  const.  j 

d'oii  l'on  conclut  pour  l'intégrale  définie  ,  prise  de- 
puis x-=.a  jusqu'à  x:=^a  ^ 

fRdx  =  -  >r.  +  F,  +  P,,P„  -  P,P.  +  Q,q„  -  Q„qr 

Si  Ton  substitue  cette  valeur  dans  celle  de  dT^ 
du  n^  précédent ,  et  que  l'on  y  mette  en  même 
tems  P^^  et  Ç^^,  à  la  place  de  P^  et  Ç^,  on  trouve, 
en  réduisant , 

-  F /a  -  P„  {db  -^p^da  )  -  Q,,  idc  -  qda  )  ; 

substituant  de  nouveau,  pour  F^^y  P^^,  Qy  leurs 
valeurs,  qui  se  déduisent  de  celles  de  F^P,  Ç, 
en  y  faisant  a:^=::dj,  p=:p^^y  qz=:q^^y  il   vient,  après 
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des  réductions  fort  simples_, 

__  da'+p„db'  -\-q,dc'-^da  ^pdb-^qdc  ^ 

ie  dénominateur  D  représente  ici  ,  pour  abréger 

le  radical  \^^gX^+Pj^'+q,^){a—a).  En  égalant 
numérateur  à  zéro  y  on  aura  réquation  d'où   dé- 
pendent les  maxima  et  les  minima  de  la  fonction  T, 

2g2.    Cette    équation    présente    différens    cas 
examiner ,  suivant  les  conditions  diverses  auxquelles 
on  assujétit  les  points  K  et  K\  Nous  considérerons 
d'abord  l'un  des  cas  les  plus  simples^  celui  où  le 
point  K  est  supposé  fixe,  et  où  le  point  K'  doit 
être  pris  sur  une  courbe  plane  HK'H' ^  située  dans 
un  plan  vertical  passant  par  le  point  i^.  Le  problème 
qui  nous  occupe,  consiste  alors  à  déterminer^  parmi 
toutes    les   cycloïdcs  à  base    horizontale ,  tracées 
dans   ce  plan ,  et  dont   l'origine  est  au  point  Ky 
celle  qu'un  corps  pesant  doit  suivre  pour  atteindre 
la  courbe  HK'H'  ^  dans  le  tems  le  plus  court.    Eu 
prenant  ce  plan  y  pour  celui  des  coordonnées  x  et 
y  y  la  quantité  q  sera  nulle  dans  toute  l'étendue  de 
la  courbe  ;    ainsi  l'on  aura  <^^=o.  Le  point  K  étant 
supposé  fîxç  y  on  aura  aussi  da=iOy  db=o  ^  dc:=0} 
la  valeur  de  dT  se  réduit  donc  à 

^rr.^da-hpdb\ 
ai  —         ^         , 

d'où  l'on  tire,  en  égalant  son  numérateur  a  zéro  ^ 
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Or ,  cette  équation  exprime  que  la  cycloïde  de- 
mandée coupe  à  angle  droit  la  courbe  donnée 
HK'H\  c'est-à-dire ,  qu'au  point  K\  où  les  deux 
courbes  se  rencontrent ,  leurs  tangentes  K'ct  et  K'Q 
sont  perpendiculaires  entre  elles. 

Lorsqu'il  existera  plusieurs  cycloïdes  à  base  ho- 
rizontale y  dont  le  sommet  commun  sera  au  point 
^,  et  qui  couperont  à  angle  droit,  la  courbe  don- 
née i^^'^',  il  en  faudra  conclure  que  la  fonction  T' 
est  susceptible  de  plusieurs  minirtia  ou  inaxima.  On 
distinguera  les  uns  des  autres  par  le  signe  de  la  diffé- 
rentielle seconde  d^T  :  les  cycloïdes  qui  répondront 
à  des  mini?na  y  on  à  des  valeurs  positives  de  d^T^ 
seront  effectivement  des  cycloïdes  de  la  plus  vite 
descente  ;  celles  ,  au  contraire ,  qui  répondront  à 
des  m'axima^  seront  des  cycloïdes  de  la  moins  vite 
descente. 

Si  l!on  trace  la  courbe  îîK'H\  de  manière  qu'elle 
coupe  à  angle  droit  ;,  toutes  les  cycloïdes  à  base 
liorizontale,  qui  ont  leur  origine  au  point  K  ^  la 
valeur  de  T  sera  la  même  relativement  à  tous  les 
points  de  la  courbe;  par  conséquent  si  des  corps 
pesans  partent  du  point  K,  au  même  instant,  et 
se  meuvent  sur  les  cycloïdes ,  ils  atteindront  tous  en 
même  tems ,  la  courbe  HK'H' ,  ainsi  tracée.  Son 
équation  différentielle  est  facile  à  former;  mais  i'inté- 
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grale  de  cette  équation  n'est  pas  connue  sous  forme 

finie. 

295.  En  général,  lorsqu'on  ne  suppose  aucune 
dépendance  entre  les  coordonnées  du  point  K  et 
celles  du  point  K'y  l'équation  dT^zo  ^  se  partage 
en  deux  autres,  savoir  : 

daf  -f  p,^dy  +  q^^dc'  =  o ,       da-^  p,^db  +  q^^dc  s=  o.        {c^ 

Ces  équations ,  jointes-  k  celles  des  courbes  ou  des 
surfaces  sur  lesquelles  les  points  K  et  K'  doivent  se 
trouver,  seront  dans  tous  les  cas  en  même  nombre 
que  les  coordonnées  de  ces  points  ^  et  serviront 
à  les  déterminer.  La  position  de  K  et  K'  étant  con- 
nue 5  on  mènera  par  ces  points,  dans  un  pian  ver- 
tical ,une  cycloide  KmK\  à  base  horizontale  ,  dont 
l'origine  soit  au  point  K;  et  cette  courbe  sera  une 
cycloïde  de  la  plus  vite  ou  de  la  moins  vite  des- 
cente ,  selon  que  la  différentielle  seconde  de  T* 
sera  positive  ou  négative. 

Les  équations  (a)  nous  montrent  comment  cette 
cycloïde  se  trouvera  placée  par  rapport  aux  courbes 
ou  aux  surfaces,  sur  lesquelles  les  points  K  et  K' 
doivent  être  pris.  Supposons,  par  exemple,  que  ces 
points  doivent  être  pris  sur  deux  courbes  quelcon- 
ques GKG\  HK'H\  planes  ou  à  double  courbure; 
il  résulte  d'abord  de  la  première  équation  que  la 
courbe  KmK'  coupera  à  angle  droit  la  courbe 
HK'H\  ou  que  leurs  tangentes  ^'ol  et  K'Q  seront 
perpendiculaires   entre  elles  ;  ensuite   si  l'on  mène 
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par  le  point  K ^  une  tangente  Ky  à  la  courbe  GKG'y 
et  une  parallèle  Kaf  à  la  droite  K'a.y  ces  deux  droites 
Ky  et  Ken!  seront  perpendiculaires  en  vertu  de  la 
seconde  équation  (a).  Ainsi  quand  les  trois  courbes 
seront  comprises  dans  un  même  plan  vertical ,  les 
tangentes  Ky  et  K'è  seront  parallèles  entre  elles  , 
puisqu'elles  sont  perpendiculaires  aux  droites  paral- 
lèles K'cL  et  Kctf. 

Lorsque  les  points  K  et  K'  devront  être  pris  sur 
des  surfaces  données,  il  est  aisé  de  voir,  d'après 
les  équations  (a), que  leurs  plans  tangens  aux  points 
K  et  K'y  seront  parallèles  entre  eux  et  perpendi- 
culaires à  la  droite  K'ct^  tangente  à  la  courbe  KmK' 
au  point  K' , 
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CHAPITPvE  IV. 

DU  MOUVEMENT  D'UN  POINT  MATÉRIEL  SUR 
UNE  SURFACE  DONNÉE. 

294.  Uans  ce  mouvement,  nous  pouvons  consi- 
dérer le  mobile  comme  libre,  et  faire  abstraction  de 
la  surface  sur  laquelle  il  doit  se  mouvoir,  pourvu 
que  nous  ajoutions  aux  forces  données ,  qui  agissent 
sur  lui,  une  farce  accëlëratrice ,  de  grandeur  incon- 
nue et  normale  à  la  surface  donnée,  dont  l'effet  soit 
de  détruire  à  chaque  instant  la  pression  que  les  forces 
données  exercent  sur  cette  surface ,'  ainsi  que  la  vi- 
tesse du  mobile,  décomposée  suivant  la  normale. 
Cette  nouvelle  force  représentera  la  résistance  de  la 
surface  ;  elle  sera  égale  et  contraire  à  la  pression 
totale  que  cette  surface  éprouve ,  et  qui  est  due  en 
partie  à  la  vitesse  du  mobile.  En  conservant  les  dé- 
nominations du  n®  219,  et  désignant  en  outre  par  iY, 
la  force  normale  inconnue  ,  et  par  t ,  è',  ê*^  les  angles 
que  sa  direction  fait  avec  les  axes  des  x,  des  j'  et 
des  z,  les  équations  du  mouvement,  trouvées  dans 
ce  n%  deviendront 

l^  =  X4-iV.cos.?, 

^-.~Y-^N.CQS,^\    )  (m) 

d^z 


dt^  ) 
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Soit  Zzzro,  Fëquation  de  la  surface  donnée;  on 
aura  pour  les  cosinus  des  angles  g,  ê',  î!^  que  la  nor- 
male fait  avec  les  axes  des  coordonnées  , 

dx-  dy  '  dz  * 

en  faisant^  pour  abréger, 

F=±: 


le  double  signe  db  provient ,   comme  nous  l'avons 
déjà  remarqué  (n°  ^5),  de  ce  que  les  angles  g,  e'^è^ 
peuvent  se  rapporter  à  la  partie  de  la  normale  qui 
tombe  dans  la  concavité  de  la  surface,  ou  à  son  pro- 
longement. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  de  cos.6,  cos.g',cos.g*, 
dans  les  équations  (m^  ;  que  Ton  élimine  ensuite  JV 
entre  ces  trois  équations ,  la  quantité  F'  s'en  ira  en 
même  tems^  et  il  restera  deux  équations  différen- 
tielles secondes  qui  ne  renfermeront  plus  que  des 
quantités  données  ,  savoir,  les  forces  X^  1",  Z,  et 
les  différentielles  de  Z,  prises  par  rapport  à  x,  kj- 
et  à  z.  Ces  deux  équations,  jointes  à  l'équation Z=:o, 
serviront,  dans  chaque  cas  particulier,  à  détermi- 
ner les  trois  coordonnées  du  mobile  en  fonction  du 
tems. 

295.  Supposons ,  par  exemple ,  que  la  pesanteur 
soit  la  seule  force  donnée ,  qui  agisse  sur  le  point 
matériel ,  et  que  la  surface  sur  laquelle  il  est  obligé 
de  se  mouvoir, soit  une  sphère.  Prenons  l'axe  des  s. 
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vertical  et  dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur  que 
nous  désignerons  par  g;  nous  aurons  X=o ,  Y=Oy 
Z=g;  et  si  nous  plaçons  l'origine  des  coordonnées 
au  centre  de  la  sphère,  son  équation  sera 

x^'-^y^-^'Z^ — a^  — o, 

a  étant  le  rayon.  On  aura  donc  Z=a:''-f^*+2'^ — «'  ; 
d'où  l'on  conclut 

dL      X  dL y  dL s 

dx       a*  dy       a*  dz        a* 

et  par  conséquent 

^=;::ti,  cos.g  =  ±;  -,  cos./=±:--,  cos.g"  =  ±:-» 

a  a  a 

Le  rayon  de  la  sphère  et  son  prolongement  sont  les 
deux  parties  de  la  normale  à  cette  surface;  or,  les 
valeurs  que  nous  trouvons  pour  cos.e,  cos.é',  cos.£% 
sont  en  effet  les  cosinus  des  angles  que  fait  le  rayon , 
ou  son  prolongement,  avec  les  axes  des  coordon- 
nées :  les  signes  inférieurs  appartiennent  à  la  direc- 
tion d'une  force  qui  agirait  suivant  le  rayon  même , 
ou  qui  tendrait  à  rapprocher  le  mobile  du  centre  de 
la  sphère  ;  les  signes  supérieurs  appartiennent  à  la 
direction  contraire. 

Les  équations  (jn)  se  réduisent  à  celles-ci  : 

---^^--.^     :A=-^''^'     :î7^=s^^'->    (0 


df-  '  a'       dr^  'a'       dt 


a 


où  les  signes  supérieurs  doivent  être  pris  ensemble, 
et  correspondent  aux  signes  supérieurs  des  valeurs 

d«^ 
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de  cos .  ê ,  cos .  ê',  cos  .  /,  et  de  même  par  rapport  aux 

signes  inférieurs.  Pour  éliminer  ±iV,  je  multiplie 

la  première  parj^'',  la  seconde  par  œ^  et  je  retranche 

ensuite  l'une  de  l'autre  ;  il  vient  jd^x — x€ly  =  o  ; 

mais^jd^x  —  xdy:=:d,  (jdx—xdj)  ;  en  intégrant , 

on  aura  donc 

ydx  —  xdy  =  cdt  ^  (2) 

È?  étant  la  constante  arbitraire. 

J'aurai  une  seconde  équation  différentielle  du  pre- 
mier ordre,  indépendante  de  l'inconnue  dzJVy  en 
ajoutant  ensemble  les  équations  (i) ,  après  avoir  mul- 
tiplié la  première  par  dœ^  la  seconde  par  ^,  la  troi- 
sième par  dzj  ce  qui  donne 

or,  l'équation  de  la  sphère  étant  differentîée,  donne 

xdx  -^-ydy  -|-  zdz  =  o  ;  (3) 

on  peut  donc  supprimer  le  dernier  tearme  de  l'équa- 
tion précédente  ;  et  si  l'on  intègre  ensuite  les  deux 
membres  de  cette  équation,  il  vient 

dx" -}- dy"" -^  dz^  • 

— -^~^^r =2g2  4-c)  (4) 

&'  étant  une  seconde  constante  arbitraire. 

296.  La  détermination  du  mouvement  du  corps  ne 
dépend  plus  maintenant  que  de  l'intégi-ation  des  trois 
équations  du  premier  ordre  (2),  (5),  (4)7  dont  la 
seconde  a  déjà  pour  intégrale,  l'équation  de  la  sphère. 
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Cette  intégration  n'est  pas  possible  sous  forme  finie; 
mais  on  peut  séparer  les  variables  dans  ces  équa- 
tions^ et  ramener  le  problème  à  la  méthode  des  qua- 
dratures. 

Pour  le  faire  Yoir^  je  mets  Tëquation  (5)  sous  cette 
forme  a'J.r-f-77/>-=;= — zdz;je  l'ëlève  au  carré,  ainsi 
que  réquation  (2) ,  et  j'ajoute  ensuite  ces  deux  équa- 
tions ;  il  vient 

J^élimine  dœ^-i-dj'^  dans  celle-ci,  au  moyen  de 
l'équation  (4),  et  a:^-(-j%  au  moyen  de  l'équation 
œ^^j'^'i-  z^'^z^a^  ;  j'ai  pour  résultat  une  équation 
entre  z  y  dz  et  dti  en  la  résolvant  par  rapport  a  dty  je 

trouve 

,   adz 

•"  ylct^zrf^^2gz)^/ 

Si  Ton  intègre  celte  formule  par  approximation,  o^i 
aura  t  en  fonction  de  ;:,  et  réciproquement::  en  fonc- 
tion de  t. 

2QT.  L'ordonnée  -  ne  suffit  pas  pour  déterminer 
la  position  du  mobile  ;  elle  fait  seulement  connaître 
le  plan  horizontal  dans  lequel  il  se  trouve  à  chaque 
instant;'mais  il  estévident  que  si  l'on  avait  aussi  l'angle 
que  fait  la  projection  horizontale  de  son  rayon  vec- 
teur, avec  l'axe  des  jc,  ou  avec  celui  des  j-,  la  posi- 
tion de  ce  rayon  serait  entièrement  connue,  et  par 
conséquent  celle  du  mobile  sur  la  sphère  le  serait 
aussi.  Or,  cet  angle  est  donné  en  fonction  de  z  par 
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Une  formule  semblable  a  la  prëcëdente  qui  donne  le* 
tems  en  fonction  de  la  même  variable. 

En  effet,  soit  œ  Tangle  compris  entre  la  projec-^ 
tion  horizontale  du  rayon  vecteur  et  Taxe  des  a:  i 
cette  projection  est  e'gale  à  s/a'' — 1;%  et  l'on  a 

y=z\/d'  —  z''.sm.co,       x  =:  V a^  —  z" . cas .  &; 

d'où  l'on  tire 

ydx  —  xdy  =  {z,''  —  a") .  da  ; 

l'équation  (2)  donnera  donc 

cdt 


dcûz:=: 


z^  —  a" 


Substituant  pour  dt^  sa  valeur  précédente,  on  aura 
doù  sous  la  forme  :  do!)=Fz,dz.  En  intégrant  par  ap- 
proximation, on  aura  o)  en  fonction  de^ô;  et  comme 
z  est  déjà  censée  connue  en  fonction  de  t  les  deux 
variables  zeico  seront  connues  pour  un  instant  quel* 
conque;  donc  on  pourra,  à  chaque  instant,  assi.crner 
la  position  du  mobile  sur  la  sphère  donnée. 

298.  On  voit  par  cette  analyse  que  le  problème 
du  mouvement  d'un  corps  pesant  sur  une  sphère 
dépend  en  définitif  de  l'intégration  de  deux  fonc- 
tions d'une  seule  variable.  Ce  problème  comprend 
le  mouvement  du  pendule  simple,  dans  le  cas  où  la 
vitesse  initiale  n^estpas  dirigée  dans  le  plan  vertical 
mené  par  le  point  de  suspension;  alors  les  oscilla- 
tions du  pendule  ne  sont  plus  renfermées  dans  ce 
plan  I  mais  le  point  matériel,  suspendu  à  l'extrémité' 


\ 
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du  fil  inextensible,  est  toujours  assujéti  à  se  mou- 
voir sur  la  sphère  dont  le  centre  est  le  poin^  de  sus- 
pension, et  qui  a  pour  rayon,  la  longueur  du  fil. 
On  déterminera  donc  les  lois  de  son  mouvt "lient, 
en  développant  les  valeurs  de  dt  et  de  djù  en  séries 
convergentes ,  et  en  les  intégrant  ensuite.  Nous  nous 
dispenserons  d'effectuer  ces  calculs,  vu  que  le  pen- 
dule à  oscillations  coniques  n'est  d'aucun  usage  dans 
la  pratique ,  où  l'on  fait  toujours  ensorte  que  les 
oscillations  soient  renfermées  dans  un  même  plan. 

299.  Avant  de  quitter  ce  proLlème  particulier,  il 
est  bon  de  montrer  comment  les  équations  (i)  peu- 
^vent  servir  à  déterminer  l'inconnue  N  ^  et  le  sens 
dans  lequel  cette  force  normale  agit  sur  le  mobile. 
On  obtiendra  la  valeur  de  N  sous  la  forme  la  plus 
simple,  en  employant  la  combinaison  suivante  de 
ces  trois  équations. 

Je  multiplie  la  première  par  ^,  la  seconde  parj^, 
la  troisième  par  z^  et  je  les  ajoute  ensuite;  il  vient 


dt'  "■^' 


=  2-z  dz.  iV. 


a 


h^équRÛon  xdœ '^-jdjr'-'^  zdz=o,   étant   différen- 
tiée  et  divisée  par  dl^^  donne 

xd\v  4-  ydy  -j-  zd"z dx^  4-  dy^  +  dz' ^ 

'""d?  ■"  dT'  —  —  ^  i 

i^  étant  la  vitesse   du  mobile  ;  donc,  à  cause    de 
.x^^j^j^z^2:=^a''^  l'équation  précédente  devient 


,a 


—  ^/»=:^2dlAc,         OU         ltiV  = ^. 

o  '  a         a 
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Tant  que  le  mobile  se  trouve  au-dessous  ;:;^u  plaa 
horizontal,  mené  parle  centre  de  la  sphère,  l'or- 
donnée z  est  positive ,  et  la  valeur  de  dz  N  est  néga- 
tive ;  il  faut  donc  prendre  le  signe  inférieur  devant 
la  quantité  i7,  afin  que  cette  quantité,  qui  repré- 
sente l'intensité  d'une  force ^  soil  positive  (n'  lo); 
par  conséquent  il  faut  aussi  prendre  les  signes  infé- 
rieurs devant  les  valeurs  de  cos.g,  cos.ê',  cos.é% 
parce  que  ces  signes  se  correspondent;  mais  alors  les 
angles  g,  e',  i  y  appartiennent  au  rayon  de  la  sphère 
(  n°  295);  donc  la  force  N ^  ou  la  résistance  de  là 
surface,  est  dirigée  suivant  ce  rayon,  ou  de  dehors 
en  dedans,  et  la  pression  que  la  surface  éprouve^ 
est  au  contraire  dirigée  suivant  le  prolongement  du 
rayon,  ou  de  dedans  en  dehors. 

Si  le  mobile  s'élève  au-dessus  du  plan  horizontal  , 
mené  par  le  centre  de  la  sphère  ^  l'ordonnée  z  de- 
viendra négative,  et  il  sera  possible  que  la  quantité 
^^+^'3,  le  devienne  aussi.  Quand  cela  aura  lieu  ,  la 
résistance  de  la  surface  sphérique  s^exercera  suivant 
le  prolongement  du  rayon ^  et  la  pression  que  cette 
surface  éprouve ,  sera  dirigée  suivant  le  rayon  même. 
Dans  tous  les  cas,  la  pression  sera  égalé  à  la  quantité 

^—.  abstraction  taite  du  sienne. 

En  supposant  que  le  mobile  fut  retenu  sur  la  sphère 
par  un  fil  inextensible ,  attaché  au  centre  et  d'une 
longueur  égale  au  rayon,  ce  fil  sera  tendu  dans  le 
sens  de  sa  longueur,  tant  que  ^^'-\-gz  sera  une  quan- 
tité positive  :  au  contraire ,  il  éprouvera  une  con- 
traction dans  le  même  sens,  lorsque  cette  quantité 
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Reviendra  négative.  Cette  tension  ou  cette  contrac-* 

tion  sera  toujours  égale  à  — ~^^  y  abstraction  faite  du 
gighe. 


jiJ 


'  5oo.  Considérons  maintenant  les  équations  géné^ 
anales  du  n""  294.  En  difFérentiant  complètement  lé-* 
quationZ;=o,  on  a 

,_       dL    ,      ,   dL    f     ,  dL    - 

4'oii  l'on  conclut 

cos . s . dx  -\-  cos .s  .dy  -^^  cos .  g" .dzz=zj^. dL  ==:  o  ; 

par  conséquent,  si  l'on  ajoute  les  équations  (w), 
après  avoir  multiplié  la  première  par  dx^  la  seconde 
par  4jj>  la  troisième  par  dz  ^  on  aura  une  équatioa 
indépendante  de  N y  savoir  ; 


œ  +  dydy  +  dzd'z  ^  ^^^  _^  Y^^  _|_  ^^^_ 


dxd 

dt 


Supposons  que  la  formule  Xdx-^Ydj-^-Zdz  soit  la 
différentielle  d'une  fonction  des  trois  variables  x^j, 
%  y  regardées  comme  indépendantes ,  et  soityl^a:,^',  z)y 
celle  fonction.  En  intégrant  les  deux  membres  d@ 
^ette  dernière  équation^  nous  aurons 

dx'''\'dy^-^dz''         r'r  .    ,    ^ 

Ç" étant  la  constante  arbitraire.  On  en  déduit 
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cil  dësigaant  par  (^  la  vitesse  qui  répond  aux  coor- 
données .r ,  jr,  Zy  et  par  A  celle  qui  répond  aux  coor- 
données a  y  by  û. 

Nous  avons  déjà  trouvé  cette  équation  dans  le  cas 
d'un  point  matériel  libre ,  et  dans  celui  d'un  point 
astreint  à  rester  sur  une  courbe  donnée  ;  elle  a  donc 
lieu  dans  tous  les  cas  que  peut  présenter  le  mouve- 
ment d'un  point  matériel,  en  supposant,  toutefois,  que 
la  formule  Xdx'-\-  Ydj  +  Zdz  soit  une  différentielle 
exacte  à  trois  variables.  Ainsi ,  dans  cette  hypothèse^ 
l'accroissement  du  carré  de  la  vitesse  du  mobile ,  en 
passant  d'un  point  à  nn  autre ,  ne  dépend  jamais  de 
la  courbe  qu'il  décrit  dans  l'intervalle  :  il  dépend 
seulement  des  coordonnées  de  ces  deux  points,  et 
de  la  nature  des  forces  appliquées  au  mobile.  Quand 
le  mouvement. a  lieu  dans  une  courbe  fermée,  cet 
accroissement  est  nul ,  et  la  vitesse  redevient  la 
même,  toutes  les  fois  que  le  mobile  revient  àlamême 
position.  Quelle  que  soit  la  courbe  décrite,  la  vîtesse 
demeure  constante^  lorsqu'aucune  force  accéléra- 
trice n'agit  sur  le  mobile,  et  qu'il  se  meut  en  vertu 
d'une  impulsion  primitive. 

3oi.  Quand  la  vitesse  est  connue  en  fonction  des 
coordonnées  JCyj'y  s,  il  est  aisé  de  déduire  immédia- 
tement des  équations  (m),  les  écjuations  différentielles 
de  la  trajectoire.  Pour  cela,  j'y  substitue  a  la  place  de 
COS. g,  COS. g',  cos.g%  leurs  valeurs;  puis  je  mul- 
tiplie successivement  la  première  équation  par  djr  et 
par  dzj  et  je  la  retranche  des  deux  autres  ^  mulli^ 
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pliëes  "psLvdx;  je  forme,  de  cette  manière,  ces  deux 
équations: 

dx,  -^ dz. -7— = Zdx — 'X.dz-^NT^A  -^ ,dx j-.dz). 

dt^  dt"-  \dz  dx      J 

Or,  on  a 

<     â^y.      ,    d^x      dx*  j  dy  ^    d^z       .    d^x     dx*   .  dz  , 

-df-'      ^  dt""       dt"-      dx*   .  f/i^  dV       dt"      dx 

et  dans  ces  formules,  les  différentielles  de  ;7^  et  ;t~ 

peuvent  être  prises  en  regardant  telle  variable  qu'on 
voudra,  comme  la  variable  indépendante;  d'ailleurs, 
eu  désignant  par  ds  l'élément  de  la  trajectoire,  et 
toujours  par  p  la  vitesse,  on  aura 

dx  dx 

dt  '  "ds  ' 

il  s'ensuit  donc 

Ce  qu'il  y  a  de  plus  simple ,  en  général ,  c'est  de 

prendre  les  différentielles  de  x^  et  -^  ,  en  regardant 

X  comme  la  variable  indépendante,  ou  en  supposant 
dx  constante  ;  on  a  alors 

T  dy d^y  ^  ^^  ^^^ 

°  dx  "~  dx  *  '  dx        dx  * 
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substituant  en  outre ,  dans  les  deux  dernières  équa- 
tions^ à  la  place  de  t^  sa  valeur  en  fonction  de  x^j^  z, 
et  éliminant  entre  elles  l'inconnue  NVj  il  en  résul- 
tera une  équation  différentielle  du  second  ordre  entre 
les  trois  coordonnées  x^  fj  z  :  celle-ci  et  Zy=o, 
seront  les  deux  équations  de  la  trajectoire. 

Si  le  mobile  est  entièrement  libre  ^  on  feraiV=o, 
dans  les  équations  précédentes,  qui  deviendront  les 
deux  équations  différentielles  secondes  de  la  trajec- 
toire. 

5o2.  On  pourrait  déterminer  la  valeur  de  N  et  le 
signe  de  la  quantité  /^,  au  moyen  des  équations  {ni}^ 
ce  qui  ferait  connaître  la  pression  que  la  surface 
donnée  éprouve  en  chacun  de  ses  points,  et  le  sens 
dans  lequel  cette  pression  s'exerce;  mais  on  y  par- 
viendra d'une  manière  plus  simple  et  plus  directe, 
en  considérant  la  pression  que  la  trajectoire  du  mo- 
bile supporte;  pression  que  l'on  déterminera  par  la 
règle  du  n®  255. 

En  effet,  soit  EmD  (fîg.  64) ,  la  courbe  plane  ou 
à  double  courbure  que  le  mobile  décrit  sur  la  sur- 
face donnée;  supposons  que  nmn  soit  la  normale  à 
cette  courbe^  comprise  dans  son  plan  osculateur  au 
point  m,  de  manière  que  la  partie  mnàe  cette  droite, 
qui  tombe  hors  de  la  concavité  de  la  courbe ,  soit  la 
direction  de  la  force  centrifuge;  l'intensité  de  cette 

force  sera  exprimée  par  — ,  en  appelant  (^  la  vitesse 

du  mobile  au  point  m^  ely  le  rayon  de  courbure  de  Sâ 
trajectoire  au  même  point.  Soit  en  outre,  comme 
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dans  le  n°  cité,  P  la  pression  due  aux  forces  X,  Y, 

Zy  qui  agissent  sur  le  mobile;  la  résultante  des  deux 

forces  —  et  Py  perpendiculaires  à  la  trajectoire,  sera 

îa  pression  totale  que  cette  courbe  supporte  au:  point 
m;  or,  si  la  trajectoire  EmDéidîii  une  courbe  fixe  et 
donnée,  il  suffirait  que  la  pression  totale  se  trouvât 
comprise  dans  le  plan  normal  à  cette  courbe,  mené 
parle  point  7?z,  pour  qu'elle  fût  détruite;  mais  dans 
la  question  présente ,  cette  courbe  n'est  pas  fixe  j  elle 
€st  seulement  tracée  sur  une  surface  donnée  ;,  dontla 
résistance  peut  seule  détruire  la  pression  qu'éprouve 
ia  trajectoire:  il  faut  donc  que  cette  pression,  ou. i 

résultante  des  forces  —  et  P^  soit  dirigée  suivant  a 

normale  à  cette  surface,  au  point  m. 

D'après  cela,  menons,  parle  point  t??,  trois  axes 
rectangulaires  mA j,  mCy  mB ^  dont  le  premier  soit 
pris  sur  la  normale  à  la  surface,  le  second  sur  la  tan- 
gente à  la  courbe  EmD ,  et  le  troisième  dans  le  plair 
tangent  à  la  surface.  L'angle  Cmn  ,  compris  entre 

î'axe  mC  et  la  direction  mn  de  la  force  — ,  est  droit, 

y       y.  % 

puisque  l'une  de  ces  deux  droites  est  normale  et 
l'autre  tangente  à  la  courbe  EmD  ;  appelons  et  et  è^ 
les  angles  aigus  ou  obtus ,  compris  entre  cette  direc- 
tion et  les  axes  mA  eimB^  ensorte  qu'on  dLitAj?mz=^ct 
etBm7i=S;  désignons  encore  par  i? ,  la  résultante 
des  forces  Xy  YyZ y  et  par  a^  ^,  <??  les  angles  que 
sa  direction  fait  avec  les  axes  m  A  y  inB  ^  inC;  les  com-« 
posantes  de  Ry  suivant  ces  axes,^  seront  B. ,  cos .  a  ^ 
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R,cos.h.  H.cos.c;  celles  delà  force—,  suivant  les 

y 

xnemesaxes,  seront  — .cos.ct.  — .cos.b,  et — .  cos.ioo* 

'  7  y  y 

ou  zéro.  De  cette  manière,  la  composante  i? .  cos .  c , 
qui  agit  seule  suivant  la  tangente  mC  h.  la  trajectoire 
du  mobile,  est  la  force  qui  produit  le  mouvement; 

la  somme  des  composantes  M,  cos.b  et  — .cos.^,  per- 
pendiculaires à  la  trajectoire  et  dirigées  dans  le  plan 
tangent  à  la  surface  donnée,  doit  être  nulle ^  sans 
quoi  la  pression  ne  serait  plus  perpendiculaire  à  cette 

surface;  enfin,  la  somme  i?.cos.^-| — .cos.ût,  des 

composantes  normales  à  la  surface  donnée^  exprime 
ja  pression  que  cette  surface  éprouve,  et  cette  pres- 
sion s'exerce  suivant  la  partie  m^  de  la  normale,  ou 
suivant  son  prolongement,  selon  que  cette  somme 
est  positive  ou  négative. 

5o5.  En  égalant  à  zéro  la  somme  des  composantes 
qui  doit  être  nulle,  on  aura  l'équation 

R. cos.b  -j-  —  .cos.^  =  o  , 

y 

qui  pourra  servir  à  déterminer,  en  chaque  point  de 
la  surface  donnée,  l'inclinaison  du  plan  osculateur 
de  la  trajectoire ,  sur  le  plan  tangent  à  cette  surface; 
car  cette  inclinaison  n'est  autre  chose  que  l'angle  ê  , 
ou  l'angle  Bimij  compris  entre  les  droites  mn  eX  inBy^ 
qui  sont  menées  dans  ces  plans,  perpendiculaire- 
îïîçnt  à  leur  intersection  commune. 
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Lorsque  le  mobile  n'est  sollicité  par  aucune  forée 
accélératrice,  on  a  jR  =  o  ;  donc  cos ,  ë=  o,  et 
^=  loo"  ;  donc  alors  ^  le  plan  osculateur  de  la  li^a- 
jectoire  est  toujours  perpendiculaire  a  la  surface 
donnée.  Or,  on  sait  que  cette  propriété  appartient 
exclusivement  a  la  ligne  la  plus  courte  que  Ton  puisse 
mener  sur  cette  surface,  d'un  point  donné  a  un  autre 
point  aussi  donné;  il  en  résulte  donc  que  le  mobile 
suit  le  chemin  le  plus  court  pour  parvenir  d'un  point 
à  un  autre  de  la  surface  donnée.  Il  en  serait  de  même 
si  le  mobile  éprouvait  un  frottement  contre  celte* 
surface,  ou  s'il  était  soumis  à  l'action  de  toute  autre 
force  accélératrice  dirigée  suivant  la  tangente  à  sa 
trajectoire;  car  R  étant  cette  force  dirigée  suivant 
mC  j  ou  suivant  son  prolongement  ,  l'angle  h  , 
compris  entre  sa  direction  etVaxemB ^  serait  droit, 
et  le  terme  R.cos.b  disparaîtrait  toujours  dans  l'é- 
quation précédente;  on  aurait  donc  cos. ^  =o  et 
^=ioo®,  comme  dans  le  cas  où  le  mobile  n'est  sol- 
licité par  aucune  force. 

5o4.  Cette  propriété  de  la  trajectoire  d'un  mobile 
qui  n'est  soumis  à  l'action  d'aucune  force  accéléra- 
trice, n'est  qu'un  cas  particulier  d'une  autre  pro- 
priété plus  générale,  que  l'on  a  d'abord  envisagée 
sous  un  point  de  vue  métaphysique,  et  à  laquelle  on' 
a  donné  la  dénomination  impropre  de  principe  de  la 
moindre  action.  Pour  s'en  former  une  idée  précise , 
que  l'on  se  représente  un  corps  partant  d'un  point 
donné  À  ^  et  arrivant  à  un  autre  point  B^  aussi 
donné  j  que  sa  vitesse  au  point  A  soit   doiiiice  en 
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grandeur  et  inconnue  en  direction,  et  que  les  forces 
accélératrices  qui  le  sollicitent  pendant  son  mouve- 
ment,soient  telles,  que  la  formule  Xdjc-j-Ydj-^Zdz 
soit  une  différentielle  exacte  k  trois  variables;  on 
pourra  alors  déterminer  la  vitesse  t^  du  mobile  en 
fonction  des  coordonnées  oc ^  j'y  2,  sans  connaître  la 
courbe  que  le  mobile  suit  pour  aller  du  point  ^  au 
point  B  (n°  5oo);  supposons  que  l'on  multiplie  cette 
vitesse  par  l'élément  ds  de  la  courbe,  et  que  l'on 
prenne  l'intégrale  fi^ds  depuis  le  point  ^  jusqu'au 
point  -5;  il  est  évident  que  la  valeur  de  cette  intégrale 
définie  dépendra  de  la  nature  de  cette  courbe  :  or 
le  principe  de  la  moindre  action  consiste  en  ce  que  le 
mobile,  s'il  se  meut  librement,  choisira  entre  toutes 
les  courbes  que  l'on  pourrait  mener  par  les  points  A 
et  j& ,  la  courbe  pour  laquelle  l'intégrale  fi^ds  est  un 
minimum  ;  et  s'il  est  astreint  à  se  mouvoir  sur  une 
surface  donnée ,  il  choisira  encore  la  courbe  qui  ré- 
pond au  minimum  de  cette  intégrale ,  entre  toutes  les 
courbes  tracées  sur  la  surface  et  menées  par  les  points 

La  démonstration  de  ce  principe  se  réduit  à  prou- 
ver que  la  variation  de  l'intégrale y^t/^  est  nulle,  les 
deux  points  extrêmes  de  la  courbe  étant  supposés 
fixes.  Or,  d'après  les  règles  les  plus  simples  du  cal- 
cul des  variations,  on  a 

hfvds  =  f^ .  vds ,       et       J^.  vds  ^=^^v.ds  -^v^.ds. 

D'ailleurs  dt  étant  Télément  du  tems,  on  a  ds:=vdt'^ 
donc 


IV       1  dt   ^ 
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Si  l'on  dififërentie  l'ëquation  {a)^  du  n°  5oo,  et  qtîg 
Ton  remplace  les  différentielles  dx ,  dj^  dz ,  par  les 
variations  cTx,  jy,  J^:3  ^  on  aura 

En  ayant  égard  aux  valeurs  de  cos .  6 ,  cos .  e\  côs  *  ^^ 
données  dans  le  n"  294,  et  en  faisant  attention  que 

^^        dL   .       ,    dL   .       ,   dL    . 
les  équations  (/72)  du  même  n°,  donneront     , 

le  terme  NV^S'L  n'entrerait  pas  danS cette  ëquatioiï 
si  le  mobile  se  mouvait  librement;  quand  il  est  assu-« 
je'ti  à  se  mouvoir  sur  une  surface  donnée,  ce  terme 
est  nul,  parce  qu'alors  /Z=o;  donc  on  doit  sup-* 
primer  ce  terme,  dans  tous  les  cas,  et  il  en  résulte 

7         di  ^     ,       d'^x    ^      ,  d^y    .      ,  d"z    . 
2  di  dt      ^        dt 

Quant  au  second  terme  (^.J^.^^,  de  la  variation  (jê 
vds  y  nous  avons 

et  par  conséquent  ' 

^As-=:L~,d.U-Y^  dJy-^^.dJz^, 
ds  ^     ds'       -^        ds  ^ 
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donc^  à  cause  de  dsz=^vdty  nous  aurons 

Réunissant  ces  deux  parties  de  la  valeur  de  ^  ,pds  y 
il  vient 

d'où  l'on  conclut 

quantité  nulle  aux  deux  limites  de  l'intégrale,  puis- 
que les  deux  points  extrêmes  A  ei  B  étant  fixes,  les 
variations  S'x  ,  cTjr,  cTs  des  coordonnées  doivent  être 
nulles  pour  ces  points.  La  variation  à^f^ds  est  donc 
égale  à  zéro  ;  par  conséquent,  cette  intégrale  est  un 
maximum  ou  un.  minimum;  mais  il  est  aisé  de  voir  que 
la  quanti  té  yi^J^I  par  sa  nature,  ne  saurait  être  sus- 
ceptible d'un  maximum,;  donc  cette  intégrale  est  un 
minimum  y  relativement  à  la  trajectoire  du  mobile 
déterminée  par  les  équations  du  mouvement. 

Lorsque  le  mobile  n'est  soumis  à  aucune  force  ac- 
célératrice, nous  savons  que  sa  vitesse  est  constante; 
l'intégrale  définie  yt^d/i"  devient  donc  le  produit  c^^,  et 
alors  c'est  l'arc  s  décrit  par  le  mobile,  du  point  A  au 
point -S,  qui  est  uwinininumiy  comme  on  l'a  déjà  vu 
dans  le  n°  précédent.  11  ^lit  aussi  de  l'uniformité  du 
mouvement^  qu'alors  le  mobile  parvient  d'un  point  à 
l'autre,  dans  un  tems  plus  court  que  s'il  était  forcé 
de  suivre  toute  autre  courbe  que  sa  trajectoire. 


t 
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3o5.  La  formule  Xdx-j^  Ydj'\-Zdz  est  une  diffé- 
rentielle exacte,  toutes  les  fois  que  les  forces  appli- 
quées au  mobile ,  sont  dirigées  vers  des  centres  fixes, 
et  que  leurs  intensités  sont  fonction  des  distances  à 
ces  centres  (n'*225);  le  principe  de  la  moindre 
action  a  donc  lieu ,  relativement  à  cette  espèce  de 
forces.  En  cherchant  alors  la  courbe  qui  répond 
au  minimum  de  l'intégrale  y^û?^,  par  les  règles  du  cal- 
cul des  variations,  on  obtiendra  les  équations  de  la 
trajectoire.  Leur  forme  dépendra  du  système  des 
coordonnées  dont  on  fera  usage,  pour  déterminer 
la  position  du  mobile  :  si  l'on  emploie  les  coordon- 
nées rectangulaires  Xyjy  z,  on  retrouvera  les  équa- 
tions du  n°  5oi;  mais  quelquefois  on  en  obtiendra 
de  plus  simples,  en  faisant  usage  d'autres  coordon- 
nées. Pour  en  donner  un  exemple ,  considérons  le 
cas  d'une  seule  force  dirigée  vers  un  centre  fixe.  La 
trajectoire  est  alors  une  courbe  plane,  dont  le  plan 
est  celui  qui  passe  par  le  centre  fixe  et  la  direction  de 
la  vitesse  initiale  du  mobile.  Menons,  par  ce  centre 
et  dans  ce  plan,  une  droite  arbitraire;  soit  9,  l'angle 
compris  entre  cette  droite  et  le  rayon  vecteur  à  un 
instant  quelconque;  désignons  par  r,  ce  rayon  ou  la 
distance  du  mobile  au  centre  ^i^e^  et  par  R  Tinten- 
sité  delà  force  dirigée  vers  ce  centre.  L'équation  {a)^ 
du  n°  5oo,  donnera,  dans  le  cas  que  nous  examinons , 

C  étant  une  constante  dépendante  de  la  vitesse  ini-  1 
tiale  du  mobile,  et  des  coordonnées  de  son  point  1 
de    départ.  Regardons  9  comme  fonction  de  r,  et 

soit 


LIVRE  II.  DYNAMIQUE.  465 

ooit-^-=:yy;  nous  aurons 

en  faisant  donc,  pour  abréger, 

^=  v/i-f-r^p*.  \/C—2fRd?, 

il  s'agira  de  trouver  la  courbe  qui  répond  au  minùrium 
de  rintégraley"/^(ir. 

Or,  d'après  les  formules  rappelées  dans  le  n"*  287 , 
l'équation  différentielle  de  cette  courbe  plane ,  entre 
les  coordonnées  polaires  r  et  9,  sera 


Mais  on  a 


dV _  dF  __  r2p.\/C-^2fRdr  , 

dë~°'     dp  —       V^i"!^*       ' 

eetle  équation  se  réduit  donc  à  d.—r-  =0  ;  et  en  in- 
tégrant, on  a 

i^p.  y/C—^i'Rdr       , 

d^ 

h  étant  la  constante  arbitraire.  Je  remets  j-àlà  place 

de  /?^  et  en  résolvant  l'équation  par  rapport  à  ^9 ,  je 

trouve 

hdr 


r,y/Cr^-^2r''fl(dr-'b* 

ïl  ne  restera  donc  plus  qu'à  intégrer  cette  valeur  de 
I.  '  3o 
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d^  lorsque  la  force  R  sera  donnée  en  fonction  de  r, 
et  l'on  aura  Tëquation  de  la  trajectoire,  en  coordon- 
nées polaires  ret  6. 

Dans  le  cas  où  cette  force  sera  en  raison  inverse 
du  carré  de  r,  on  trouvera^  comme  dans  le  n°  24^  , 
l'équation  d'une  section  conique,  dont  le  centre  fixe 
occupe   un  foyer.    La  trajectoire  serait  encore  une 
section  conique,  mais  dont  le  point  fixe   serait  le 
centre  et  non  pas  le  foyer ,  si  l'on  supposait  la  force 
i?  proportionnelle  à  r.  C'est  ce  qu'on  trouvera  aisé- 
ment en  intégrant,  dans  cette  hypothèse^  la  valeur 
de  d^.  Ainsi,  un  point  matériel  peut  décrire  une 
section  conique  de  deux  manières  différentes  :  quand 
ia  force  qui  le  sollicite  est  dirigée  vers  le  centre  de 
la  courbe  et  proportionnelle  à  sa  distance  à  ce  point, 
et  lorsque  cette  force  est  dirigée  vers  un  des  deux 
foyers  et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance 
du  mobile  à  ce  foyer. 

5o6.  L'application  la  plus  remarquable  qu'on  ait 
faite  du  principe  de  la  moindre  action,  a  été  d'en  dé- 
,  duire  les  lois  connues  de  la  réfraction  et  de  la  7^- 
Jïexion  de  la  lumière.  Quoique  cette  question  n'ait 
qu'un  l'apport  éloigné  avec  la  matière  que  nous  trai- 
tons dans  ce  chapitre ,  on  ne  trouvera  pas  déplacé  le 
ealcul  suivant,  qui  d'ailleurs  est  très-simple. 

Tant  qu'un  rayon  lumineux  se  meut  dans  un  milieu 
^'une  égale  densité ,  sa  vitesse  et  sa  direction  restent 
les  mêmes;  mais  lorsqu'il  passe  d'un  milieu  dans  un 
autre,  sa  direction  s'infléchit  et  sa  vitesse  change. 
Dans  l'instant  de  ce  passage ,  la  lumière  décrit  une 


LIVRE  IL  DYNAMIQUE.  467 

courbe  d'une  étendue  inappréciable,  et  dont  on 
peut  faire  abstraction,  sans  erreur  sensible.  La  tra- 
jectoire de  chaque  molécule  lumiaeuse  est  donc  alora 
l'assemblage  de  deux  droites,  dont  chacune  est  dé- 
crite d'un  mouvement  uniforme;  ainsi,  en  appelant 
j  ety  les  longueurs  de  ces  droites,  n  la  vitesse  de  la 
lumière  dans  le  premier  milieu ,  nf  la  vitesse  dans  le 
second,  on  aura  nj-y  pour  la  valeur  de  rintégraleyt^^.y, 
prise  depuis  le  point  de  départ  de  la  molécule ,  jus- 
qu'à son  entrée  dans  le  second  milieu ,  et  n'y^  pour 
la  partie  de  cette  intégrale  relative  au  second  milieu  ; 
par  conséquent  la  valeur  de  cette  intégrale ,  prise 
dans  toute  l'étendue  de  la  trajectoire ,  sera  exprimée 
par  nj-^-ny;  c'est  donc  cette  somme  nj-^-ny^  qui 
doit  être  un  minimum  y  d'après  le  principe  de  îa 
moindre  action. 

Avant  d'aller  plus  avant ,  observons  que  si  le  se- 
cond milieu  est  une  substance  diaphane  et  cristalli- 
sée, la  vitesse  d^  la  lumière,  dans  cette  substance, 
dépendra  en  général  de  la  direction  du  rayon  lumi- 
neux; de  manière  qu'elle  sera  constante  pour  uu 
même  rayon,  mais  variable  d'un  rayon  à  un  autre. 
Le  phénomène  de  la  double  réfraction  que  présente 
le  spath  d'Islande  et  la  plupart  des  cristaux  diaphanes, 
tient  à  la  différence  de  vitesse  des  différens  rayons 
lumineux  qui  les  traversent;  on  doit  alors  regarder' 
îa  vitesse  n'y  comme  une  fonction  des  angles  qui  dé^ 
terminent  la  direction  de  chaque  rayon;  et  la  loi  de 
îa  réfraction  dépend  de  la  forme  qu'on  suppose  à 
cette  fonction.  En  faisant  une  hypothèse  convenable 
sur  cette  forme ,  M.  Laplace  est  parvenu  à  déduire 

3o. . 
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du  principe  de  la  moindre  action,  la  loi  de  la  double 
réfraction,  découverte  par  Huyghens  et  confirmée 
parles  expériences  de  M.  Malus;  mais  ce  n'est  point 
ici  le  lieu  d'exposer  cette  théorie  ("*")  ;  nous  nous 
bornerons  à  considérer  le  cas  où  tous  les  rayons  se 
meuvent  avec  la  même  vitesse,  quelles  que  soient 
leurs  directions.  Ainsi,  dans  le  calcul  suivant,  n  et 
^^'  seront  regardées  comme  des  quantités  données 
pour  chaque  milieu  en  particulier,  et  indépendantes 
de  la  direction  des  différens  rayons  lumineux. 

507.  Soient  maintenant  A  et  ^  (fîg.  65)  y  les  deux 
points  extrêmes  de  la  trajectoire;  supposons  que  la 
surface  de  séparation  des  deux  milieux  soit  plane,  et 
menons  par  ces  deux  points ,  un  plan  perpendicu- 
laire à  cette  surface^  qui  la  coupe  suivant  la  droite 
CD;  soit  encore  AEB  ,  une  ligne  brisée  au  point  £*, 
"qui  représente  la  projection  de  la  trajectoire  sur  ce 
plan;  menons  par  ces  points  A  y  B,  Ey  les  perpen- 
diculaires AH,  BH\  KEK ,  sur  la  droite  CD. 
Puisque  la  position  des  points  A  Qi  B  est  donnée, 
îes  trois  droites  AH ,  BH,  HH  sont  connues  ;  mais 
la  position  du  point  E  et  les  angles  AEK  et  BEK' 
sont  inconnus^  et  doivent  être  déterminés  par  la 
condition  du  minimum  ;  nous  supposerons   donc 

les  triangles  rectangles  AHE ^BHE  àouxiQvont 

O  Voyez  le  Mémoire  de  M.  Laplace,  inséré  dans  le  volume 
de  l'Institut  pour  l'année  1809  ,  et  l'ouvrage  qui  a  pour  titre  : 
Théorie  de  la  double  réfraction j  par  M.  Malus. 
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HE  =  a.tan^.x,       HE'  :=  b.tan^.x'  y 

par  conséquent  on  aura 

c  =  aAan^.x-^-  bAan^.x\  (i) 

Le  rayon  lumineux  traverse  la  surface  de  sépara- 
tion des  deux  milieux^  en  un  point  dont  E  est  la 
projection  sur  le  plan  de  la  figure;  si  nous  appelons  z^. 
la  distance  de  ce  point  inconnu  au  point  JE^  il  est 
évident  que  /  sera  Thypothénuse  d'un  triangle  rec- 
tangle dont  z  et  ^JE  seront  les  deux  autres  côtés  j  et: 
que  y^  z  et  BE  seront  de  même  l'hypothénuse  et 
les  deux  côtés  d'un  second  triangle  rectangle  ;  mai& 
en  considérant  les  triangles  AEH  et  BEH'y  on  a 


AE-=.-^—^      BE 


COS. a:'  cos.^r'  ' 


on  aura  donc 


COS^.X"'' 


Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  la  quantité  nj-^ny^^^ 
on  aura^  pour  résultat,  une  fonction  de  z^  Xy  x' y 
qui  devra  être  un  minimum  par  rapport  à  ces  trois 
variables,  dont  les  deux  dernières  sont  liées  entre 
elles  par  l'équation  (i);  il  faudra  donc  d'abord  qu@ 
la  différentielle  de  cette  fonction ,  prise  par  rapport 
à  z^  soit  égale  à  zéro  ;  d'où  l'on  conclut 

^V    .      /    ày'       nz  .    nz 

dz  '       "^     y      y 

à  cause  de  -^= -et-7^=^.  Or,  on  ne  peut  satisfaire 

dz      y      4^      y  * 
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a  cette  équation  que  par  la  valeur  i3=o;  ce  qui  nous 
apprend  que  le  rayon  lumineux  traverse  au  point  Ey 
la  surface  de  séparation  des  deux  milieux,  et  par 
conséquent ,  qu'il  ne  sort  pas  du  plan  perpendicu- 
laire à  cette  surface,  mené  par  les  points  Jl  et  B, 
En  faisant  donc  z  =  o,  on  aura  simplement 

,  an  hnf 

ny  -i-  ny  = 1 -,  ; 

-^  -^  COS.  a;       cos.x 

et  en  égalant  à  zéro  la  difFeVentielle  complète  de  cette 
quantité,  il  vient 

an.?i\n.x.dr         hn  .ûn.x' .dx' 

— j r=  o  ; 

cos*.j;  cos^.o: 

mais  en  difFérentiant  de  même  l'équation  (i),  on  a 

aussi 

a.dx     .      h.dx' 

— 7  =  O  : 

cos^.o:        cos^'.a: 

Cl  t^  • 

et  si  l'on  élimine  -7-7-  entre  ces  deux  équations,  on 

trouve 

n.sm,xz=z  n  .ûn.x\  (2) 

Celle-ci^  Jointe  à  l'équation  (i),  servira  k  détermi- 
ner les  valeurs  de  œ  et  œ'^,  qui  répondent  au  minimum 
de  la  quantité  nj-^n'j  .  Après  avoir  calculé  la  va- 
leur de   07,    on  construira  le  point  E  en  prenant 

HE^=i — - — ;  ensuite  on  tirera  les  droites  AE  et  BE: 

COS.  x 

la  ligne  Lrisée  AEB  sera  la  route  que  suit  le  rayon 
lumineux,  pour  aller  du  point  A  au  point  B, 

L'angle  AEK  ^  compris  entre  la   normale   à  la 
surface  de  séparation  des  deux  milieux^  et  le  rayon 
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incident -^^5  se  nomme  V angle  df  incidence  ;  l'angle 
BEK'^  compris  entre  le  prolongement  de  cette  nor* 
maie  et  le  rayon  réfracte  BE\  s'appelle  Y  angle  de 
réfraction;  ces  angles  ont  été  désignés  par  x  etx'; 
ainsi  l'équation  (2)  fera  connaître  l'angle  de  réfrac-* 
tion^  quand  l'angle  d'incidence  sera  donné;  et  Toa 
voit,  d'après  cette  équation^  que  le  sinus  de  rangle 
de  réfraction  est  au  sinus  de  t angle  d'incidence  dans 
un  rapport  constant» 

C'est  en  effet  la  loi  connue  de  la  réfraction  de  la 
lumière.  Le  rapport  des  deux  sinus  dépend  des  vi- 
tesses n  et  n'  relatives  aux  milieux  que  l'on  consi« 
dére,  et  pour  cette  raison,  il  varie  avec  les  diffé-* 
rentes  espèces  de  milieux  diaphanes.^ 

3o8.  Si  le  rayon  lumineux,  au  lieu  de  pénétrer 
dans  le  second  milieu,  est  réfléchi  à  la  surface  de 
séparation,  sa  vitesse  sera  constante  dans  toute  l'é- 
tendue de  la  trajectoire,  qui  est  alors  comprise  en 
entier  dans  un  même  milieu  ;  l'intégrale  fvds  sera 
donc  égale  à  la  longueur  de  cette  trajectoire,  multi-^ 
pliée  par  la  vitesse  constante;  par  conséquent  cette^ 
longueur  sera  un  minimum,  en  vertu  du  principe  de 
la  moindre  action.  Supposons  donc,  comme  dans  le 
cas  précédent,  que  la  surface  de  séparation  estplane; 
soient  A  ^\B  (fig.  ^^\  les  deux  points  extrêmes  de 
la  trajectoire  ;  menons  par  ces  deux  points,  un  plan 
perpendiculaire  à  cette  surface,  et  q>â  la  coupe  sui- 
vant la  droite  CD  1,  chaque  molécule  de  lumière  ira 
du  point  A  au  pointai?  ^  en  suivant  une  ligne  brisée 
qui  sera  la  plus  courte  de  toutes  celles  qui  se  réfté- 
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chissent  sur  la  surface  de  séparation.  Or^  il  est  d'abord 
évident  que  cette  ligne  sera  comprise  dans  le  plan 
perpendiculaire  à  cette  surface,  car  toute  autre  tra- 
jectoire serait  plus  longue  que  sa  projection  sur  ce 
plan.  De  plus,  il  est  aise  de  prouver,  sans  aucun 
calcul,  que  la  plus  courte  ligne  brisée  est  celle  qui 
fait  deux  angles  égaux  avec  la  ligne  CD;  c'est-à-dire^ 
que  si  les  angles  AED  Qt  BEC  sont  égaux,  la  ligne 
brisée  AEB  sera  plus  courte  que  toute  autre  ligne 
brisée,  telle  que  AE'B,  En  effet,  abaissons  du 
point  A^  la  perpendiculaire  AH  sur  la  droite  CZ>, 
prolongeons  cette  perpendiculaire  d'une  quantité 
A'H ^  égale  à  AH ^  et  tirons  ensuite  les  droites  A'E 
ei  A'E'  ;  les  deux  angles  AEH  et  A' EH  seront 
égaux;  donc  les  deux  angles  A' EH  et  CEB  le  se- 
ront aussi,  et  la  ligne  BEA'  sera  droite  ;  on  aura 
donc  BE+EA'<iBE'+E'A' ;  mais  EA'—EA, 
E' A'=:E' A  y  ^SiT  conséquent  BE-+-EA<BE+E'A. 
Si  l'on  élève  au  point -E",  la  perpendiculaire  jE'A^ 
sur  la  droite  CD,  AEK  et  BEK  seront  les  angles 
d'incidence  et  de  réflexion,  du  rayon  Jumineux  qui 
va  du  point  A  au  point  B ^  en  se  réfléchissant  au 
point  E  ;  ces  angles  sont  égaux,  puisqu'ils  sont  com- 
plémens  des  angles  égaux  AED  et  BEC  ;  d'où  il 
résuite  la  loi  connue  de  la  réflexion  de  la  lumière , 
qui  consiste  en  ce  que  l'angle  de  réflexion  est  tou--» 
jours  égal  à  l'angle  d'incidence. 

FIN  DU  SECOND  LÎYRE. 
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(Jn  se  propose  de  réunir  dans  ces  additions,  quelques  notions 
élémentaires  sur  les  machines  dontTusage  est  le  plus  fréquent. 
La  recherche  des  conditions  d'équilibre  ,  dans  ces  machines, 
est  uniquement  fondée  sur  la  composition  des  forces  qui  con- 
courent en  un  point,  et  sur  celle  des  forces  parallèles.  J'ai  donc 
cru  utile,  avant  d'expliquer  ces  conditions,  de  démontrer 
synthétiqueraent  et  d'une  manière  facile ,  la  règle  du  paral- 
lélogramme des  forces  ;  et  pour  remplir  mon  objet,  je  n'ai  rien 
trouvé  de  mieux  à  faire  que  de  rapporter  ici  la  démonstration 
à.Q'M-.Duchayla.  On  pourra,  si  l'on  veut,  substituer  cette  dé- 
monstration à  celle  que  l'on  trouve  au  commencement  de  ce 
traité  (n°  i4),  et  qui  suppose  des  connaissances  assez  élevées 
d'analyse.  A  l'égard  de  la  composition  des  forces  parallèles ,  il 
en  existe  aussi  une  démonstration  directe  et  synthétique  qui  con- 
vient aux  élémens  de  Statique  et  que  j'ai  donnée  dans  le  n°  3â. 

Démonstration  du  parallélogramme  des  forces, 

La  résultante  de  deux  forces  quelconques ,  appliquées  en  un 
méjne  point  et  représentées  par  des  droites  prises  sur  leurs 
directions  ,  à  partir  de  ce  point  y  est  représentée  en  grandeur 
et  en  direction  y  par  la  diagonale  du  parallélogramme  cons- 
truit sur  ces  deux  forces. 

La  démonstration  suivante  est  composée  de  deux  parties  : 
nous  allons  d'abord  prouver  que  la  résultante  est  dirigée  suivant 
la  diagonale,  et  nous  ferons  voir  ensuite  qu'elle  est  représentée 
en  grandeur  par  cette  ligne.  Dans  la  première  partie  nous 
admettrons  qu'on  peut,  sans  rien  changer  à  l'action  d'une 
force  j  transporter  son  point  d'application,  en  tel  autre  point 
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qu'on  veut,  pris  sur  sa  direction ,  et  qu'on  regarde  comme  fixe-^ 
ment  attaché  au  premier  ;  c'est  en  effet  ce  qu*il  est  a^sé  de 
prouver  par  un  raisonnement  direct  et  fort  simple,  ainsi  qu'on 
peut  le  voir  dans  le  n°  28. 

Cela  posé  ,  si  la  résultante  est  effectivement  dirigée  suivant 
la  diagonale,  quand  les  composantes  sont  entre  elles  comme 
les  quantités  p  et  m  ,  et  quand  elles  sont  représentées  par 
les  quantités  p  et  n,  je  dis  qu'elle  sera  encore  dirigée  suivant 
la  diagonale ,  lorsque  les  composantes  seront  représentées- 
par  p  et  m  4-  ">  pourvu  que  l'angle  compris  entre  les  compo- 
santes soit  le  même  dans  les  trois  cas. 

'  En  effet  supposons  que  le  pointa  (fig.  G7)  est  tiré  par  les 
deux  forces  p  et  m-}-  n  ^  qui  agissent  suivant  les  directions 
u4B  et  AC 'y  prenons  ABr=p^  AE^::zm^  ECzrzn-^  la  force 
p  sera  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  AB ^  et  la 
force  rfi-\-n  par  AC\  On  pourra  partager  celle-ci  en  deux 
autres:  l'une  égale  à  m,  qui  restera  appliquée  au  point  A, 
et  qui  sera  représentée  par  AE\  l'autre  égale  à  n,  dont  je 
transporterai  le  point  d'application  en  E  ^  et  qui  sera  repré- 
sentée par  EC.  Par  hypothèse,  la  résultante  des  deux  forces^ 
AB  et  AE  sera  dirigée  suivant  )a  diagonale  AFàu  parallé* 
logramme  ABEF;  je  la  transporte  en  F,  ou  elle  agira  suivant 
jPA",  prolongement  de  AF-^  puis  je  la  decomi)ose  en  deux 
forces  dirigées  suivant  les  prolongemens  FG  et  FH  des  côtés 
BF  et  EF-j  pour  cela  ,  je  prends  FH  =z  AB  et  FG  =  AE  ^. 
et  je  forme  le  parallélogramme /^^/^ G ,  égal  à  ABFE  :  il  est 
évident  que  FH  et  /^G  seront  les  composantes  de  la  force  diri- 
gée suivant  FK,<àe  même  que  AB  et  v^i?  étaient,  celles  de  la 
force  dirigée  suivant  AF.  Puisque  FH  ^~z  AB^=EF^  on  peut 
remplacer  FH  par  la  force  £'i<'appliquée  au  point  E;  mais  d'a- 
près l'hypothèse  ,  la  résultante  des  deux  forces  EF  et  EC  est 
dirigée  suivant  la  diagonale  ED  du  parallélogramme  EFDC;  si 
donc  on  transporte  cette  force  an  point  Z),  où  sa  direction  coupe 
celle  de  la  force  FG,  et  que  l'on  applique  celle-ei  au  mem& 
point,  la  résultante  de  ces  deux  Forces  passera  aussi  par  le  point 
D  -,  par  conséquent  les  trois  forces  EC^  FH  et  FG^  se  réduisent 
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en  définitif  à  une  force  unique ,  dont  la  direction  passe  par 
le  point  D.  Or,  ces  forces  remplacent  les  deux  forces  don- 
nées AB  et  u4C ,  auxquelles  elles  sont  équivalentes;  la  résul- 
tante de  celles-ci  doit  donc  aussi  passer  par  le  point  D-y  et 
corarae  elle  passe  déjà  par  le  point -^,  il  s'ensuit  qu'elle  sera 
dirigée  ^suivant  la  diagonale  u4D  du  parallélogramme  ABCD, 

Dans  le  cas  de  deux  forces  égales,  et  qui  font  un  angle  quel- 
conque, la  résultante  coupe  cet  angle  en  deux  parties  égales; 
elle  est  donc  alors  dirigée  suivant  la  diagonale  du  lozange 
construit  gur  les  deux  forces  5  or ,  en  partant  de  ce  cas  par- 
ticulier ,  et  de  ce  qui  vient  d'être  prouvé ,  il  aisé  de  conclure 
que  la  résultante  doit  être  dirigée  suivant  la  diagonale  du  pa- 
rallélogramme construit  sur  les  deux  forces,  toutes  les  fois 
qu'elles  seront  représentées  par  des  nombres  entiers  quel- 
conques. En  effet,  si  l'on  prend  pz=  1  et  ti  =  1  ,  et  qu'on 
fasse  succesf^ivement  m  z=z  1  ^  Tn=z2,,  Tnz=:'5 ,  etc. ,  la  pro- 
position sera  d'abord  vraie  pour  les  forces  égales  1  et  1 ,  en- 
suite pour  les  forces  i  et  1  -f-  1  j  <^u  1  et  2  ;  1  et  2  -f-  1  ,  ou 
1  et  3;  1  et  3  4-  1  ,  ou  1  et  47  ^^  généralement,  pour  les 
forces  1  et  N,  N  désignant  un  nombre  entier  quelconque. 
Ensuite  si  l'on  prend  p  :=i  N  et  7i=i,  et  successivement 
771=1,  m=:f2,  m  =  3,  etc.,  la  proposition  sera  encore  vraie 
pour  les  forces  iV"  et  1  ;  A^  et  1  -}-  1  ,  ou  iX*"  et  2  ;  iV  et  2-}-  1  , 
ou  A^  et  3  ;  iY  et  3  -f-  1  ,  ou  N  et  4}  et  généralement ,  pour 
les  forces  N  et  M ,  M  étant  ainsi  que  N  un  nombre  entier 
quelconque. 

La  proposition  étant  démontrée  pour  deux  forces  commen- 
airablos ,  il  e.-t  aisé  de  l'étendre ,  par  le  raisonnement  ordi- 
naire de  la  réduction  à  l'absurde,  au  cas  de  deux  forces  in- 
commensurables. Pour  cela,  soient  AB  et  AC  (lig.  68)  les 
deux  forces;  si  leur  résultante  n'est  pas  dirigée  suivant  la  dia- 
gonale AD  j  du  parallélogramme  ABCDy  elle  le  sera  suivant 
une  autre  droite,  telle  que  AD\  qui  coupe  en  ff ,  le  côté 
DC'j  menons  par  ce  point  une  parallèle  D' B'  au  côté  DB , 
et  soit  B\  l'intersection  de  cette  parallèle  avec  le  côté  AB\ 
divisons  le  côté  AC ,  en  parties  égales,  plus  petites  que  ^^'^ 
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de  manière  qu'en  portant  ces  parties  sur  la  droite  AB^  à 
partir  du  point  A,  au  moins  un  des  points  de  division  vienne 
tomber  entre  les  points  B  et  B' ^  par  exemple  en  E.  Si  l'oa 
considère  les  deux  forces  AC  et  AE ^  qui  sont  commensura^ 
blés,  leur  résultante  sera  dirigée  suivant  la  diagonale  AF,  du 
parallélogramme  ^£FC,  laquelle  diagonale  est  comprise, 
d'après  la  construction,  entre  les  deux  droites  AD  et  AD^ '^ 
or,  Ja  force  AC ^  restant  la  même,  et  l'autre  composante 
AB  diminuant  et  devenant  AE y  la  résultante  doit  s'éloigner 
de  la  direction  AB  ^  pour  s'approcher  de  la  direction  AC-; 
il  esfdonc  absurde  que  la  résultante  des  forces  AB  et  AC 
soit  dirigée  suivant  AD',  et  celle  des  forces  AE  et  AC^  sui- 
vant AF'y  par  conséquent  il  est  impossible  que  la  résultante  de 
AB  et  ACj  soit  dirigée  suivant  une  ligne  AD'  différente  de  la 
diagonale  AD^  puisque  cette  hypothèse  conduirait  à  un  ré- 
sultat absurde. 

Démontrons  maintenant  que  la  résultante  est  représentée 
en  grandeur,  par  la  longueur  de  la  diagonale.  Soient  toujours 
AB  et  AC  (fig.  69)^  les  deux  composantes;  formons  le  pa- 
rallélogramme ABCD,  la  diagonale  AD  représentera  la  di- 
rection de  la  résultante  ;  si  donc  on  applique  suivant  son  pro- 
longement AD' j  une  force  égale  et  contraire  à  cette  résul- 
tante; cette  force,  inconnue  en  grandeur  et  que  j'appellerai 
Ry  fera  équilibre  aux  deux  forces  AB  et  AC\  or,  les  trois 
forces  ABy  AC  et  R  étant  ainsi  en  équilibre  autour  du  point  >î^, 
celle  qu'on  voudra  des  trois  est  égale  et  directement  opposée 
a  la  résultante  des  deux  autres  ;  par  conséquent  si  l'on  prend 
sur  le  prolongement  de  AB  ,  une  partie  AB'  =  AB ,  la  force 
AB'  sera,  en  grandeur  et  en  direction,  la  résultante  de  \a. 
force  AC  et  de  la  force  R  qui  agit  suivant  AD' .  D'un  autre 
<?ôté,  la  droite  AB'  étant  égale  et  parallèle  k  DC ,  il  s'ensuit 
que  la  droite  B' C  est  aussi  égale  et  parallèle  à  AD  j  elle  est 
donc  aussi  parallèle  au  prolongement  AD',  et  en  menant  par 
le  point  B',  une  parallèle  B'D'  à  AC,  la  figure  ACB'D'  sera  un 
parallélogramme.  Donc  puisque  la  résultante  des  forces  iî  et 
AC  doit  être  dirigée  suivant  la  diagonale  AB' ^  il  faut  que  îâ 


ADDITIONS.  Irii 

force  K  soit  égale  au  côté  AD'  ;  car  si  elle  était  ou  plus 
grande  ou  plus  petite,  en  construisant  un  parallélogramme 
sur  cette  force  et  sur  le  côté  AC ^  sa  diagonale  ne  coïncide- 
rait pas  avec  AB' ,  Ainsi  l'on  a  R=^AD'\  mais  AD' rrizB' C=^AD  ; 
par  conséquent  R  =  AD  ,  et  1^  résultante  des  deux  forces 
AB  et  AC e&t  représentée,  en  grandeur  comme  en  direction, 
par  la  diagonale  AD. 

Je  rappellerai  ici  plusieurs  conséquences  immédiates  de  ce 
théorème  ,  qui  vont  bientôt  nous  être  utiles.  Il  s'ensuit  d'abord 
que  la  résultante  est  à  l'une  des  deux  composantes,  comme  le 
sinus  de  l'angle  compris  entre  les  deux  composantes,  est  au 
sinus  de  l'angle  compris  entre  la  résultante  et  l'autre  compo- 
sante. Ainsi,  en  comparant  la  résultante  AD  à  la  composante 
AB ,  on  a 

AD  :  AB  ::  un. bac   :  ûn.DAC. 

Les  deux  composantes  AB  et  AC  sont  réciproquement  pro- 
portionnelles aux  sinus  des  angles  que  font  leurs  directions 
avec  celle  de  la  résultante,  c'est-à-dire  ,  que  Ton  a 

AC  \  AB  \\  sm.DAB  '.  s'm.DAC, 

On  peut  aussi  dire  que  ces  deux  forces  sont  réciproquement 
proportionnelles  aux  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  quel- 
conque de  la  résultante  sur  leurs  directions  5  de  manière  qu'en 
abaissant  du  point  J9,  les  perpendiculaires  Db  et  De,  sur  les 
droites  AB  et  AC  ,  prolongées  s'il  est  nécessaire  ,  on  aura 

AClAB  ::  Db  :  De. 

Cette  proportion  se  déduit  de  la  précédente  ,  en  multipliant 
les  deux  derniers  termes  par  AD  ,  et  observant  que 

AD.sm.DABz=Db  et  AD.sin.DAC=zDc. 

Des    Cordes.  / 

Une  machine  est  en  général  un  instrument  au  moyen  duquel 
une  force  agit  sur  des  points  qui  sont  hors  de  sa  direction. 
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et  exerce  sur  ces  points  un  plus  grand  ou  un  plus  petit  effort  , 
que  v4  elle  y  était  immédiatement  appliquée.  Dans  ce  sens  , 
une  corde  attachée  par  une  de  ses  extrémités  à  un  mobile  , 
et  tirée  suivant  sa  longueur ,  par  une  force  appliquée  à  son 
autre  extrémité,  ne  peut  êtrç considérée  comme  une  machine, 
puisqu'elle  ne  change  en  rien  l'action  de  cette  force  sur  le 
mobile  (n*'  28)  ;  mais  si  la  corde  JBC  (fig.  70)  est  attachée  à 
un  corps  par  son  extrémité  ^,  et  à  un  point  fixe,  par  son 
extrémité  C  ;  et  qu'en  même  tems  une  force  donnée  P,  soit  ap- 
pliquée au  point  B  de  cette  corde,  suivant  une  direction  5Z>, 
aussi  donnée  ,  cette  force  agira  alors  sur  le  point  A  ^  qui  sô 
trouve  hors  de  sa  direction  ,  suivant  la  direction  AB ,  avec 
une  intensité  différente  de  la  sienne,  et  quelquefois  beaucoup 
plus  grande  3  donc,  au  moyen  du  point  fixe  C,  la  corde  ABC 
devient  une  véritable  machine. 

Pour  connaître  dans  ce  cas  la  force  qui  agit  suivant  AB 
sur  le  corps  auquel  la  corde  est  attachée  ^n  A ,  je  prolonge 
les  droites  CB  et  AB  ,  puis  je  décompose  la  force  P  suivant 
leurs  prolongemens  BC  et  BA'  :  la  composante  dirigée  sui- 
vant ^C,  est  déti-uite  par  la  résistance  du  point  C,  qui  se 
trouve  sur  sa  direction  ;  l'autre ,  qui  agit  suivant  BA'  et  qu'on 
peut  transporter  au  point  A  de  sa  direction  ,  est  la  force  de- 
mandée. Or,  en  appelant  P'  cette  force  ,  et  la  comparant  à  la 
résultante  P,  on  aura 

P'  \  P:\  sin .  CBD  l  sin .  CBA'  ; 

d'où  Ton  conclut 

^         P  sin  .  CBD 


sin 


CBA     ' 


en  observant   que   CBA'— CBA,    et  sin.  CBD~sm. CBD, 
parce  que  les  angles  CBD  et  ABD  sont  supplémens. 

Lorr^que  la  corde  ABC  sera  peu  infléchie  au  point  ^,  c'est- 
à-dire,  lorsque  l'angle  ^5C  sera  très-peu  différent  de  deux 
droits ,  son  sinus  sera  très-petit ,  et  la  force  P\  très-grande 
par  rapport  à  la  force  P.  Si  les   deux  extrémités  de  cette 
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«orde  étaient  attachées  à  des  points  fixes,  les  deux  com- 
posantes de  la  force  P  exprimeraient  les  pre>.'-ions  que  ces 
points  éprouvent,  ou  les  tension-  des  cordons  B /4  et  BC  qui 
y  aboutissent.  Ces  deux  tensions  devraient  être  egdies,  et  l'angle 
ABC^  coupé  en  deux  parties  égales  par  la  diiection  de  la 
force  P,  si  cette  force  était  appliquée  à  un  anneau  mobile  qui 
pût  glisser  le  long  du  cordon  ABC. 

D'après  tous  les  détails  où  nous  sommes  entrés  dans  le  sixième 
chapitre  du  premier  livre,  sur  les  conditions  d'équilibre  du  po- 
lyg'^ne  funiculaire,  sur  sa  construction  et  sur  le  calcul  des 
tensions  de  ses  différées  côtés,  il  ne  nous  reste  rien  à  aiouter  à 
îa  théorie  élémentaire  de  l'tquilibîe  des  forces  qui  agissent 
par  l'intermédiaire  de  cordes  inextensibles  et  parfaitement 
flexibles,  ou  qu'on  regarde  comme  telles. 

Du  Levier. 

Une  barre  inflexible  BAC,  droite  ou  courbe  (fîg.  71  et  72) 
retenue  par  un  point  fixe  A  ^  forme  ce  qu'on  appelle  un  levier. 
Le  point  fixe  se  nomme  le  point  d'appui.  Si  le  levier  est  droit 
et  que  les  forces  qui  lui  sont  appliquées  soient  parallèles,  les 
parties  comprises  entre  le  point  d'appui  et  le  point  d'appli- 
cation de?  forces  ,  se  nomment  les  bras  de  levier  de  ces  forces. 
Dans  le  levier  en  particulier ,  et  généralement  dans  toute 
espèce  de  machine  où  l'on  a  pour  objet  de  tenir  en  équilibre 
ou  de  mouvoir  une  certaine  force  au  moyen  d'une  autre  on 
appelle  résistance  y  la  force  qu'il  faut  équilibrer  ou  mou- 
voir, et  puissance  la  force  dont  on  dispose  pour  cet  objet. 

Nous  considérerons  d'abord  le  levier  droit  (fig.  71);  nous  dési- 
gnerons la  puissance  par  P ,  la  résistance  par  Ç,  et  nous  suppose- 
rons la  première  appliquée  au  point  B ,  et  la  seconde  ,  au  point 
C,  suivant  les  directions  parallèles  iS^"  et  CF.  De  cette  ma- 
nière, AB  sera  le  bras  de  Ic^er  de  la  puissance,  et  AC, 
celui  de  la  résistance:  or,  pour  l'équilibre  de  ces  deux  forces 
-il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  leur  résultante  vienne  pas>er  par 
le  point  d'appui  -^;  mais  la  résultaate  de  ces  forces  parallèle* 
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cœpe  la  droke  qm  yomt  leurs  pcnts  d'appticaliatt ,  cm  parties 
récqpcpiÇKerai&ai:  pDB|>Qitinii»f  1 1  es  sl  ces  i£>itxs^  la  àronte  BC 
doiedbac  être  jtatts^re  àe  cette  maidere  ara  paiiit  >^ ,  de  sort« 
Ê/mom^  ait  la  pcoportiom 

P;  qwACiBA, 

^■i  1W1  ■itOBtre  qas  dans  Je  cas  de  requilibre ,  la  puissarnss 
-tt  im  téMÉÊamce  sont  en  rmam  im^erse  de  iejir  bras  de 
levier. 

L*a  m  z^  -:  -t  «ppoite  le  pcnt  ^appm ,  et  à  laqQelle  il  doit 
étrec::^  :^  .  .ter,  estezpfMKeparlarésateaats  des  deux 
f  :rcr:î  i^  fc€  Q  ;  :  -  '  3r«;e  est  donc  égale  à  la  somme  P-f-  Q , 
c: t  ^ ^nscHt  dsBS le ■Kœ <ens ,  comme 

k    .  ;         -îtraire ,  elle  est  éç^e  à  l'excès  de 

1^  ,  ,  :  -  ;  _  ii-:e  ,  lonqne  les  forces  P  et  ^  ^ont 

d.    ;:t  -  i-re  roae  de  Tautre;  ce  qui aocait  lien, 

pi    ^  :       r  P  ctait  appiiqBée  au  point  i5^  sniTant 

la  àn-z  :  -.  ^  £  ,  xi  i:>rce  Ç  ccmserTaBt  îoiqaEirs  sa  direc- 
tkni  C/" 

11-  ^^;  f  â  la  pOfStioa  da  point  d'appui ,  par  r^îport 

ai.  iîioa  de  lapÛB^ioe  et  de  la  résistance  ^  on 

tLi*.  _L:t:  T        .      ^5  de  leriers  droits.  Le  lerier  du  premier 

-t d'appui  estplacéeatre  les  trois  points 

<i  a-/:.  -  -il  :  -  '       trî  ;  celui  du  second  ge^re,  quand  Ta 

rer  'i  .  ;■■--.  .    c  ^  oirt  d'appui  et  la  puiâ&aace  ;  enfin , 

U    -      -  cit  -_  :.  :„-ii:Le  genre  ,  lorxfoe  c'est  la  ptâsaujce  qci 

.  .       ' -tre  le   Dci^-î  d'&Doni    et  la   réilstsmce. 

La  bmlamcec^'-  .  e*t  ua  levier  du  prtmi'iT  zemze  à  bras 
é^aux,   o>Q  qui  c  '  être  tels  ,  pour  qce  cet  initrument  «oit 

exact.  PoHT  t'ai^ixer  es  i'exacîîîiide  d'une  l^laace,  il  n'y  a  qu'à 
Toir  â  deux  poids  ^pâ  se  faut  équîfibre  ,  en  ]e&  plaçact  dani  ses 
piateatttx,  coiitbmeiit  eocore  de  se  faire  équiHbre,  lorsqu'on  fart 
pti^«er  cnaque  poids  d'un  plateaa datas  l'autre  :  la  balance  n'est 
pdiat  exacte^  fi  l'équilibre  c'a  pas  lieu  dax»  ces  deux  cas  ;  mais 
Awil  WMJnKT,  nnpriTt  eaccre  s'en  senir^  pottr  peser  les  corps  par 

mu 
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fch  moyen  fort  simple,  qui  rend  la  pe^fcs?  indépendante  de  l'exac- 
titude de  la  balance.  Pour  expliquer  cet  artifice  ,  jappelie  A 
et  B  les  deux  plateaux  ;  je  suppose  qu'on  place  dans  le  pla- 
teau A  ,  un  corps  dont  le  poids  est  inconnu  ;  soit  .Y  ce  poids  ; 
plaçons  dans  le  plateau  B  un  poids  P  qui  fasse  équilibre  au 
poids  X;  on  ne  pourra  pas  conclure  P=Ar,  sans  être  cer- 
tain de  l'exactitude  de  la  balance  ;  mais  si  l'on  retire  du  pla- 
teau A  le  corps  qu'on  veut  peser ,  et  qu'on  le  remplace  par  ua 
poids  P'  qui  fasie  équilibre  au  poids  P ,  resté  dans  le  plateau 
B^  on  aura  rigoureusement  Xr=zP'  -^  car  les  deux  poids  JV  et  jP', 
faisant  équilibre  dans  les  mêmes  circonstances  à  un  même  poids 
P,  doivent  être  égaux  entre  eux,  quoique ,  ni  le  poids  P',  ni  le 
poids  X  ,  ne  soit  égal  au  poids  P. 

Lorsque  le  levier  n'est  pas  droit  (Gg.  72) ,  la  condition  d'équi- 
libre des  forces  qui  lui  sont  appliquées  consiste  toujours  en 
ce  que  leur  résultante  doit  venir  passer  par  le  point  d'appui. 
Supposant  donc  la  force  P,  appliquée  au  point  ^5  suivant  la 
direction  BE,  et  la  force  ^  au  point  Csuivantla  direction, CF^ 
dans  le  même  plan  que  la  première,  il  faudra  que  le  point-/  de 
trouve  sur  la  direction  de  leur  résultante  ;  par  conséquent  en 
abaissant  du  point  ^1^  sur  les  droites  BR  et  CFy  ô^i^i  perpeji^ir 
culaires^:f<î>  et  Ac ,  on  aura 

P\<:>\\Ac\Ah^ 

où  l'on  voit  que  dans  l'équilibre  d'un  levier  queîconqiie ,  i^î 
puissance  et  la  rejiistance  sont  en  raison  inverse  des  perpgn-^ 
dicuLiircs  abaissées  du  point  d'appui  siir  leurs  directions.  La 
charge  du  point  d'appui  est  exprimée  par  la  jcésultaiite  de  ces 
deux  forces.  .%      rr  ..        ,r 

(Quelle  que  soit  ^  forme  du  levier,  on  peut  toujours  le  rem- 
placer mentalement  par  un  levier  coudé  hAc,  formé  p^  les 
deux  perpendiculaires  abaissées  du  point  d'appui  sur  les  direc- 
tions des  forces  ;  en  prenant  les  points  /'  et  c,  où  ces  perpen- 
diculaires viennent  tomber ,  pour  les  points  d'application  des 
forces  ,  les  bras  de  levier  seront  ces  perpendiculaires  eïles- 
mèmes,  et  l'on  pourra  toujours  dite  qvie  les  4,^ux  forces  qui 

i,  5i 


4^2  '  ADDITIONS  < 

se  foût    équilibre,    sont    réciproquement   proportionnelles   à 

}«urs  bras  de  levier. 

11  était  bon  de  développer  le  cas  particulier  d'un  levier  sol- 
licité par  deux  forces  seulement ,  parce  que  c'est  le  cas  qui  se 
présente  le  plus  souvent  dans  la  pratique.  Quant  à  Téquilibre 
d'un  levier  sollicité  par  trois  ou  un  plus  grand  nombre  de  forces,; 
je  renvoie  au  n*  5/  ,  où  j'ai  donné  la  condition  générale  dé 
cet  équilibre,  telle  qu'on  l'énonce  ordinairement.  On  peut, 
si  l'on  veut ,  comprendre  parmi  ces  forces  le  poids  même  du 
levier ,  qu'on  regardera  comme  une  force  verticale  appliquée 
à  ^on  centre  de  gravité. 

De  la  Poulie  et  des  Moines, 

La  poulie  est  une  roue  circulaire  BHCG  (fig.  jZ) ,  creusée 
en  gorge  sur  sa  circonférence  ,  et  traversée  à  son  centre  A 
par  xm  axe  autour  duquel  elle  peut  tourner  dans  une  chape  / 
^/^.  Ce  mouvement  est  le  seul  qu'elle  puisse  prendre,  quand 
î'axé  est  retenu  fixement;  alors  cette  machine  s'appelle  une 
poulie  fixe;  c'est  au  contraire  une  poulie  mobile ,  quand  Taxé 
est  libre  et  que  la  poulie  n'est  retenue  par  aucun  autre  point. 
Occupons-nous  d'abord  de  la  poulie  fixe. 

Supposons  qu'une  corde  parfaitement  flexible  EBHCF  soit 
passée  dans  la  gorge  de  la  poulie ,  et  embrasse  un  arc  BHC 
de  sa  circonférence;  appliquons  aux  extrémités  £"  et  jF*de  cette 
corde,  des  forces  P  et  Ç,  qui  agiront  suivant  les  direfctions 
JBE  et  CF,  tangentes  à  la  poulie  aux  points  B  et  C;  en  fai- 
sant abstraction  du  frottement  de  la  corde  contre  la  gôrgs 
de  la  poulie  ,  il  est  évident  qu'il  faudra  pour  l'équilibre  ,  que 
l'on  ait  P=Q,  car  si  ces  forces  étaient  inégales,  la  corde 
glisserait  dans  le  sens  de  la  plus  grande.  D'ailleurs ,  on  par- 
vient aussi  à  cette  conclusion ,  en  cherchant  la  condition  né- 
cessaire pour  que  la  résultante  des  forces  P  et  O  vienne  passer  * 
par  le  point  {ixe  A\  et  en  déterminant  la  grandeur  de«  cette 
résultante  ,  on  aura  l'avantage  de  connaître  la  pression  que 
ce  point  supporte. 

Prolongeons  donc  la  tangentes  EB  et  EC,  jusqu'à  ce  qu'elles 
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se  coupent  ieri  un  point  D}  transportons  les  forces  P  et  Ç  au 
point  D ,  commun  à  leurs  directions  ;  leur  résultante  pa^ 
sera  par  ce  point  ;  mais  comme  le  centre  A  de  la  poulie 
est  le  seul  point  fixe  qui  existe  dans  la  machine,  il  faudra 
qu^elle  passe  aussi  par  le  point  ^,  pour  qu'elle  puisye  être  dé-^ 
truite  ;  cette  force  devra  donc  être  dirigée  suivant  D^  ;  or , 
la  droite  AD  coupe  en  deux  parties  égales  l'angle  EDF  âe^ 
deux  composantes  ;  donc  il  faut  que  l'on  ait  P=Q,  sans  quoi 
la  direction  de  la  résultante  ne  coïnciderait  pas  avec  la  droite 
j4D.  Cela  posé ,  si  l'on  prend  sur  les  directions  DE  et  DK 
des  parties  égales  i) 6  et  De  j  pour  représenter  les  composantes, 
et  que  l'on  achève  le  losange  Dbca  ^  la  résultante  sera  repré- 
sentée par  la  diago-nale  Da,  et  elle  exprimera  la  pressioa 
qu'éprouve  le  point  fixe  ^.  En  appelant  donc  A",  cette  pres- 
sion ,  on  aura 

x\P  :',Da:  Dhj 

inâis  les  deux  triangles  isocèles  Dba  et  BAC  sont  semblables, 
parce  que  les  angles  A  et  b  compris  entre  les  côtés  égaux  , 
sont  égaux,  comme  étant  tous  les  deux  suppléraens  d'un  même 
angle  BDC;  cela  est  évident  pour  l'angle  £>£?a ,  et  dans  le  qua- 
drilatère ABDC  j  les  deux  angles  B  et  C  étant  droits,  la 
somriie  des  demi  autres  A  et  D  doit  être  égale  à  200*,  puisqus 
la  somme  des  quatre  vaut  quatre  angles  droits  :  ainsi  iioti» 
aurons  la  proportion 

Da\Db::BClAB'j 
et   par   conséquent  , 

X:  p  ::BC:AB. 

Donc  l'ùnè  des  deux  forces  égales  appliquées  à  la  poulie  fixe 
étant  représentée  par  le  rayon  AB ,  la  pression  que  son  centre 
éprouve  est  représentée  par  la  sous-tendànte  BC  de  l'arc  BHC 
embrassé  par  la  corde.  Cette  pression  est  la  plus  grande  lors- 
que les  deux  forces  sont  parallèles  ;  la  corde  embrasse  alora 
la  demi-circonférence  de  la  poulie  ,  la  sous-tendante  devient 
lis  diamètre  ,  et  la  pression  se  trouve  double  de  l'une  des  deux 
forces  3  ou  égale  à  leur  somme,  ' 
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La  poulie  fixe  offre  le  moyen  de  changer  la  direclioiî 
d'une  force  ,  sans  augmenter  ni  diminuer  son  intensité  ;  par 
-exemple ,  que  ]a  corde  EHF  soit  attachée  à  un  mobile 
par  son  extrémité/^,  et  que  la  force  P  soit  toujours  appliquée 
à  l'autre  extrémité  £",  suivant  la  directi  >n  BF\  par  l'inter- 
médiaire de  la  poulie  fixe  BHCG^  la  force  P  agira  sur  le  mo- 
l)ile  suivant  la  direction  FC  ;  mais  TefFort  qu'elle  exercera 
Sur  ce  corps  ,  ne  sera  ni  plus  grand  ,  ni  plus  petit  que  si  elle 
était  immédiatement  appliquée  au  point  F  ^  suivant  cette 
direction  FC.  Il  n'en  est  pas  de  même  ,  comme  on  va  le  voir , 
<isns  le  cas  de  la  poulie  mobile. 

Maintenant ,  le  centre  A  (fig.  74)  ^^^  entièrement  libre  ^  la 
<;orde  EBHCF  est  attachée  par  son  extrémité  F ^  à  un 
point  fixe^  on  applique  à  l'autre  extrémité  E  ^  suivant  la  direc- 
tion BE  j  une  force  donnée  P,  et  l'on  suspend  à  l'extrémité  K 
de  la  chape  ,  au  poids  /?que  je  regarde  comme  la  résistance, 
et  qui  est  tenu  en  équilibre  par  la  puissance  P.  Dans  cet 
état  le  point  F  supporte  une  pression  dirigée  suivant  FC  ; 
«n  appliquant  à  ce  point  une  force  Q ,  égale  à  cette  pres- 
eion  ,  inconnue  et  dirigée  en  sens  contraire  ,  ou  suivant  CF, 
on  pourra  ensuite  considérer  le  point  F  comme  un  point 
libre  ;  et  alors  la  condition  d'équilibre  de  la  machine  se  ré- 
duit à  ce  que  la  résultante  des  deux  forces  P  et  Q  soit  égale 
et  contraire  à  la  force  R.  Or,  pour  cela,  il  faut  d'abord  que 
cette  résultante  passe  par  le  centre  A  ,  ce  qui  exige,  comme 
on  vient  de  le  voir,  qu'on  ait  P=  Q}  il  faut,  de  plus  ,  que 
la  droite  DA ,  direction  de  la  résultante  de  P  et  Ç ,  coïncide 
avec  la  droite  AK ,  direction  de  la  force  R\  donc  cette  droite 
AK  doit  couper  en  deux  parties  «gales  ,  l'angle  EDF  des 
deux  tangentes  EB  et  FC  prolongées  ;  enfin ,  en  com- 
parant la  force  R  à  l'une  des  deux  forces  P  ou  Ç,  il  faudra^ 
d'après  ce  qu'on  vient  de  prouver  ,  qu'on  ait 

R:P::BC:AB'^ 

donc  dans  l'équilibre  de  la  poulie  mobile ,  la  puissance  est  à 
la  résistance  comme  h  rayon  de  la  poulie  est  à  la  sous^ten- 
dante  de  l'arc  embrassé  par  la  corde. 
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Le  cas  le  plus  favorable  à  la  puissance  a  lieu  quand  les 
cordons  BE  et  CF  sont  parallèles;  on  a  alors /î=  Q.P,  de 
manière  qu'une  force  donnée  P  fait  ,  dans  ce  cas  ,  équi- 
libre à  une  force  double  R.  Si  l'arc  BHC  était  le  sixième  de 
la  circonférence  ^  on  aurait  BC  =AB ,  et  la  puissance  P  serait 
égale  à  la  résistance  R  ;  si  cet  arc  devient  plus  petit  qu'un 
sixième,  îa  force  P  sera  plus  grande  que  la  force  R  ,  de  ma- 
nière que  la  machine  sera  défavorable  à  la  puissance.  Géné- 
ralement la  force  P,  dirigée  suivant  BE,  équivaudra,  au  moyen 

de,  la  poulie  BHCG,  à  une  force  P .  — -^  y  dirigée  suivant  Ku4. 

Dans  tous  les  cas  ^  la  pression  qu'éprouve  le  point  fixe  F,  ou,  ce 
qui  est  îa  même  chose,  la  tension  du  cordon  CF,  est  égale 
à  la  force  P. 

Connaissant  le  rapport  de  la  puissance  à  la  résistance  dans 
îa  poulie  mobile  et  dans  la  poulie  fixe ,  il  est  aisé  de  trouver 
ce  rapport ,  dans  une  combinaison  quelconque  de   ces  deux: 
genres  de  poulies^   Par  exemple  ,   attachons  à  l'extrémité  K 
de  la  chape  d'une  première  poulie  mobile ^ZfCG  (fig.  yô),  une 
corde  KB'H'CF' ,  quipasse  ensuite  dansla  gorge  d'une secondo 
poulie  mobile  B' & C G^  etqm  aille  se  nouer  au  point  fîxei^'^  atîa-- 
chons  de  même  à  l'extrémité  de  cette  seconde  poulie  ,  une 
corde  K'B"H"C"F'\  qui  passe  sur  une  troisième  poulie  mo- 
bile B"H"CG",  pour  aller  se  nouer  au  point  fixe  F"  -,  enfin ^ 
suspendons  à  la  chape  A'K''  de   cette  troisième    poulie ,  un 
poids /x,  et  considérons  ce  poids  comme  la  résistance    qui  est 
tenue  en  équiîibi'e  par  une  puissance  P,  appliquée  à  la  pre- 
mière poulie  suivant  la  direction  BE^  Cette  force  P,  d'après 
ce  qu'on  vient  de  voir ,  équivaut  à  une  force  dirigée  suivant 

BC 
B'K!  et    égale  à  P^~Tôy  celle-ci,  par  la  même  raison,  équi- 

f>  f>     Ti' C^ 

vaut  à  une  force  dirigée  suivant  B"K!\  et  ésale  à  P .  —77; .    ,.-.  ^ 

^  ^  AB   AB 

laquelle    est    de    même    équivalente    à    une    forc-e   égale   à. 
IW  Â'  p'  '  Â^'  *  ^t  dirigée  suivant  A  ^^';  donc  pour  ie^^ii?- 
Mbre  des  deux  forces  P  et  Ry  il  faut  qu'on,  ait 


486  ADDITIONS. 

BC   jrc   B^' 

AB  'A'B''A"B"'* 
d'où  l'on  conclutque  la  puissance  Pesta  la  résistance  7Î,  comma 
îe  produit  des  rayons  AB^  A'B\  A" B"  des  trois  poulies,  est  au 
produit  des  sous-tendantes  >5C ,  ^ô'^C^,  B"C".  Les  pressions 
des  points  fixes  F^  F' ^  F'\  ou  les  tensions  des  cordes  qui  vien- 
2ient  s'y  attacher,   sont  exprimées  par  P,  pour  le  point  F, 

BC  ,  '1-1/  r  —.    B (^      h   (^ 

par  P.-^,pour  lepomt  F,   et  enfin,  par />.__.  _^^^  pour 

le  point  F". 

Ces  résultats  peuvent  s'étendre  à  un  nombre  quelconque  de 
poulies  mobiles,   arrangées  de  la   même  manière.  Il  s'ensuit , 
comme  cas  particulier,    que  si  tous  les  cordons  qui   abou- 
tissent à   ces  poulies ,  sont   parallèles  ,  la  puissance  sera  à  la 
résistance,  comme  l'unité  est  au  nombre  2";  n  désignant  le 
nombre  des   poulies  mobiles.    Dans  la   figure  7G ,  on  a  trois 
poulies  mobiles  à  cordons  parallèles';    le  poids  R  est  suspendu 
à  la  chape  de  la  troisième  ,  le  poids  P  est  suspendu  à  la  corde 
PLMEB   qui  passa  sur  une  poulie  fixe  LME  ^  dont  l'inter- 
iîîédiaire  ne  change   rien  à  l'intensité  de  la  puissance  P  )   de 
sorte  que  cette  force  produit  le  même  eîFet  que  si  elle  agissait 
immédiatement  suivant  la  direction  BE  :  le  rapport  des  deux 
forces  PetR,  dans  le  cas  d'équilibre,  sera  donc  Fr=rP ,  2^=8 .  P; 
c'est-à-dire,  qu'au  moyen  d'une  pareille  machine  ,  un  poids 
quelconque  P  peut  tenir  en  équilibre  un  poids  R  huit  fois  aussi 
grand.  Les  pressions  que  supportent  les  points  fixes  F,  F\  F" ^ 
ou  les  tensions  des  cordes  qui  s'y  attachent ,  sont  différentes  : 
celle  du  point  F  est  égale  à  P  ;  celle  du  point  /i',  à  2P  :  celle 
du  point  F'\  à  /s^P .  Le  centre  O  de  la  poulie  fixe    éprouve 
une  pression  égale  ap   double  de  la  force  P  ;  la  somme   des 
pressions  qui  ont  lieu  sur  les  quatre  points  fixes  O^F ^F\F*\ 
^ât  e2,ale  à  9P,  ou  à  la  somme  P  +  /i  des  deux  poids  suspen- 
du? à  la  machine-,  et,  comme  on  voit ,   cette  pression  totale 
i^g  distribue  inégalement  et  d'une  manière  déterminée  ,  entre 
|çs  quatre  points  fixes  qui  sont  dans  la  machine. 

|Jn   assemblage    quelconque  de  poulies  fixes   ou  mobiles  , 
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forme  ce  qu'on  nomme,  en  général,  une  moufle.  Celle  qui 
est  représentée  dans  la  figure  76 ,  est  la  plus  avantageuse  à 
la  puissance  ,  c'est-à-dire  ,  que  c'est  en  disposant  de  cette  ma- 
nière un  nombre  donné  de  poulies,  qu'une  puissance  aussi 
donnée  fera  équilibre  aune  plus  grande  résistance.  Mais  comme 
les  machines  n'ont  pas  seulement  pour  objet  de  tenir  des 
forces  en  équilibre  au  moyen  d'autres  forces,  on  emploie 
souvent  des  moufles  disposées  d'une  autre  manière,  qu'on 
juge  plus  appropriée  à  l'usage  qu'on  en  veut  faire.  On  aura 
à  calculer ,  dans  chaque  espèce  de  moufle  ,  le  rapport  de  la 
puissance  à  la  résistance,  nécessaire  à  l'équilibre;  ce  calcul, 
d'après  ce  qui  précède  et  d'après  l'exemple  que  nous  allons 
encore  en  donner,  ne  présentera  jamais  de  grandes  difiicultés. 

La  moufle  représentée  par  la  figure  77  est  formée  de  trois 
poulies  fixes  assemblées  dans  une  chape  O/^,  et  d'un  pareil 
nombre  de  poulies  mobiles  assemblées  dans  une  autre  chape 
u4K;  une  même  corde  embrasse  toutes  ces  poulies,  en  pas- 
sant alternativement  d'une  poulie  fixe  à  une  poulie  mobile; 
toutes\es  ^£Lït\es  EB,  FC,E'B\F'C,E"B",  F"C"  de  cette 
corde,  qui  vont  d'une  poulie  à  l'autre,  sont  parallèles.  Cette  corde 
est  attachée  par  son  extrémité  F"  à  la  chape  des  poulies 
fixes,  un  poids  donné  P  est  suspendu  à  son  autre  extrémité, 
lin  poids  R  ept  pareillement  attaché  à  la  chape  des  poulies 
mobiles  ,  et  dans  ce  poids  H  ,  doit  être  compris  le  poids  des 
poulies  mobiles,  de  leur  chape  et  des  cordes  qm  les  lient 
aux  poulies  fixes  :  le  poids  P  est  regardé  comme  la  puis- 
sance ,  le  poids  i?  comme  la,  résistance,  et  l'on  demande  le 
rapport   de  ces  deux  forces  dans  le  cas  de  l'équifibre. 

Puisque  les  cordons  EB,  FC ^  etc. ,  font  parties  d'une  même 
corde,  ils  doivent  tous  éprouver  la  même  tension  dans  le  sens 
de  leur  longueur ,  car  il  e^t  impossible  qu'une  corde  soit 
inégalement  tendue  dans  ses  difi'érentes  parties.  Si  donc  on 
décompose  la  force  R ,  en  autant  de  forces  parallèles  et  égales 
qu'il  y  a  de  cordons  employés  à  soutenir  ce  poids,  c'est-à-dire  , 
en  six  forces  dirigées  suivant  les  cordons  EB ,  FC,  E'B\  F' O ^ 
^'B'\  F"C\  ces  composantes  égales  exprimeront  les  tensior^ 


488  .  ADDITIONS. 

de  ces  cordons.  Ainsi,  chacun  de  ces  six  cordons  est  tiré  danf 
le  sens  de  la  pesanteur  par  une  force  égale  à  |./?;  de  sorte 
que  le  cordon  EC  est  dans  le  même  cas  que  si  l'on  sus-' 
pendait  à  son  ejctrémité  inférieure  un  poids  égal  à  ^./?;  or, 
le'  même  cordon  est  tiré  en  sens  contraire  par  la  force  P '^ 
on  a  donc,  pour  l'équilibre,  P=i./Î,  ou/î=6.P.  Par 
conséquent,  dans  la  moufle  que  nous  considérons,  la  puis^ 
sance  P  fait  équilibre  aune  résistance  égale  k^.P.  Il  est  aisé 
de  voir  que  dans  toute  autre  moufle  disposée  de  la  même  ma-^ 
nière ,  et  ne  différant  de  celle-ci  que  par  le  nombre  des  poulies, 
] a  puissance  est  à  la  résistance ,  dans  le  cas  de  l'équilibre,  comme 
l'unité  est  au  nombre  des  cordons  qui  aboutissent  aux  pou^ 
lies  mobiles  et  qu'on  peut  regarder  comme  employés  à  sou-^ 
tenir  la  résistance. 

Du  Treuil  et  des  Roues  dentées ^ 

On  appelle  indifféremment  treuil^  tour  ou  cabestan  ,  une 
machine  représentée  par  la  ligure  78,  et  qui  consiste  en  un 
cylindre  d'un  diamètre  quelconque  ,  auquel  est  attachée  fixe- 
ment  une  roue  d'un  plus  grand  diamètre,  dont  le  centre  est 
dans  l'axe  du  cylindre,  et  le  plan,  perpendiculaire  à  cet  axe. 
Le  cylindre  est  terminé  à  ses  extrémités  par  deux  autres  cylindres 
d'un  plus  petit  diamètre  qu'on  â^^elle  les  tourillons  ;  ceux-ci 
sont  enchâssés  dans  des  appuis  fixes ,  qui  permettent  au  treuil 
de  tourner  librement  autour  de  son  axe,  et  l'empêchent  de 
prendre  aucun  autre  mouvement.  Une  corde  s'enroule  sur  le 
cylindre,  elle  y  est  fixement  attachée  par  une  de  ses  extré-^ 
mités,  et  c'est  à  son  autre  extrémité  que  la  résistance  est  appli- 
quée. Quant  à  la  puissance,  elle  agit  en  un  point  quelconque 
deia  roue,  tangentiellement  à'' sa  circonférence. 

Pour  fixer  les  idées ,  nous  supposerons  que  l'axe  AKOR 
du  treuil  est  horizontal,  et  que  la  résistance  est  un  poids  R 
suspendu  à  l'extrémité  de  la  corde  ER^  qui  se  détache  du 
cylindre  au  point  E  et  qui  lui  est  tangente  en  ce  point;  la, 
puissance  ser^une  force  P,  appliquée  au  point  ilf  de  la  rou% 
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suivant  la  tangente  MC.  Le  centre  de  la  roue  est  le  point 
O  où  son  plan  coupe  l'axe  du  cylindre  ;  la  droite  031  est 
donc  un  rayon  qui  aboutit  au  point  de  contact,  et  qui  est 
par  conséquent  perpendiculaire  à  la  tangente  MC -^  enfin  les 
appuis  fixes  qui  contiennent  les  tourillons,  sont  deux  piliers 
verticaux  ^^'  et  BB\  Gela  posé,  cherchons  le  rapport  des 
deux  forces  JP  et  jR  dans  le  cas  de  l'équilibre  ,  et  la  pression 
que  supporte  chacun  des  deux  appuis. 

Je  mène  par  le  point  E  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe 
AKOB  qui  coupe  cette  droite  au  point  K\  le  rayon  KE 
du  cylindre  sera  perpendiculaire  à  la  verticale  ER,  puisque 
cette  ligne  touche  le  treuil  au  point  E\  ce  rayon  sera  donc 
horizontal.  Par  le  point  O,  où  le  plan  de  la  roue  coupe  l'axe 
AKOB,  je  mène  un  second  rayon  OF,  du  cylindre,  pa- 
rallèle à  KE  et  dirigé  en  sens  contraire,  de  manière  que 
le  point  E  étant  en  arrière  de  Taxe ,  le  point  i^'soit  en  avant; 
le  rayon  horizontal  OF  sera  compris  dans  le  plan  de  la  roue  ; 
à  son  extrémité  jF  j'applique  deux  forces,  dirigées  en  sens 
contraires  suivant  la  verticale  GFH ,  et  que  je  prends 
Tune  et  l'autre  égales  à  la  force  R  ;  pour  distinguer  ces  forces , 
j'appellerai  R'  celle  qui  agit  suivant  FG,  et  R"  celle  qui  agit 
suivant  FH-^  et  il  faudra  se  rappeler  qu'on  a  /i"  =: /i' r=:  7i. 
L'addition  de  ces  deux  forces  égales  et  directement  contraires, 
est  permise  et  ne  change  rien  à  l'état  de  la  question  ;  maïs 
si  l'on  tire  la  droite  EF^  elle  rencontrera  Taxe  du  cylindre 
en  un  point  /?,  qui  la  partagera  en  deux  parties  égales  et 
qui  sera  aussi  le  milieu  de  OK-y  la  résultante  des  deux  forces 
il  et  K  parallèles  et  égales ,  sera  donc  équivalente  à  un 
poids  égal  à  Q.R  et  suspendu  au  point  D  ;  cette  force  sera  dé- 
truite ,  puisque  tous  les  points  de  l'axe  du  cylindre  sont  im- 
mobiles ;  par  conséquent  il  ne  restera  plus  que  les  deux  forces 
B!'  etP-  or  ,en  observant  quele  point  O  estiixe,  on  peut  con- 
sidérer les  forces  71"  et  P,  comme  appliquées  aux  extrémités 
d'un  levier  coudé  FOM ^  suivant  des  directions  FH  et  MC , 
perpendiculaires  aux  bras  de  ce  levier  ;  donc,  pour  l'équilibre  , 
il  est  nécessaire  et  il  suffit  que   ces  forces  soient  en  raison 
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inverse  de  leurs  bras  de  levier  FO  et  MOj  ainsî ,  à  cause  de 

FO=zEK  6t  de  R"=:R^  on  aura 

P:  R::  EK:  OM. 

Noirs  voyons  donc  que  dans  l'équilibre  du  treuil,  la  puis- 
sance est  a  la  résistance  comme^  lé  rayon  du  cylindre  est  à 
celui  de  la  roue. 

Quelquefois  la  puissance ,  au  lieu  d'être  appliquée  à  une 
roue  ,  agit  à  l'extrémité  d*une  manivelle  ;  mais  pourvu  que  sa 
direction  soit  toujours  perpendiculaire  au  rayon,  le  m^me  rap- 
port subsistera  entre  la  puissance  et  la  résistance ,  en  rempla- 
çant le  rayon  de  la  roue  par  celui  de  la  manivelle. 

On  doit  aussi  observer  que  si  la  corde  qui  s'enroule  sur  le 
cylindre  a  un  diamètre  sensible,  il  faudra  ,  pour  plus  d'exac- 
titude ,  regarder  la  puissance  comme  agissant  suivant  l'axe  de 
la  corde ,  et  augmenter  le  rayon  du  cylindre  d'une  quantité, 
égale  au  rayon  de  cette  corde  ,  ce  qui  diminuera  un  peu  l'avan- 
tage de  la  puissance  sur  la  résistance. 

Maintenant  pour  déterminer  les  pressions  qui  ont  lieu  aux 
deux  extrémités  ^  et  ^  de  l'axe  fixe  ADOB ,  et  qui  sont  dues 
aux  deux  forces  données  R  et  P,  j'observe  d'abord  que  la  force 
R  vient  d'être  remplacée  par  un  poids  2.R  suspendu  au  point 
D  ,  et  une  force  /î",  égale  à  i?,  agissant  au  point  F  en  sens 
contraire  de  la  pesanteur  ;  d*aiîieurs  la  résultante  des  forces 
P  et  R'*  devant  passer  par  le  point  O,  il  est  permis  de  les 
transporter  en  ce  point,  parallèlement  à  leurs  directions;  de 
sorte  qu'en  menant  par  le  point  O,  les  droites  OC  et  OH\ 
parallèles  à  MC  et  FH ,  on  peut  supposer  que  la  force  P  agit 
suivant  OC\  et  la  force  R!\  ou  /i,  suivant  OH'.  De  cette  ma- 
nière ,  au  lieu  des  deux  forces  données  P  et  /i ,  qui  étaient 
appliquées  aux  points  M  et  jP,  nous  aurons  trois  forces  2.R, 
P  et  R  appliquées  aux  deux  points  />  et  O  de  l'axe  fixe;  donc 
il  ne  s'agit  plus  que  de  décomposer  chacune  de  ces  trois  forces 
en  deux  autres,  parallèles  à  sa  direction,  et  passant  par  les 
points  A  e.\.  B\  réduisant  ensuite  en  une  seule  ,  les  trois  com-^ 
posantes  relatives  à  chacun  de  ces  points  ^  on  au^a  en  grandem* 
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et  en  direction  ,  la  pression  qu'il  supporte.  Cette  pression  sera 
verticale  pour  l'un  et  l'autre  point ,  si  la  force  donnée  P  est 
un  poids  ;  dans  ce  cas  ,  la  droite  MC  et  sa  parallèle  OC  seront 
verticales  ;  les  deux  forces  i?  et  P  ,  appliquées  au  point  O,  se 
réduiront  à  une  seule  force  R — P,  dirigée  suivant  OH^j  et  la 
pression  en  chacun  des  deux  points  A  et  B ,  sera  égale  à  la 
composante  de  la  force  2R ,  moins  la  composante  de  la  force 
R—'P,  relative  à  ce  point.  Je  vais  achever  le  calcul  des  pres- 
sions dans  cette  hypothèse. 

Soit  a  la  longueur  AB  du  cylindre  ;  Z>  la  distance  OB  du 
centre  de  la  roue  au  point  B  -^  x  la.  distance  KB  du  point 
d'application  de  la  résistance  R  au  même  pointa,  laquelle 
distanc«  peut  varier  pour  un  même  treuil  ;  nous  aurons 
KOz=x^b,  OD  =  \,x~^\b\  BD=zlx.  +  ib,et 
yiD  =  a — {x — \b.  Appelons,  pour  un  moment,  U  et  /^, 
l€S  composantes  de  la  force  2/1 ,  parallèles  à  sa  direction  , 
et  passant,  la  première ,  par  le  point  A ^  et  la  seconde  pai> 
îe  point  B^  nous  aurons   (n°32), 

U:^R\\DB\JB, 

V\Q,R\\DA\AB'^ 

çî'où  Ton  tire,  en  mettant  pour  DB  et  DA^  leurs  valeurs, 

jj Rib-^x)  ^ R{p.a — b — a:) 

a  a 

de  même  V  et  V  étant  les  composantes  de  la  force  R — jP, 
appliquées  aux  mêmes  points  A  tt  B  ^  on  aura 

Jj-  ^  (fl  -  P)b  ^,,_(,R  —  P)ia  —  b) 

a  '  a  .' 

donc  en  désignant  par  X  et  F  les  pressions  verticales  qu'é- 
prouvent les  appuis  fixes  A  A'  et  BB\  nous  aurons  d'abord 
X~U—  U'  et  Y—F—V'\  mettant  pour  U,  L\  V, 
y ^  leurs  valeurs,  et  réduisant,  il  vient 

^  _  /?x  4-  Pb  ^, _R(a  —  x)  -{-  Pija  —  b) 

a        ■  a 
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Si  l'on  veut  avoir  égard  aux  pressions  dues  aux  poids  du 
cylindre  et  de  la  roue  ,  il  faudra  considérer  le  poids  du  cy- 
lindre comme  une  force  verticale  appliquée  au  milieu  de  la 
droite  AB,  centre  de  gravité  de  ce  corps,  et  le  poids  de 
la  roue  ,  comme  une  force  verticale  appliquée  au  point  O. 
Appelant  donc  P^  et  P"  ces  deux  poids,  et  décomposant 
chacune  de  ces  forces  en  deux  autres,  appliquées  aux  jpoints 
A  et  B,  on  trouvera  que  la  valeur  de  X  doit  être  augmentée 

de  i.P'  -f  — -,  et  celle  de  Y,  de  >-.P'  +  ^IÇfLZlA^^  par 

conséquent  les  valeurs  complètes   de  X  et  Y,  seront 
^^nx  +  {P  +  P")b        ,   ^, 

a  "Ta'. 

y_R{.a-x-)  +  {P  +  P")(a-h^       .    ^, 

On  peut  augmenter  autant  qu'on  voudra  l'avantage  de  la 
puissance  sur  la  résistance  dans  le  treuil ,  en  faisant  croître 
le  rayon  de  la  roue  sans  toucher  à  celui  du  cylindre.  On 
produira  encore  le  même  effet  en  employant  deux  ou  un  plus 
grand  nombre  de  treuils,  liés  entre  eux  par  des  cordes  qui 
aillent  de  la  roue  de  l'un  au  cylindre  de  l'autre.  Dans  ce  cas,  la 
puissance  sera  à  la  résistance  qu'elle  tient  en  équilibre,  comme 
le  produit  des  rayons  de  tous  les  cylindres  est  au  produit  des 
rayons  de  toutes  les  roues.  Supposons ,  par  exemple  ,  que  la 
corde  il/C({ig.  79),  tangente  en  M  à  la  roue  d'un  premier  treuil, 
va  s'enrouler  sur  le  cylindre  d'un  second  treuil  dont  l'axa 
est  parallèle  à  celui  du  premier  ;  qu'à  la  roue  de  ce  second 
treuil  est  attachée  une  corde  M* C\  qui  la  touche  au  point 
M\  et  qui  va  ensuite  s'enrouler  sur  le  cylindre  d'un  troisième 
treuil  dont  l'axe  est  aussi  parallèle  aux  axes  des  deux  pre- 
miers j  enfin,  qu'une  force  donnée  P  est  appliquée  à  la  roue 
du  troisième  treuil,  suivant  la  droite  M"C\  tangente  à  la 
circonférence,  et  qu'un  poids  K  est  suspendu  à  une  corde 
enroulée  sur  le  cylindre  du  premier  treuil  :  je  dis  que  pour 
l'équilibre  de  ces  deux  forces,   on  aura 

P\R\\  KEJ<!C.K"a  :  OM.O'M.O"M"'^ 
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OM,  O'M,  0"M",  étant  les  rayons  des  trois  roues,  et  KE, 
K'C  ^  K"C,   ceux  des  trois  cylindrée. 

En  effet,  la  force  JP  appliquée  au  troisième  treuil ,  ferait 
équilibre  à  une  force  P\  appliquée  au  point  C  du  cylindre 
suivant  la  direction  C  M' y  et  déterminée  par  cette  proportion 

p  :P'  \:  K"C  :0"M"-^ 

la  force  P  est  donc  équivalente  à  une  force  égale  et  con- 
traire à  P\  et  qu'on  peut  regarder  comme  agissant  au  point 
M'  suivant  la  direction  M' C.  Par  la  même  raison  cette  force 
P'  est  équivalente  à  une  force  P" ^  agissant  au  point  M,  diri- 
gée suivant  la  droite  MC  ^  et  déterminée  en  grandeur  par 
cette  proportion 

P'  :  P"  \\KC\  O'M'; 

mais  pour  l'équilibre  des  deux  forces  P"  et  /?,  appliquées  à 
la  roue   et  au  cylindre  d'un  même  treuil,  il  faut  qu'on  ait 

P"  :  R  ::KE:  OM-, 

or,  en  multipliant  ces  trois  proportions  terme  à  terme,  il  en  ré- 
sultera le  rapport  que  nous  avons  annoncé  entre  la  puissance 
P  et  la  résistance  R. 

Les  forces  intermédiaires  P^  et  P"  expriment  les  tensions 
des  cordes  CM^  et  CM  qui  lient  le  second  treuil  au  troisième 
et  au  premier.  Les  pressions  que  supportent  les  appuis  de 
chaque  treuil ,  sont  dues  à  son  poids  ,  aux  forces  qui  lui  sont 
directement  appliquées,  et  aux  tensions  des  cordes  qui  rat- 
tachent aux  autres  treuils.  Ainsi  ,  relativement  au  premier 
treuil ,  les  pressions  sont  dues  à  son  poids,  au  poids  /i,  et  à 
la  force  P'  dirigée  suivant  MC ^  du  point  M  vers  le  point  C  ; 
par  rapport  au  second  treuil ,  elks  sont  produites  par  son 
poids ,  la  force  P^  agissant  suivant  CM ,  du  point  C  vers  le 
point  M  y  et  la  force  P"  dirigée  suivant  M^C  ;  enfin  ,  les  pres- 
sions qui  ont  lieu  sur  les  appuis  du  troisième  treuil  , .  sont 
dues  aux  poids  du  cylindre  et  de  la  roue  de  ce  treuil ,  à  la 
force  P"  agissant  suivant  CM',  de  C  vers  M'y  et  à  la  puissance 
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P  dirigée  suivant  M" C".  Connaissant  les  forces  quî  produisent 
les  charges  des  appuis  dans  chaque  treuil ,  on  les  déterminera 
par  le  moyen  que  nous  venons  d'indiquer ,  en  considérant  le 
treuil  représenté  par  la  figure  78. 

Au  lieu  d'employer  des  cordes  pour  lier  entre  eux  plusieurs^ 
treuils  que  l'on  veut  réunir,  on  fait  souvent  usage  d'un  autre 
moyen  qui  ne  change  rien  au  rapport  de  la  puissance  à  la  ré- 
sistance. On  pratique  à  la  circonférence  de  chaque  roue  ,  des 
dents  saillantes  également  espacées  ,  et  à  la  surface  de  chaque 
cylindre  ,  des  rainures  creuses  espacées  de  la  même  manière  ; 
on  rapproche  ensuite  ,  et  on  dispose  les  treuils  de  telle  ma- 
nière que  les  dents  des  roues  engrènent  dans  les  rainures  des 
cylindres,  et  qu'en  faisant  tourner  l'un  des  treuils  sur  son 
axe ,  tous  les  autres  soient  en  même  tems  mis  en  mouvement 
par  cet  engrenage  ;  les  roues  se  nomment  alors  des  roues  den-^ 
téeSf  et  les  cylindres,  des  pignons. 

Les  figures  80  et  81  représentent  deux  systèmes  de  roueî 
dentées ,  dont  chacune  est  composée  de  trois  roues  et  d'au- 
tant de  pignons.  Dans  la  première  figure  ,  les  axes  des  trois 
pignons  sont  parallèles;  dans  la  seconde,  l'axe  du  second 
pignon  est  perpendiculaire  aux  axes  des  deux  autres*,  le  plan 
de  chaque  roue  est  toujours  perpendiculaire  à  l'axe  de  son 
pignon.  La  direction  des  axes  les  uns  par  rapport  aux  autres  , 
dépend  de  la  disposition  qu'on  donne  aux  dents  des  roues  : 
dans  la  figure  80,  ces  dents  sont  les  prolongemens  des  rayons 
des  roues  ,  et  dans  la  figure  81  ,  elles  sont  perpendiculaires  à 
ces  rayons.  Mais  quels  que  soient  le  nombre  des  roues  etladis- 
position  des  axes,  il  faudra  toujours  considérer  un  système  de 
roues  dentées,  comme  un  assemblage  de  treuils»  et  en  con- 
clure que,  dans  une  machine  de  cette  espèce,  la  puissance 
est  à  la  résistance ,  comme  le  produit  des  rayons  des  pignons  esÈ 
le  produit  des  rayons  des  roues. 

Le  cric  est  encore  une  machine  qui  se  rapporte  au  treuil 
et  qui  n'en  diffère  pas  essentiellement.  Il  consiste  en  une  barre 
jiB  (lig-  82)  1  garnie  de  deïits  à  l'une  de  ses  faces  et  mobile 
dans  le  sens  de  sa  longueur;   les  dents  de  cette  barre  engrè- 


ADDITIONS.  495 

Tient  avec  celles  d'un  pignon  E ,  que  l'on  fait  tourner  sur 
son  axe,  au  moyen  d'une  manivelle  OJ/;  les  dents  du  pi- 
gnon entraînent  celles  de  la  barre  et  font  monter  un  poids 
posé  sur  la  tête  A  de  cette  barre,  ou  suspendu  à  son  extré- 
mité inférieure  B  :  ce  poids  est  la  résistance  •  la  puissance 
est  appliquée  à  l'extrémité  M  de  la  manivelle  ,  et  en  supposant 
sa  direction  MC  tangente  à  la  circonférence  que  décrit  cette 
extrémité,  il  faut,  pour  l'équilibre,  que  la  puissance  soit  à  la 
résistance  comme  le  rayon  du  pignon  est  au  rayon  de  la 
manivelle. 

Du  Plan  incliné  et  de  la  P^is. 

On  emploie  ordinairement  le  plan  incliné  à  tenir  en  équi- 
libre un  corps  pesant ,  au  moyen  d'une  force  dont  la  direc- 
tion n'est  pas  verticale.  Nous  avons  considéré  cet  équilibre 
{n°*  97  et  38)  d'une  manière  directe  et  élémentaire  ,  qui  ne 
nous  laisse  rien  à  ajouter  maintenant.  Nous  avons  vu  qu'il 
faut  d'abord  que  la  direction  de  la  force  connue  soit  comprise 
dans  le  plan  vertical  mené  parle  centre  de  gravité  du  corps  ; 
îa  droite  KE  (fig.  23)  étant  cette  direction,  et  K  le  point 
où  elle  coupe  la  verticale  KF^  menée  par  le  centre  de  gra- 
vité, il  faut  en  outre  que  la  perpendcuilaire  A'Z>  abaissée  du 
point  K  sur  le  plan  incliné  ,  tombe  en  dedans  de  la  base  du 
corps ^  cela  étant,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  pour  l'équi- 
libre que  la  résultante  du  poids  du  corps  et  de  la  force 
donnée ,  soit  dirigée  suivant  la  perpendiculaire  KD  :  cette 
résultante,  ainsi  dirigée ,  sera  détruite  par  la  résistance  du  plan 
qu'on  suppose  fixe,  et  elle  exprimera  la  pression  qu'il  éprouve. 
De  cette  dernière  condition  on  conclut  qu'en  appelant  P , 
îa  résistance  ou  le  poids  du  corps  dirigé  suivant  la  verticale 
KF^  et  Q ,  la  force  qui  agit  suivant  KK ,  on  aura 

Ç)\P\\%m.FKD  :  sm.EKD  ; 

proportion  qu'on  change  facilement  en  celle-ci  : 
Q  :  P::BC:JB,sm.EKD; 
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AB  étant  la   longueur,  et  BC  ^  la  hauteur  du  plaa  iaclirïé" 

Cette  proportion  renferme  le  rapport  de  la  puissance  Q  à 
la  résistance  P,  dans  l'équilibre  du  plan  incliné.  Si  la  puis- 
sance est  parallèle  à  la  longueur  du  plan,  la  droite  DK 
est  à-la-fois  perpendiculaire  à  AB  et  à  KE-^  on  aura  dond 
én.EKD^=zi,  et 

Q\P\\BC:AB', 

la  puissance  est  alors  plus  petite  que  la  résistance ,  et  c'est  le 
cas  qui  lui  est  le  plus  favorable.  Si  la  force  Q  est  parallèle 
à  la  base  AC  du  plan  incliné ,  l'angle  EKD  sera  complément 
de  l'angle  BAC  et  égal  à  l'angle  ABC  ^  on  aura  donc 

s\n.EKD~àn,ABC=~^', 

AB 

et  par  conséquent 

Q:  P::BC:AC; 

donc,  dans  ce  cas ,  la  puissance  est  à  la  résistance  comme  la 
hauteur  du  plan  incliné  est  à  sa  base.  La  machine  est  alors 
favorable  ou  défavorable  à  la  puissance,  selonqu'ona-5C<^y^C, 
ouBC^AC,  c'est-à-'dire  ,  selon  que  l'angle  BAC,  qui  mesure 
l'inclinaison  du  plan  ^  est  plus  petit  ou  plus  grand  que  la  moitié 
d'un  angle  droit. 

Quoique  la  vis  soit  rangée  communément  parmi  les  machines 
simples ,  elle  peut  cependant  être  considérée  comme  une 
machine  composée  qui  se  rapporte,  comme  on  va  le  voir, 
au  treuil  et  au  plan  incliné.  La  vis  est  un  cylindre  AB  (fîg.  83) 
revêtu  d'un  Jllet  saillant  CMD ,  adhérent  à  sa  surface  et 
dont  nous  expliquerons  tout-à-l'heure  la  génération.  On 
appelle  écrou  la  pièce  EF,  dans  laquelle  on  fait  entrer  la  vis;- 
une  rainure  creuse,  semblable  au  filet  CMD ,  est  pratiquée 
dans  la  concavité  de  l'écrou;  quand  la  vis  est  entrée  dans 
l'écrou  ,  cette  rainure  est  exactement  remplie  par  le  filet ,  de 
telle  sorte  que  la  vis  ne  peut  plus  prendre  d'autre  mouvement 
que  de  s'avancer  dans  le  sens  de  sa  longueur ,  en  tournant  sur 

ella- 
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dle-même.  Quelquefois  la  vis  est  fixe,  et  c'est  Técrou  qui 
s'avance  le  long  de  la  vis  ,  en  tournant  autour  de  son  axe  ; 
d'autres  fois  l'écrou  est  fixe  ,  et  la  vis  se  meut  dans  l'écrou  ^ 
mais  comme  ces  deux  cas  reviennent  au  même  pour  l'équilibre 
des  forces  appliquées  à  la  pièce  mobile,  nous  nous  bornerons 
à  considérer  le  premier.  De  plus,  pour  fixer  les  idées,  nous 
placerons  le  cylindre  fixe  AB  dans  une  position  verticale  ;  le 
poids  seul  de  l'écrou  mobile  suffira  alors  pour  le  faire  descendre 
le  long  de  la  vis,  en  faisant  toutefois  abstraction  du  frottement 
de  cet  écrou  contre  la  vis.  Nous  représenterons  par  P  la  force 
qu'on  applique  à  l'écrou  pour  le  tenir  en  équilibre ,  et  nous 
supposerons  que  cette  force  agit  à  l'extrémité  d'une  barre  EG, 
suivant  une  direction  horizontale  GH.  La  force  P  sera  la 
puissance;  le  poids  de  l'écrou  augmenté,  si  l'on  veut,  d'ua 
autre  poids,  sera  la  résistance,  que  nous  désignerons  pari?; 
€t  la  question  qu'il  s'agit  de  résoudre  consiste  à  trouver  le 
rapport  de  ces  deux  forces  R  et  P  dans  le  cas  de  l'équilibre. 
Mais  avant  de  chercher  ce  rapport ,  il  est  nécessaire  de  con- 
naître la  génération  du  filet  CMD  ,  dont  la  vis  est  enve- 
ioppée. 

Pour   cela,  prenons  un   rectangle  côcj  (fîg.  84);  divisons 
l'un  des  côtés  cd  en  un  nombre  quelconque  de   parties  égales 

ce',  ce" ,  et  par  les  points  de  division  c\c" ,  . . . ,  menons  des 

parallèles  à  la  base ,  qui  partageront  aussi  le  côté  ba  en  parties 

égales  bb' ,  b'b" ;  menons  ensuite  les  droites  transversales 

cb\c'b\cb"' ,  qui  seront  aussi  parallèles  et  égales  entre 

elles;  cela  fait,  enveloppons  ce  rectangle  sur  un  cylindre  droit 
cdef  de  même  hauteur  que  le  rectangle  ,  et  tel  que  la  circon- 
férence de  sa  base  soit  égale  en  longueur  à  la  ba^e  tb  de  ce 
rectangle.  La  surface  du  rectangle  recouvrira  exactement 
celle  du  cylindre,  de  manière  que  le  côté  ab  viendra  re- 
joindre le   côté  dc\  les  points   b\b" ,  tomberont  sur  les 

points  cV.  . .  .  . ,  et  les  droites  cb\  cb" ,  formeront  une 

courbe  continue  sur  la  surface  du  cylindre.  On  nomme  la 
courbe  ainsi  formée  ,  une  hélics;  la  partie  de  cette  courbe  qui 
va  d'un  point  à  un  autre  de  la  droite  cd,  par  exemple,  la 
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portion  c'"mc^''y  s'appelle  une  spire  ;  l'intervalle  c'^c^^  compris 
entre  les  deux  extrémités  d'une  même  spire ,  forme  ce  qu'on 
nomme  le^a^  de  l'hélice.  Toutes  les  spires  d'une  même  hélice 
sont  égales  en  longueur ,  et  le  pas  de  l'hélice  se  trouve  par- 
tout le  même.  Si  l'on  mène  par  le  point  quelconque  m  ,  un 
plan  qui  touche  la  surface  du  cylindre  suivant  la  droite  pm^ , 
parallèle  à  son  axe  ou  perpendiculaire  à  sa  base ,  et  que  l'on 
développe  cette  surface  sur  ce  plan ,  les  spires  de  l'hélice  se 
changeront  en  une  suite  de  droites  parallèles,  qui  couperont  la 
droite  pmq ,  sous  un  angle  égal  à  celui  que  les  lignes  trans- 
versales cb\  cb" . . .  ,  font  avec  la  droite  cd -^  ces  parallèles  tra- 
cées dans  le  plan  tangent ,  représenteront  les  tangentes  à 
i'hélice  aux  différens  points  de  la  droite  pmq  ;  d'où  il  résulte 
que  pour  mener  une  tangente  à  cette  courbe,  au  point  quel- 
conque m,  il  faut  construire  dans  le  plan  qui  touche  le  cy- 
lindre en  ce  peint,  un  triangle  rectangle  hln,  dont  la  hauteur 
hii  soit  parallèle  à  la  droite  pmq  et  égale  au  pas  de  l'hélice  , 
dont  la  base  In  soit  égale  au  contour  du  cylindre  ou  à  la 
droite  cb  ,  et  enfin  dont  l'hypothénuse  hl  passe  par  le  point  m  : 
cette  hypothénuse  sera  la  tangente  demandée. 

Cela  posé ,  menons  un  plan  quelconque  par  l'axe  de  la  vis 
(fig.  83);  ce  plan  coupera  le  filet  CMD  suivant  une  certaine 
section-,  supposons  que  cette  section  se  meuve  de  manière 
que  son  plan  passe  constamment  par  l'axe,  et  qu'en  même 
tems  tous  ses  points  décrivent  des  hélices  semblables  autour 
de  cet  axe  5  elle  engendrera,  parce  mouvement,  le  filet  CMD 
qui  enveloppe  le  cylindre.  La  section  génératrice  est  le  plus 
souvent  un  triangle;  elle  est  quelquefois  un  rectangle;  et  Ton 
pourrait  lui  supposer  indifféremment  toute  autre  figure.  Les 
hélices  décrites  par  les  diîférens  points  de  cette  section,  ont 
toutes  le  même  pas  ;  on  le  nomme  le  pas  de  la  vis  ;  et  il  est 
d'autant  plus  petit ,  que  pour  une  même  longueur  du  cylindre, 
ie  filet  CMD  fait  un  plus  grand  nombre  de  circonvolutions. 

Maintenant  il  nous  sera  aisé  de  trouver  la  condition  d'équi- 
libre des  deux  forces  P  et  R,  appliquées  à  l'écrou  mobile. 
Supposons  d'abord  que  l'écrou  ne  pose  sur  la  vis  que  par  un 
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seul  point  du  filet  CMD  ,  et  regardons  ce  point  de  contact 
comme  chargé  de  tout  le  poids  R  de  Técrou  ;  soit  cmd  (fig.  85) 
l'hélice  appartenante  au  filet ,  et  passant  par  le  point  de  con- 
tact ,  qui  sera  le  point  m.  Suspendons  à  ce  point  le  poids  R  ^ 
soient  aussi  AB  l'axe  vertical  du  cylindre ,  et  G  l'extrémité 
de  la  barre  à  laquelle  est  appliquée  la  puissance  P ,  suivant 
la  direction  GH-y  abaissons  des  points  met  G,  sur  l'axe ^^, 
des  perpendiculaires  mk  et  GO  ;  la  direction  GH  a  déjà  été 
supposée  Horizontale  •  supposons  de  plus  qu'elle  soit  perpendi- 
culaire à  GO.  Enfin,  construisons  la  tangente  hml  à  l'hélice 
au  point  m,  laquelle  tangente  est  l'hypothénuse  d'un  triangle 
dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  la  droite  km ,  et  dont  les 
deux  autres  côtés,  hn  et  ni  y  sont  égaux  au  pas  de  l'hélice 
et  à  la  circonférence  qui  a  pour  rayon  mk. 

La  force  P  dirigée  suivant  GH ,  équivaut  à  une  force  P^, 
qui  agirait  au  point  m,  suivant  une  droite  horizontale  mH^  ^ 
comprise  dans  le  plan  Jvil ,  et  dont  la  grandeur  serait  dé-« 
terminée  par  cette  proportion  : 

P  :  P'::km:  OG; 

car  en  considérant  j4B  comme  Taxe  d'un  treuil  ,  et  km  et 
OG  comme  les  rayons  du  cylindre  et  de  la  roue,  la  force  P 
ferait  équilibre  à  une  force  égale  à  la  force  P\  et  qui  lui  serait 
directement  contraire  ,  ou  qui  agirait  dans  le  sens  m,H"  ;  donc 
la  force  P  est  équivalente  à  la  force  P\  et  peut  être  remplacée 
par  elle.  De  cette  manière,  le  poids  R  suspendu  au  point  m , 
est  tenu  en  équilibre  par  la  force  P'  appliquée  au  même  point;. 
il  faut  donc  que  cette  force  empêche  le  point  m  de  glisser  le 
long  de  l'hélice  cmd,  ou ,  ce  qui  est  la  même  chose ,  dans  le 
premier  moment,  sur  sa  tangente  hml-^  par  conséquent ,  le  poids 
R  est  dans  le  même  cas  que  s'il  était  posé  sur  un  plan  incliné  y, 
dont  hl^  hn  et  ni  seraient  la  longueur,  la  hauteur  et  la  base , 
et  qu'il  fût  retenu  sur  ce  plan  par  la  force  P'  parallèle  à  sa 
base;  or,  d'après  ce  qu'on  a  vu  plus  haut,  on  aura  pouï 
l'équilibre  des  forces  R  et  P\ 

F  \  R:\hn\Uu 
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Afin  d'éliminer  P'  entre  cette  proportion  et  îa  précédente  , 
j'observe  que  les  circonférences  sont  entre  elles  comme  les 
rayons  ,  et  qu'on  a  ni  —  cire,  km ,  de  sorte  que  la  proportion 
qui  donne  le  rapport  de  i^'  à  P  peut  s'écrire  ainsi  : 

P  :P'::  72/ :  cire,  OG; 

donc  en  multipliant  terme  à  terme  cette  proportion  et  la 
précédente ,  nous  aurons 

P  :  Ry.hn  IchcOG; 

ce  qui  nous  apprend  que  dans  l'équilibre  de  la  vis ,  la  puissance 
P  est  à  la  résistance  R ,  comme  le  pas  de  la  vis  est  à  la  cir- 
conférence du  cercle  que  la  puissance  tend  à  faire  décrire  à 
son  point  d'application. 

Ainsi  l'avantage  de  la  puissance  sur  la  résistance  est  d'autant 
plus  grand,  que  la  puissance  agit  à  une  plus  grande  distance 
de  l'axe ,  et  que  le  pas  de  la  vis  est  plus  petit ,  ou  que  le 
filet  qui  enveloppe  le  cylindre  est  plus  resserré.  A  la  vérité, 
nous  avons  supposé  ,  pour  parvenir  à  ce  résultat,  que  l'écrou 
piobile  ne  posait  que  par  un  seul  point  sur  le  filet  de  la  vis; 
mais  on  conçoit  aisément  que  le  rapport  de  la  puissance  à  la 
résistance  étant  indépendant  de  îa  position  du  point  de  con- 
tact, il  sera  encore  le  même  quand  l'écrou  touchera  la  vis  en 
plusieurs  points.  En  effet ,  le  poids  de  l'écrou  se  partagera 
d'une  manière  quelconque  entre  tous  les  points  de  contact. 
Appelons  r,  /,  r"...,,  les  parties  de  ce  poids  qui  pèseront 
sur  ces  différens  points,  et  qui,  en  somme,  reproduiront  le 
poids  R  ;  on  peut  partager  la  puissance  P  en  un  pareil  nombre 
de  parties  p ,  p\  p" , . . ,  et  supposer  que  la  force  p  est  employée 
à  tenir  en  équilibre  le  poids  r  ;  et  de  même  pour  les  autres  ; 
alors  chaque  poids  partiel  sera  à  la  force  qui  lui  fait  équi^ 
libre,  dans  le  rapport  constant  de  la  circonférence  OG  à  hni 
de  sorte  qu'on  aura 

^^-f'-T^T-'  '-P'—hT--'  '■=P-—j^-i 
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ajoutant  toutes  ces  équations ,  et  observant  que  r-j-Z+r'^...  =/?, 
p+p'+p". .  .:=zP,  il  vient 

cire,  OG 


R=:P. 


hn 


c'est-à-dire,  le  même  rapport  que  dans  le  cas  d'un  seul 
point  de  contact. 

Du  Coin^ 

Le  coin  est  un  prisme  triangulaire  que  l'on  introduit  dans 
une  fente  ,  pour  écarter  davantage  les  deux  parties  d'un  corps. 
La  face  qui  est  hors  du  corps  ,  et  sur  laquelle  on  frappe  pour 
enfoncer  le  coin  ,  se  nomme  la  tête  du  coin;  on  appelle 
tranchant  y  l'arête  par  laquelle  il  commence  à  s'enfoncer, 
et  côtés  ,  les  deux  faces  adjacentes  à  cette  arête  ,  par  les- 
quelles il  comprime  les  deux  parties  du  corps  La  puis- 
sance est  la  percussion  que  l'on  exerce  sur  la  tête  du  coin, 
par  un  coup  de  marteau  ou  tout  autrement  ;  la  force  qu'elle 
doit  vaincre  est  la  résistance  que  les  parties  du  corps  opposent 
à  leur  séparation  ;  mais  comme  cette  résistance  n'est  jamais 
bien  connue ,  nous  ne  chercherons  pas ,  comme  dans  les 
autres  machines ,.  le  rapport  de  la  puissance  à  la  résistance. 
et  nous  nous  bornerons  à  déterminer  les  efforts  que  la  puis- 
sance exerce  sur  les  deux  côtés  du  coin  perpendiculairemen-t 
à  ces  côtés.  Nous  supposerons  la  puissance  perpendiculaire 
à  la  tête  du  coin;  car  sl elle  ne  l'était  pas,  elle  se  décompo- 
serait en  deux  forces  :  l'une  parallèle  à.  cette  tête,  et  qui 
n'aurait  aucun  effet  pour  enfoncer  le  coin;  l'autre  perpen- 
diculaire ,  et  seule  nécessaire  à.  considérer w. 

Soit  DE  (fig.  8G),  la  direction,  de  la  puissance;  par  cet^e 
droite,,  qu'on  suppose  perpendiculaire  à  la  tête  du  coin, 
menons  un  plan  perpendiculaire  au  tranchant,  et  comme  cette 
arête  est  l'intersection  des  deux  côtés  du  coin  ,.  ce  plan  sera, 
aussi  perpendiculaire  à  ces  deux  côtés  ;  so\t.  ABC  le  triangle- 
suivant,  lequel  notre  plan  coupera  le  prisme  triangulaire  qui 
forme  le  coin  ;  abaissons  du  point  E  5  où  la.  direction  de  la. 
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puissance  rencontre  la  tête  du  coin ,  deux  perpendiculaires 
EF  et  EG  sur  les  côtés  AC  et  BC  ^  et  décomposons  la  puis- 
sance en  deux  forces  dirigées  suivant  EF  et  EGj  ces  deux 
composantes  représenteront  les  efforts  que  la  puissance  exerce 
sur  les  côtés  du  coin,  et, dont  il  s'agit  de  trouver  le  rapport 
à  cette  puissance.  Appelons  donc  P  cette  force  donnée ,  X 
et  Y  les  composantes  suivant  EF  et  EG  ;  prolongeons  la  direc- 
tion DE  de  la  force  P,  d'une  quantité  arbitraire  Ee ,  et  par 
le  point  e  menons  les  droites  efet  eg ,  parallèles  à  EG  et  EF-y 
îa  force  P  et  ses  composantes  X  et  Y,  seront  entre  elles  comme 
îa  diagonale  Ee  et  les  deux  côtés  Ef  et  Eg ,  du  parallélo- 
gramme Efeg-,  donc  à  cause  de  Eg^fe,  on  aura 

P:x:Y::Ee:Ef:fe. 

Or ,  les  trois  côtés  du  triangle  Eef  sont  perpendiculaires 
à  ceux  du  triangle  ABC,  savoir,  Ee  à  AB ,  Ef  à.  AC ,  ef 
à  BC  -y  ces  triangles  sont  donc  semblables  ,   et  l'on  a 

Ee:  Ef:fe::AB:AC:BC', 

par  conséquent , 

P:x:  Y::AB:  AC:  bc-, 

c'est-à-dire,  que  les  trois  forces  P,  X,  K,  sont  entre  elles 
comme  les  trois  côtés  du  triangle  ABC  ^  auxquels  leurs  direc- 
tions sont   perpendiculaires. 

Les  droites  AB ,  AC ^  BC ^  sont  entre  elles  dans  le  même 
rapport  que  les  faces  du  coin  qu'on  appelle  sa  tête  et  ses  deux 
côtés  -,  car  ces  faces  sont  des  parallélogrammes  de  même  base , 
qui  ont  pour  hauteur -^-5 ,  AC ,  BC  j  il  s'ensuit  donc  que  la 
puissance  B  et  ses  deux  composantes,  sont  entre  elles  comme 
la  tête  et  les  deux  côtés  du  coin ,  ou  bien  que  la  puissance 
étant  représentée  par  la  tête  du  coin  ,  l'effort  qu'elle  exerce 
sur  chacun  des  deux  côtés  ,  est  représenté  par  ce  côté.  En 
se  servant  donc  d'un  coin  très-aigu  ,  ou  dont  les  côtés  soient 
très-longs  par  rapport  à  la  tête,  on  pourra  exercer  latérale- 
înent  des  efforts  très-considérables ,  en  frappant  d'un  coup 
médiocre  sur  la  tête  du  coin. 
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Loi  générale  de  ^équilibre  dans  les  machines. 

En  combinant  ensemble  de  différentes  manières  les  ma- 
cbines  que  nous  venons  de  considérer,  on  formera  d*autres 
machines  dont  le  nombre  peut  se  multiplier  à  l'infini.  Relati- 
vement à  ces  machines  composées ,  on  déterminera  le  rap- 
port de  la  puissance  à  la  résistance  nécessaire  à  l'équilibre,  en 
ayant  égard  aux  tensions  des  cordes  qui  lient  les  diverses 
parties  de  la  machine ,  et  en  supposant  ce  rapport  connu  , 
pour  chacune  des  parties  composantes.  C'est  ce  que  nous 
avons  fait  par  rapport  au  système  de  poulies  et  à  l'assemblage 
de  treuils  représentés  par  les  figures  76  et  79  ,  et  ces  exemples 
suffisent  pour  montrer  comment  il  faudra  s'y  prendre  dans 
des  cas  plus  compliqués.  Mais  quelle  que  soit  la  composition 
d'une  machine ,  il  existe  une  règle  qui  donne  immédiatement 
le  rapport  de  la  puissance  à  la  résistance,  d'après  celui  des 
espaces  que  tendent  à  décrire  les  points  d'application  des  deux 
forces.  Cette  règle  est  un  cas  particulier  du  principe  des 
vitesses  virtuelles ,  que  nous  avons  exposé  et  démontré  d'une 
manière  générale ,  dans  le  chapitre  vu  du  I^""  livre  ;  mais 
comme  elle  peut  être  d'une  grande  utiUté  dans  la  pratique  , 
il  est  bon  de  la  rappeler  ici,  sans  revenir  sur  sa  démons- 
tration. 

Supposons  que  l'on  imprime  à  la  machine  un  mouvement 
très-petit,  et  que  les  points  d'application  de  la  puissance  et 
de  la  résistance  décrivent  des  courbes  tangentes  aux  direc- 
tions de  ces  forces-,  appelons  p,  l'espace  parcouru  par  le 
point  d'application  de  la  puissance,  et  r,  l'espace  parcouru 
par  celui  de  la  résistance^  soit  P  la  première  et  R  la  se- 
conde de  ces  deux  forces  -,  si  l'on  demande  le  rapport  de 
P  k  R  nécessaire  à  l'équilibre ,  on  aura ,  par  approximation , 

R  ~"P' 
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et  cette  valeur  approchera  d'autant  plus  de  la  valeur  exacte, 
que  le  niouvement  imprimé  à  la  machine  sera  plus  petit,  de 

T 

manière  qu'en  prenant  la  limite  du  rapport  -  ,  on  aura  ri- 
goureusement la  valeur  demandée  de  ~. 

Si  les  courbes  décrites  par  les  points  d'application  des 
forces  P  et  /?,  ne  sont  pas  tangentes  à  leurs  directions,  on 
prendra,  au  lieu  des  espaces  parcourus  par  ces  points,  les 
projections  de  ces  espaces  sur  les  directions  des  forces,  et 
le  rapport  inverse  de  ces  projections  fera  connaître  le  rap- 
port des  forces  dans  le  cas  de  l'équilibre.  On  sera  libre 
dé  prendre ,  pour  point  d'application  de  chaque  force ,  tel 
point  qu'on  voudra  de  sa  direction,  pourvu  qu'on  le  regarde 
comme  fixement  attaché  à  la  machine. 

Maintenant  appliquons  cette  règle  à  quelques  exemples 
propres  à  en  montrer  l'usage  et  à  la  vérifier. 

Dans  le  levier  (fig.  72),  je  prends  pour  points  d'applica- 
tion des  forces  P  et  R  y  les  pieds  b  et  c  des  perpendiculaires 
^b  et  u4c y  abaissées  du  point  d'appui^  sur  les  directions  de 
ces  forces.  Quand  le  levier  tourne  autour  du  point  ^,  les 
points  b  et  c  décrivent  des  arcs  de  cercle  tels  que  bb^  et 
ce,  tangens  aux  directions  bE  et  cF  des  forces,  et  d'un  même 
nombre  de  degrés  j  les  longueurs  de  ces  arcs  semblables  sont 
entre  elles  comme  leurs  rayons  Ab  et  ^c,  desorte  qu'on  a 

cc'^        r  Ac 

W'~p~'~lb'' 

et  à  cause  que  ce  rapport  reste  le  même,  quelque  petit 
qu'on  suppose  le  mouvement  imprimé  au  levier,  il  s'ensuit 
qu'on  a  rigoureusement 

P  ___^ 
R^  Ab'' 

c'est-à-dire  j  que  dans  le  cas  de  l'équilibre  ,  les   deux  forces 
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P  et  R  sont  en  raison  inverse  des  perpendiculaires  abaissées 
du  point  d'appui  sur  leurs  directions.  Si  l'on  eût  choisi  les 
extrémités  ^  et  C  du  levier,  pour  points  d'application  des 
forces  P  et  R,  les  arcs  de  cercle  décrits  par  ces  points  pen- 
dant le  mouvement  du  levier ,  n'auraient  pas  été  tangens  aux 
directions  de  ces  forces;  il  aurait  donc  fallu  projeter  ces  arcs 
sur  les  droites  BE  et  CF,  prendre  ensuite  le  rapport  de 
ces  projections,  et  chercher  la  limite  de  ce  rapport:  on 
aurait  trouvé  qu'elle  est  égale  au  rapport  des  perpendicu- 
laires ^b  et  Ac  (n°  164). 

Quand  le  treuil  (fig.  78)  tourne  autour  de  son  axe,  les 
points  d'application  de  la  puissance  et  de  la  résistance  dé- 
crivent des  arcs  semblables  ou  d'un  même  nombre  de  degré , 
l'un  sur  la  circonférence  de  la  roue  et  l'autre  sur  celle  du 
cylindre.  Ces  arcs  sont  tangens  aux  directions  des  forces  ^ 
leurs  longueurs  sont  entre  elles  comme  les  rayons  OM  et  KE, 
de  la  roue  et  du  cylindre^   on   a  donc  dans  cette  machine 

r  ""  KE        ^*        R  "~   03r 

Lorsque  l'écrou  parcourt  un  espace  égal  au  pas  de  la  vis , 
ou  lorsqu'il  s'élève  d'une  hauteur  égale  à  hn  (fig.  85),  le 
point  G  auquel  est  appliquée  la  puissance ,  décrit  une  hélice 
autour  de  l'axe  AB  dont  le  pas  est  le  même  que  celui  de 
la  vis;  en  même  tems  la  projection  de  ce  point,  sur  un 
horizontal ,  passant  par  le  point  O ,  décrit  la  circonférence 
du  cercle  dont  le  rayon  est  OG-^  de  plus,  ces  mouvemens 
de  l'écrou  ;  du  point  G  et  de  sa  projection  ,  sont  tels,  d'après 
la  nature  de  l'hélice ,  que  si  l'écrou  parcourt  la  moitié ,  le 
tiers,  ou  toute  autre  partie  du  pas  de  la  vis,  le  point  G 
parcourt  une  partie  semblable  de  la  longueur  de  l'hélice  , 
et  sa  projection  horizontale  décrit  aussi  la  moitié  le  tiers , 
ou  toute  autre  partie  proportionnelle  de  la  circonférence 
dont  OG  est  le  rayon ^  appelant  donc,  en  général,  r  la  quan- 
tité   dont  l'écrou   a   monté,    et   s  l'arc  de  cercle   parcouru 


5o6  ADDITIONS. 

en  même  tems  par  la  projection  horizontale  du  point  G ,  on 
aura 

r\hii\\s\  cire. OG. 

Or,  l'hélice  décrite  par  le  point  G  n'étant  point  tangente  à 
la  direction  de  la  puissance  P,  il  faut,  pour  appliquer  à  ce 
cas  la  loi  générale  de  l'équilibre,  considérer  la  projection 
d'un  très-petit  arc  de  cette  hélice ,  sur  la  direction  GH  de 
la  force  P-,  mais  à  cause  que  cette  direction  a  été  supposée 
tangente  à  la  circonférence  dont  OG  est  le  rayon,  la  pro- 
jection sur  la  tangente  sera  à  peu  près  égale  à  la  projection 
sur  la  circonférence,  et  l'on  pourra  prendre  l'une  pour  l'autre, 
quand  il  s'agira  d'un  mouvement  infiniment  petit  de  l'écrou  ; 
par  conséquent  le  rapport  de  la  puissance  jP  à  la  résistance 
ou  au  poids  R  de  l'écrou,  sera  donnée  en  prenant  la  limite 

Y 

du  rapport   -  ;  et  comme  celui-ci  est  constamment  le  même  > 

hn 

et  égal  à —^  ,  d'après  la  proportion  précédente ,  il  en 

°  cire.  OG 

•résulte  que  l'on  a,  dans  le  cas  de  Téquilibre, 

P  :  R::hn:  cire. OG; 

proportion  que  nous  avions  déjà  trouvée  par  d'autres  consi- 
dérations. 

Dans  la  moufle  représentée  par  la  figure  77 ,  si  le  poids 
parcourt  en  montant  une  espace  quelconque  r,  chacun  des 
six  cordons  qui  aboutissent  aux  poulies  mobiles  se  raccourcit 
de  la  même  quantité  r  ;  par  conséquent  le  cordon  auquel 
est  suspendu  le  poids  P,  s'alonge  d'une  quantité  égale  à  Sr, 
qui  marque  l'espace  parcouru  en  descendant  par  ce  poids^ 
prenant  donc  p  =  6r,  on  aura,  dans  le  cas  de  l'équilibre , 

|  =  r  =  |.       ou       R  =  eP; 

et  Ton  trouverait  de   même  R=:nP^  en  supposant  que  71  fik 
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le  nombre  des  cordons  qui  aboutissent  aux  poulies  mobiles. 
Enfin ,  je  choisis  pour  dernier  exemple ,  l'assemblage  de  pou- 
lies représenté  par  la  figure  j6.  Si  le  poids  P  parcourt  en 
descendant,  un  espace  quelconque  p,  le  cordon  EB  se  raccour- 
cira d'une  quantité  égale  à  i.p;  cela  étant,  le  cordon  £'5' 
se  raccourcira  de  même  de  la  moitié  de  \.p,  ou  dej.p\  et 
par  suite  ,  le  cordon  E"B"  se  raccourcira  de  la  moitié  de  j.p  ,  ou 
de  |.p  ;  ce  dernier  raccourcissement  exprime  l'espace  que  le 
poids  R  parcourra  en  montant  :  quel  que  soit  p ,  on  aura  donc 
r  =  ^.p'j  d'où  il  suit,  dans  le  cas  de  l'équilibre , 

P       r 

R=p  =  i>       ou        R=:Sp. 

Généralement,  on  trouvera  par  cette  considération,  R=zq.'^.Pj^ 
n  désignant  le  nombre  des  poulies  mobiles  qui  entrent  dans  une 
semblable  machine. 


FIN    DU    PREMIER    VOLUME. 
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